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Uppgift 1

En regering funderar 6ver bidrag som ska forhindra att manga foretag gar i
konkurs vid en pandemi. Man &vervéger fyra olika bidrag:

Bidrag 1: Mogjlighet att skjuta upp betalning av skatt och avgifter.

Bidrag 2: Slopat krav pa lakarintyg under de forsta 14 sjukdagarna.

Bidrag 3: Stod vid minskad omséttning.

Bidrag 4: Slopad karens.

Summan av kostnaderna for bidragen far inte overskrida 100 mkr.

Man satter upp en linjar optimeringsmodell for att bestamma hur mycket som
ska anvandas till varje typ av bidrag, dar z; ar det belopp som ska anvandas till
bidragstyp j. Malfunktionen ar baserad pa uppskattningar av hur verksamma de
olika bidragen &r, och man vill maximera den total effekten.

Bivillkor (1) anger maximal totalsumma. Bivillkor (2) och (3) star for begrénsningar
som gjorts av politiska skél, eftersom regeringen inte har majoritet i riksdagen,
utan maste komma 6verens med andra partier.

max 2z = dxy 4+ 29 + 3x3 + 234
da T + To + T3 + T4 S 100 (]_)
ry + Ty — XT3 S 20 (2)
T2 + w3 — x4 < 30 (3)
x1, T2, x3, Ty 2= 0

a) Los detta LP-problem med simplexmetoden. Ange optimal primallosning och
duallosning samt malfunktionsvarde. Ar optimallosningen unik? Vilka bivillkor
blir aktiva? Ange skuggpriserna och vad de betyder. (3p)

b) Ett mindre parti foreslar en ny typ av bidrag, ersittning for miljéframjande
atgarder. Den bidragstypen skulle ha malfunktionskoefficient 2 och bivillkorsko-
efficienter 1, 1 och —1 i de tre bivillkoren. Utga fran optimallésningen i uppgift
a. Blir det optimalt att avdela nagra pengar till denna bidragstyp? (1p)

Uppgift 2

Under forsta fasen i en pandemi drabbades framst storstader, men under en andra
fas upptriader smittspridning pa andra platser i landet. Det betyder att behovet
av respiratorer for intensivvard fordndras geografiskt. Antalet tillgdngliga res-
piratorer ar begrinsat, sa man maste transportera apparaterna mellan sjukhus.
I foljande nétverk motsvarar noderna olika sjukhus och bagarna mojliga trans-
portvagar. Det finns inte mojlighet till direkttransporter i samtliga fall, sa ibland
kan man behova lasta om apparaterna, men detta kan bara ske vid sjukhus. I den
situation man star infor kommer det att finnas 6verskott av respiratorer i vissa
noder, namligen 2 i nod 1, 3 i nod 2 och 2 i nod 4. Underskottet, dvs. behovet
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utover de som redan finns pa plats, kommer att uppga till 2 i nod 3 och 3 i nod 5.
Man vill minimera kostnaderna for transporterna, och kostnaden per respirator
ar angiven pa varje bage. Pa bagarna anges ocksa hur manga som maximalt kan
skickas den végen, samt en foreslagen 10sning, framtagen av administratorer pa
ett storre sjukhus i huvudstaden.

a) Det hela blir ett obalanserat minkostnadsflddesproblem, dvs. total kéllstyrka
ar storre an total sankstyrka. Alla respiratorer i nod 1, 2 och 4 kommer inte att
flyttas. I den foreslagna l6sningen lamnas de tva i nod 1 kvar, men det ar inte
sakert att det ar optimalt. Modifiera natverket sa att det blir balanserat, sa att
overskottet fordelas pa ett optimalt siatt. Visa att den foreslagna 16sningen &r
optimal. (2p)

b) Man har vid framtagande av indata missat en transportmdjlighet, ndmligen
fran nod 1 till nod 5, dar hogst en respirator kan skickas, med kostnad 10. Utga
fran 16sningen i uppgift a och berdkna en ny optimallosning. Hur mycket minskas
totalkostnaden av dndringarna? (2p)

c) Man har gatt igenom manga framtidsscenarier, och i en av dem uppstar ett
mycket stort behov i nod 5. Fragan ar da hur mycket man maximalt kan skicka
fran nod 1 till nod 5. Bage (6, 3) ar tempordr och kommer da inte att finnas
kvar. Los problemet med standardmetod. Starta med flode noll. Visa varje steg
i metoden tydligt. Ange minsnitt och forklara vad det betyder. (3p)
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Uppgift 3

Man uppmarksammar en liten by i glesbygd, langt fran narmaste sjukhus. De
flesta invanare &ar dldre och man befarar ett lokalt utbrott av en pandemi. Darfor
planerar man att inratta en temporar sjukstuga, utrustad med ambulans, sky-
ddsutrustning samt testfaciliteter for att upptacka det aktuella viruset. Fragan
ar bara var den ska ligga, sa att man snabbt ska kunna ta sig till gardarna i byn.

Lat (x,y) vara koordinaterna dar sjukstugan ska placeras. Geografiska begréansningar
baserade pa den aktuella naturen ger att platsen maste uppfylla bivillkoren
reX,dir X ={(z,y) : 20 +y <5,x+y>2,2>0,y >0}.

Gardarna i byn ligger pa foljande koordinater: (1, 1), (3, 2), (1, 4), (3, 4). Man
anser att en bra malfunktion dr att minimera summan av avstanden fran varje
gar till sjukstugan.

a) Rita upp det tillatna omradet, samt bivillkoren. Skissa ett omrade som &r
mindre én det tillatna omradet, dar optimal placering skulle kunna intréffa och
motivera varfor. Ledning: Fundera pa konvext holje. (1p)

b) Anvénd Euklidiskt avstand (2-norm), och gér en matematisk optimeringsmod-
ell for problemet. Tips: Avstandet kan lika gidrna méatas med kvadraten av det
Euklidiska avstandet. (1p)

c) Satt upp KKT-villkoren for modellen i uppgift b. Kontrollera huruvida nagon
av punkterna (0, 0), (1, 2), (3, 1) eller (1.3, 2.4) & KKT-punkt/optimal? (3p)

d) Applicera Lagrangerelaxation genom att relaxera de tva bivillkor som in-
nehaller bada variablerna. Los subproblemet for u; = 0 och uy = 0. (Led-
ning: (Observera att subproblemet r separabelt.) Oka multiplikatorn u med
2 for det eller de relaxerade bivillkor som ej ar uppfyllda av losningen, och 16s
om subproblemet. Upprepa detta en gang till, om losningen inte blir tillaten.
Anvind l6sningarna for att avgora/gissa var det optimala vardet for u ligger.
Ange erhallna 6vre och undre grénser for det optimala malfunktionsvéardet. (3p)

e) Los problemet med Zoutendijks metod. Starta i (2,0). Lés LP-problemen
grafiskt. Illustrera varje iterationspunkt grafiskt. (3p)

Uppgift 4

En person ska forflytta sig genom ett omrade déar det finns mojliga smittokallor,
fran nod 1 till nod 7 i nedanstaende graf. Pa varje bage star risken att bli smittad
om man gar dar. Personen vill finna den vig som ger minimal summa av dessa
risker.
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a) Vilket optimeringsproblem blir detta? Finn en optimallosning till problemet.
Beskriv stegen i metoden. Ange bésta viag och total smittorisk. (2p)

b) Det visar sig att det &r smittorisk &dven i noderna, p.g.a. trangsel. Smittorisken
ar 2 i noderna 1, 2, 3 och 4, och 3 i noderna 5, 6 och 7. Modifiera natverket och
finn ny basta vég. (1p)

Uppgift 5

Ett universitet stéalls infor utmaningen att planera for undervisningen under ett
smittohot, dar det kravs mer utrymme an vanligt for varje student. Lokalerna
kommer inte att racka till, sa nagra kurser far ges pa distans. Universitetet tror
att det ar negativt att kora kurser pa distans, och vill garna undvika det.

Man kan formulera en matematisk modell for optimeringsproblemet att bestamma,
vilka kurser som ska ge pa normalt satt pa campus, och vilka som ska ges pa dis-
tans. Indata ar ¢;: vardet av att ge kurs j pa campus, dvs. inte pa distans, a;;:
antalet rum av storlek ¢ som kravs for att kora kurs j pa campus, samt b;: antalet
rum av storlek ¢ som finns tillgangliga pa campus.

a) Betrakta specialfallet med ¢ = (2,3,4,2), b = (5,3) och a = ( ; Z g il)) )

Skriv upp modellen med siffror. Los problemet med Balas metod. Examinatorn
for kurs 1 har stor makt pa universitetet, sa starta med att konstatera att x =
(1,0,0,0) &r en tillaten 16sning (och dérmed ger en undre grans). Forgrena Gver
variablerna i indexordning, och ga ner i 1-grenen forst. (3p)

b) Universitetsledningen gissar pa att det finns tillrackligt med rum av storlek 1,
och tar bort det bivillkoret. Man kan genom viss omflyttning skapa ett rum till
av storlek 2, sa att hogerledet blir 4. Los detta problem med Land-Doig-Dakins
metod. Ledning: Ga ner i >-grenen forst. (3p)
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Uppgift 6

Foljande graf forestéller korridorerna i en skola. Man planerar att borja ge kurs-
erna pa vanligt satt, med krav pa personlig nérvaro, efter att under en tid ha
bedrivit undervisningen pa distans. For att kunna gora det, kraver skyddsom-
budet att alla korridorer och skolsalar saneras fran eventuell smitta av en maskin
varje kvéll. Maskinen star i nod 1 och ska kora en rundtur sa att den ater hamnar
i nod 1 nar den har sanerat alla korridorer. Pa varje bage i grafen star tiden det
tar att sanera korridoren samt alla salar i den korridoren. Man vill bestamma
hur maskinen ska kora for att saneringen ska vara fardig sa fort som mojligt.
Maskinen kor fyra ganger sa fort nar den inte sanerar som nér den gor det.

Vilket optimeringsproblem blir detta? Finn en optimallosning till problemet.
Beskriv stegen i metoden noggrant. Ange rundtur, total tid samt hur manga
ganger varje korsning passeras. Vilka korridorer kommer att passeras mer an en

gang? (3p)

Uppgift 7

Man ska kontrollera att alla restauranger pa en ort féljer kraven pa pandemi-
anpassad verksamhet, dvs. att borden flyttats isar, och att ingen tréngsel sker
nagonstans i lokalen. Man skickar ut en kontrollant, som har befogenheten att
omedelbart stanga en restaurang som inte uppfyller kraven.

Kontrollanten vill finna en rundtur som tar sa lite tid som mojligt i foljande graf,
déar noderna motsvarar restauranger, och varje bage ar méarkt med transporttid.
Tiden for kontroll av en restaurang paverkas inte av vilken rundtur som anvands,
sa det ar bara transporttiden som ska minimeras.



Tentamen 200828 TAOPSS, Optimering for Ingenjorer

a) Vilket ként optimeringsproblem &r det att finns den bésta rundturen? Finn
en bra losning med en kand heuristik. Finn &ven en undre grans for det optimala
malfunktionsvéirdet genom att 10sa en relaxation av problemet. Ange hur langt
ifran optimum den erhalla 16sningen i vérsta fall ar. (2p)

b) Formulera ett linjart bivillkor som skér bort optimallésningen till relaxationen
i uppgift a, men inte skér bort nagon tillaten rundtur. (1p)

Uppgift 8

Fem tillfalligt permitterade personer ska hjalpa till pa ett sjukhus. Personerna
har dock olika kompetens och ska fa olika tjanster. Varje person kommer att
krava en viss upplarningstid innan arbetet kan paborjas, beroende pa kompetens
och tjanst. Man har darfor gjort en matris 6ver nodvandig upplarningstid for
varje person och varje arbetsplats, dar rader star for personer och kolumner star
for tjanster. Man vill finna den tilldelning av personer till tjanster som minimerar
total upplarningstid.

8 9 4 5 7
6 8 79 9
C=|777T7S38
8 5 4 7 7
56 5 8 6

Los problemet med ungerska metoden. Ange optimal 10sning samt malfunktions-
virde. Ange dven dual optimalldsning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)



