Flode i natverk

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering



Flode i natverk

Det ligger hogar av “viktiga saker" pa nagra platser, och de ska
transporteras till andra platser.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 1/26



Flode i natverk

Det ligger hogar av “viktiga saker" pa nagra platser, och de ska
transporteras till andra platser. Kostnaderna &r linjara.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 1/26



Flode i natverk

Det ligger hogar av “viktiga saker" pa nagra platser, och de ska
transporteras till andra platser. Kostnaderna &r linjara.

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (/, ).

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 1/26



Flode i natverk

Det ligger hogar av “viktiga saker" pa nagra platser, och de ska
transporteras till andra platser. Kostnaderna &r linjara.
Variabeldefinition: x;; = flode i bage (/, ).

Bagdata for bage (/,J):
o cj;: flodeskostnad per enhet.
e ujj: Svre grans for flodet.
e /;: undre grans for flodet.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering

30 augusti 2022 1/26



Flode i natverk
Det ligger hogar av “viktiga saker" pa nagra platser, och de ska
transporteras till andra platser. Kostnaderna &r linjara.
Variabeldefinition: x;; = flode i bage (/, ).
Bagdata for bage (/,J):

o cj;: flodeskostnad per enhet.

e ujj: Svre grans for flodet.
e /;: undre grans for flodet.

Bivillkor: [; < xjj < ujj

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 1/26



Flode i natverk

Det ligger hogar av “viktiga saker" pa nagra platser, och de ska
transporteras till andra platser. Kostnaderna ar linjara.

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (/, ).
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Flode i natverk

Det ligger hogar av “viktiga saker" pa nagra platser, och de ska
transporteras till andra platser. Kostnaderna ar linjara.

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (/, ).

Bagdata for bage (/,J):
o cj;: flodeskostnad per enhet.
e ujj: Svre grans for flodet.
e /;: undre grans for flodet.

Bivillkor: [; < x;; < ujj

Noddata for nod i:
e b;: killstyrka/sankstyrka. (maste vara givet)

Nodjamviktsvillkor: Z Xji — Z xj=b;jforallaie N  (in- ut)
j:(j.eB ji(ij)eB

Krav p3 indata: Z b; = 0.
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Flode i natverk
Sats
Varje anslutningsmatris ar fullstindigt unimodular.

Slutsats

Flodesproblem kan betraktas som LP-problem. Flédet blir automatiskt
heltal.

Obs: Inga andra bivillkor far finnas.

Minkostnadsflodesproblemet

Skicka efterfragade mangder s& billigt som majligt.

min E CijXij

(ij)eB
da Z Xji — Z xjj=b; forallaie N
j:(,eB j:(ij)eB

li < xij < uwj foralla(i,j) e B
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Specialfall av minkostnadsflédesproblemet

Billigaste vag-problemet: Minkostnadsflédesproblem med en kélla och en
sdnka, bada av styrka ett.
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Specialfall av minkostnadsflédesproblemet

Billigaste vag-problemet: Minkostnadsflédesproblem med en kélla och en
sdnka, bada av styrka ett.

-1 dadi=s
b; = 1 dai=t
0 o

li = 0 och ujj stor (men i praktiken 1) fér alla bagar.

Riktade brevbararproblemet: Cirkulerande minkostnadsflédesproblem
med undre grans ett for alla bagar.
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Specialfall av minkostnadsflédesproblemet
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Specialfall av minkostnadsflédesproblemet

Transportproblemet: Minkostnadsflédesproblem i tudelad graf.

m n
min E gc;jx;j

i=1 j=1

n
da g xj=s Ii=1...m
Jj=1

m
d xj=d j=1,...n
i=1

xij >0 for alla 7,

Kan ses som ett matrisproblem, dar i star for rader och j for kolumner.
Bivillkoren specificerar radsummor och kolumnsummor.
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Specialfall av minkostnadsflédesproblemet

Transportproblemet: Minkostnadsflédesproblem i tudelad graf.

m n
min E Ec,-jx,-j

i=1 j=1

n
da E Xij = Si i:].,...m
Jj=1

m
d xj=d j=1,...n
i=1

xij >0 for alla 7,

Kan ses som ett matrisproblem, dar i st&r for rader och j fér kolumner.
Bivillkoren specificerar radsummor och kolumnsummor.

(Eftersom detta ar ett minkostnadsflédesproblem blir 16sningen heltal.)
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Losningsmetod for minkostnadsflodesproblemet

min E CijXij

(ij)eB
da Z Xji — Z xj = b; forallaie N
J:(,i)eB J:(i,j)eB

li < xjj < uy foralla (i,j) € B
Simplexmetoden
BaslGsning:
Icke-basvariabler: x;; = [;; eller xj; = uj;.

(Ovre och undre grinser behandlas implicit.)

Hur m&nga basvariabler?
Ett av nodjamviktsvillkoren dr redundant. En n x n-matris vore linjart
beroende. Kan bara ha bas av dimension n — 1. Alltsd n — 1 basvariabler.

En cykel motsvarar linjart beroende. Allts3 ingen cykel i basen.

Slutsats: En bas motsvarar ett uppspadnnande trad.
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

En iteration:

Basvariablerna ger ett uppspannande trad.
Inkommande variabel bildar en unik cykel.

Man vill skicka runt s mycket som mdjligt i cykeln.

Utg&ende variabel begransar flddesandringen i cykeln. Den hamnar p& dvre
eller undre grans.

Utgaende variabel bryter upp cykeln.
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet
Hur vilja inkommande variabel?
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(Nod i till j: Jamfor skillnaden i nodpris, y; — y;, med direktvagen, c;;.)
Minimering

&j < 0 = Bage (i, ) billig. = Skicka s mycket som mgjligt. = Oka x;;.
Xjj = ujj ar optimalt.

jj > 0 = Baége (/,/) dyr. = Skicka s lite som mgjligt. = Minska x;;.
xjj = ljj ar optimalt.

Optimalitetsvillkor

Gij < 0= x; = ujj, (billig ickebas)
Cj > 0= x5 =l

v
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet
Hur vilja inkommande variabel?

y: dualvariabler till nodjamviktsvillkoren. y; kallas nodpris for nod ;.
Reducerade kostnader: &; = cjj + y; — y;.

(Nod i till j: Jamfor skillnaden i nodpris, y; — y;, med direktvagen, c;;.)
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&j < 0 = Bage (i, ) billig. = Skicka s mycket som mgjligt. = Oka x;;.
Xjj = ujj ar optimalt.

jj > 0 = Baége (/,/) dyr. = Skicka s lite som mgjligt. = Minska x;;.
xjj = ljj ar optimalt.

Optimalitetsvillkor

Gij < 0= x; = ujj, (billig ickebas)

ij > 0 = x;; = I (dyr ickebas)

samt /j < x;j < uj = &; = 0 (bas). (Anvénds for att rikna ut y.)

v
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

0. Finn tilldten startbas (trad).
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

0. Finn tillaten startbas (trdd).

1. Sétt y; = 0. Berdkna resterande y via bastradet. (c;j = y; — y; for alla
basb&gar.)

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 10 /26



Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

0. Finn tillaten startbas (trdd).

1. Sétt y; = 0. Berdkna resterande y via bastradet. (c;j = y; — y; for alla
basb&gar.)

2. Berdkna reducerade kostnader & = cj; + y; — y; for alla icke-basbagar.
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

0. Finn tillaten startbas (trdd).

1. Sétt y; = 0. Berdkna resterande y via bastradet. (c;j = y; — y; for alla
basb&gar.)

2. Berdkna reducerade kostnader & = cj; + y; — y; for alla icke-basbagar.
3. Kontrollera optimalitet. Om optimum: Stopp.
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5. Finn cykeln som bildas.
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

0. Finn tilldten startbas (trad).
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5. Finn cykeln som bildas.

6. Andra flodet i cykeln maximalt i dnskad riktning.

7. Valj den variabel som begransar dandringen som utg&ende variabel.
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

0. Finn tilldten startbas (trad).

1. Sétt y; = 0. Berdkna resterande y via bastradet. (c;j = y; — y; for alla
basbagar.)

. Berdkna reducerade kostnader ¢ = cjj + y; — y; for alla icke-basbégar.
. Kontrollera optimalitet. Om optimum: Stopp.

. V&lj mest lovande variabel som inkommande.

. Finn cykeln som bildas.

. Andra flodet i cykeln maximalt i 6nskad riktning.

. Valj den variabel som begransar dndringen som utgdende variabel.

. Ga till 1.

o N O 1B~ W N
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Indata:

Startlosning
Bagdata: c,u,x

6,2,0

3,2,1 22,1

Totalkostnad: 18
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

x inte p& grans: basb&ge. Maste ge uppspannande trad.

Bastrad
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Rikna ut y via basb&garna.
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Rikna ut y via basb&garna.

¥;=0 ¥3=5
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Rikna ut y via basb&garna.

¥;=0 ¥3=5
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Betrakta icke-basbagarna.
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Berakna reducerade kostnader.

| %=3 |
222! @ 1,1,
C12=1\:/ G5l
(3=
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Ar flddet optimalt?

Kaj Holmberg (LiU)

&1 dyr ¥;=5

TAOP88 Optimering 30 augusti 2022
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Ar flddet optimalt?

2: | C,—
dyr v Y dyr
mmska@ 5L >@ opt
¢ =1
Bl S %=S
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Vilj en inkommande variabel.

dyr ' v dyr
mmska@ 511 >@ opt
_ ¢ =1 dyr —
Y,=1 24 minska Ya=5
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Andra flodet, via basbagar.

Minska X|p
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Finn cykel.

Minska X|p
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Skicka runt i cykeln.

Minska X|p
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Skicka runt i cykeln.

Minska X|p
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Hur mycket?

Minska X|p
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Kolla granserna.

Minska X|p
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Kolla granserna.

Minska X|p
X5 ger d<=1
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Aktiv begransning ger utgdende variabel.

Minska X|p

X;5 utgdende
d=1
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel
Nytt fléde.

Minska X|p

X;5 utgdende
d=1
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Nytt bastrad.

Minska X|p

X;5 utgdende
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel
[teration 2.

Nytt bastrdd

2,2,1| e
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Nodspriser via bastridet.
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Reducerade kostnader for ickebasbégar.

| G3
OISO
A
Cry=1
— 24 _
Y= Y,=6
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Optimum?

Kaj Holmberg (LiU)

1 E
gy
O O,
— Cpu=l
2= dyr Y,=6
TAOP88 Optimering 30 augusti 2022
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Optimum?

Kaj Holmberg (LiU)

615=_\1\ =4
billig @ 110
opt 1

| C43

b dyr
O Ok
&,,=1
Y,=2 dyr Y,=6
minskas
TAOP88 Optimering 30 augusti 2022
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Vilj inkommande variabel.

Minska X9y
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Bortse fr&n andra ickebasb&gar.

Minska Xoy
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Finn cykeln.

Minska Xoy
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Skicka runt.

Minska Xy
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Skicka runt.
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Hur mycket?

Minska Xoy
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Kolla granser.

Minska Xoy
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Finn utgdende variabel.

Minska x,,
X5y ger d<=1

1+d<=2
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Finn utgdende variabel.

Minska x,,
X4 Utgdende

1+d<=2
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Andra flodet.

Minska x,,
X5, utgdende
d=1
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Andra flodet.

Minska x,,
X5, utgdende
d=1

2,2,1
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Iteration 3.

Nytt bastriad

22,1 e
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Iteration 3.

Nytt bastriad
(samma som forut)

22,1 e
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Nodpriser.
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Reducerade kostnader.

I C
43
b dyr
- - = _511_’0 _____
|
24—
Y,=2 dyr V=6
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Optimum?

1 ¢
gy
@ 510 >@ opt
A 4_1
Y,=2 dyr Y,=6
opt
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Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Ja, optimum!

Optimalt flode

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 11/26



Simplexmetoden fér minkostnadsfléde: Exempel

Berdkna totalkostnaden separat: }; cjjx;.

Optimalt flode
Total kostnad: 16
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

Kanslighetsanalys
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Simplexmetoden fér minkostnadsflédesproblemet

Kanslighetsanalys

Andring av kostnad for icke-basbage eller inférande av ny bage:

Berdkna ny reducerad kostnad, ¢; = cjj + yi — y; och kontrollera
optimalitet.
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Tillordningsproblemet

Varje person i skall gora en uppgift och varje uppgift j ska goras en géng.
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Tillordningsproblemet
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Variabeldefinition: x;; = 1 om person i gér uppgift ;.
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Tillordningsproblemet

Varje person i skall gora en uppgift och varje uppgift j ska goras en géng.
Variabeldefinition: x;; = 1 om person i gér uppgift ;.

n n
min z = E gc,-jx,-j

i=1 j=1
n

da d xj=1 i=1...n
j=1
n
d xj=1 j=1,..n
i=1
xjj >0 for alla i,/
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Tillordningsproblemet

Varje person i skall gora en uppgift och varje uppgift j ska goras en géng.
Variabeldefinition: x;; = 1 om person i gér uppgift ;.

n n
min z = E gc,-jx,j

i=1 j=1
n

da d xj=1 i=1...n
j=1
n
d xj=1 j=1,..n
i=1
xjj >0 for alla i,/

Metod: Formulera och |6s LP-dualen.
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Tillordningsproblemet

Varje person i skall gora en uppgift och varje uppgift j ska goras en géng.
Variabeldefinition: x;; = 1 om person i gér uppgift ;.

n n
min z = E gc,-jx,j

i=1 j=1
n

da d xj=1 i=1...n
j=1
n
d xj=1 j=1,..n
i=1
xjj >0 for alla i,/

Metod: Formulera och |6s LP-dualen.

Arbeta med dualvariabler och reducerade kostnader.
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Tillordningsproblemet: Los LP-dualen

n n
min z= g Ec,-jx,-j

i=1 j=1

n

da Y xj=1 i=1,...n
j=1
n
Zx,'jzl j=1,...n
i=1
xj >0 for alla 7,
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Tillordningsproblemet: Los LP-dualen

n n
min z= g Ec,-jx,-j

i=1 j=1

n

da Y xj=1 i=1,...n
Jj=1
n
Zx,'jzl j=1,...n
i=1
xj >0 for alla 7,

n n
LP-dual: maxv = Za; + Zﬂj dd o+ B < ¢ foralla (i,)).
i=1 j=1
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Tillordningsproblemet: Los LP-dualen

n n
min z= E Ec,-jx,-j

i=1 j=1
n

da Y xj=1 i=1,...n
j=1
n
d xj=1 j=1,...n
i=1
xj >0 for alla 7,

n n
LP-dual: maxv = Za; + ZBJ dd o+ B < ¢ foralla (i,)).
i=1 j=1

Komplementaritetsvillkor:  x;j(o; + 5j — ¢jj) = 0 for alla (i, ).
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Tillordningsproblemet: Los LP-dualen

n n
min z= E Ec,-jx,-j

i=1 j=1
n

da Y xj=1 i=1,...n
j=1
n
d xj=1 j=1,...n
i=1
xj >0 for alla i,j

n n
LP-dual: maxv = Za; + ZBJ dd o+ B < ¢ foralla (i,)).
i=1 j=1

Komplementaritetsvillkor:  x;j(o; + 5j — ¢jj) = 0 for alla (i, ).

Metod: Los dualen:
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Tillordningsproblemet: Los LP-dualen

n n
min z= E Ec,-jx,-j

i=1 j=1
n

da Y xj=1 i=1,...n
j=1
n
d xj=1 j=1,...n
i=1
xj >0 for alla i,j

n n
LP-dual: maxv = Za; + Zﬂj dd o+ B < ¢ foralla (i,)).
i=1 j=1

Komplementaritetsvillkor:  x;j(o; + 5j — ¢jj) = 0 for alla (i, ).

Metod: Los dualen: Oka o och 3,
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Tillordningsproblemet: Los LP-dualen

n n
min z= E Ec,-jx,-j

i=1 j=1
n

da Y xj=1 i=1,...n
j=1
n
d xj=1 j=1,...n
i=1
xj >0 for alla i,j

n n
LP-dual: maxv = Za; + Zﬂj dd o+ B < ¢ foralla (i,)).
i=1 j=1

Komplementaritetsvillkor:  x;j(o; + 5j — ¢jj) = 0 for alla (i, ).

Metod: L6s dualen: Oka o och 3, utan att Sverskrida duala bivillkoren.
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Tillordningsproblemet: Los LP-dualen

n n
min z = E Ec,-jx,-j

i=1 j=1
n
da d xj=1 i=1,...n
j=1
n
ZX,-J-:I j=1...n
i=1
xj >0 for alla i,j

n n
LP-dual: maxv = Za,- + ZBJ dd o+ B < ¢ foralla (i,)).
i=1 j=1

Komplementaritetsvillkor:  x;j(o; + 5j — ¢jj) = 0 for alla (i, ).

Metod: L6s dualen: Oka o och 3, utan att Sverskrida duala bivillkoren.

Férsok sedan finna en tilldten primallésning som uppfyller
komplementaritetsvillkoren.
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Tillordningsproblemet: Los LP-dualen

n n
min z = E Ec,-jx,-j

i=1 j=1
n
da d xj=1 i=1,...n
j=1
n
ZX,-J-:I j=1...n
i=1
xj >0 for alla i,j

n n
LP-dual: maxv = Za,- + ZBJ dd o+ B < ¢ foralla (i,)).
i=1 j=1

Komplementaritetsvillkor:  x;j(o; + 5j — ¢jj) = 0 for alla (i, ).

Metod: L6s dualen: Oka o och 3, utan att Sverskrida duala bivillkoren.

Férsok sedan finna en tilldten primallésning som uppfyller
komplementaritetsvillkoren. Andra o och 5 om det inte gér.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Arbeta med reducerade kostnader:
Eij =Cj — o — ﬂj for alla (I,j)
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Arbeta med reducerade kostnader:
6,‘] =Cj — o — ﬁj for alla (I,j)

Duala bivillkoren (primal optimalitet): &; > 0 fér alla (i, )
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Arbeta med reducerade kostnader:
6,‘1' =Cj — o — ﬁj for alla (I,j)

Duala bivillkoren (primal optimalitet): &; > 0 fér alla (i, )

Komplementaritetsvillkoren: &;x;; = 0 for alla (/, )
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Arbeta med reducerade kostnader:

6,‘1' =Cj — o — ﬁj for alla (I,j)
Duala bivillkoren (primal optimalitet): &; > 0 fér alla (i, )
Komplementaritetsvillkoren: &;x;; = 0 for alla (/, )

Optimalitetsvillkor: ¢; > 0= x;; =0, xj >0=¢; =0

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 15 /26



Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Arbeta med reducerade kostnader:

6,‘1' =Cj — o — ﬁj for alla (I,j)
Duala bivillkoren (primal optimalitet): &; > 0 fér alla (i, )
Komplementaritetsvillkoren: &;x;; = 0 for alla (/, )
Optimalitetsvillkor: ¢; > 0= x;; =0, xj >0=¢; =0

Tillatna positioner: dar &; = 0.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Arbeta med reducerade kostnader:

Gij = cij — o — p; for alla (i, ).
Duala bivillkoren (primal optimalitet): &; > 0 fér alla (i, )
Komplementaritetsvillkoren: &;x;; = 0 for alla (/, )
Optimalitetsvillkor: &; > 0= x; =0, x; >0=&; =0
Tilldtna positioner: dar &; = 0.

Mal: Placera exakt en etta i varje rad och i varje kolumn p3 de tilldtna
positionerna.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Los dualen.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Los dualen.

e Sitt o = 0 for alla i och B; = 0 for alla j (vilket ger &; = ¢jj).
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

L6s dualen.
e Sitt o = 0 for alla i och B; = 0 for alla j (vilket ger &; = ¢jj).

o Oka enstaka «; och j3; s3 mycket som méjligt (utan att &; blir
negativt).
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

L3s dualen.
e Sitt o = 0 for alla i och B; = 0 for alla j (vilket ger &; = ¢jj).
o Oka enstaka «; och j3; s3 mycket som méjligt (utan att &; blir
negativt).
@ Kan en etta placeras i varje rad och kolumn p& de tilldtna
positionerna? Om ja, stopp.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

L3s dualen.
e Sitt o = 0 for alla i och B; = 0 for alla j (vilket ger &; = ¢jj).
o Oka enstaka «; och j3; s3 mycket som méjligt (utan att &; blir
negativt).
@ Kan en etta placeras i varje rad och kolumn p& de tilldtna
positionerna? Om ja, stopp.

@ Om inte, dndra dualvariablerna i par:
Oka a; och minska (3; s& att inget &j blir negativt.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Los dualen.
e Sitt o = 0 for alla i och B; = 0 for alla j (vilket ger &; = ¢jj).
o Oka enstaka «; och j3; s3 mycket som méjligt (utan att &; blir
negativt).
@ Kan en etta placeras i varje rad och kolumn p& de tilldtna
positionerna? Om ja, stopp.

@ Om inte, dndra dualvariablerna i par:
Oka a; och minska (3; s& att inget &j blir negativt.

Gor detta sa att nya tilldtna positioner, &; = 0, bildas,
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Los dualen.
e Sitt o = 0 for alla i och B; = 0 for alla j (vilket ger &; = ¢jj).
o Oka enstaka «; och j3; s3 mycket som méjligt (utan att &; blir
negativt).
@ Kan en etta placeras i varje rad och kolumn p& de tilldtna
positionerna? Om ja, stopp.
° (_?m inte, andra dualvariablerna i par:
Oka a; och minska (3; s& att inget &j blir negativt.
Gor detta sa att nya tilldtna positioner, &; = 0, bildas,

samtidigt som ¢&; > 0 for alla 7, ;.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Los dualen.
e Sitt o = 0 for alla i och B; = 0 for alla j (vilket ger &; = ¢jj).
o Oka enstaka «; och j3; s3 mycket som méjligt (utan att &; blir
negativt).
@ Kan en etta placeras i varje rad och kolumn p& de tilldtna
positionerna? Om ja, stopp.
° (_?m inte, andra dualvariablerna i par:
Oka a; och minska (3; s& att inget &j blir negativt.
Gor detta sa att nya tilldtna positioner, &; = 0, bildas,

samtidigt som ¢&; > 0 for alla 7, ;.

Upprepa tills tilldten I8sning fas.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Matris av reducerade kostnader, €.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Matris av reducerade kostnader, €.

Stryk alla tilldtna positioner med minsta mojliga antal streck.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 17 /26



Ungerska metoden for tillordningsproblemet
Matris av reducerade kostnader, C.

Stryk alla tilldtna positioner med minsta mojliga antal streck.
Sats

Hogsta antalet ettor som kan placeras ut dr lika med minsta antalet streck
som behdvs.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet
Matris av reducerade kostnader, C.
Stryk alla tilldtna positioner med minsta mojliga antal streck.

Sats

Hogsta antalet ettor som kan placeras ut dr lika med minsta antalet streck
som behdvs.

Oka «; fér ostrukna rader, och minska B; for strukna kolumner.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Matris av reducerade kostnader, C.
Stryk alla tilldtna positioner med minsta mdjliga antal streck.

Sats

Hogsta antalet ettor som kan placeras ut dr lika med minsta antalet streck
som behdvs.

Oka «; fér ostrukna rader, och minska B; for strukna kolumner.

Effekt: Ostrukna element minskas,
enkelt strukna element oforandrade,
dubbelt strukna element okas.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Matris av reducerade kostnader, €.

Stryk alla tilldtna positioner med minsta mdjliga antal streck.

Sats

Hogsta antalet ettor som kan placeras ut dr lika med minsta antalet streck
som behdvs.

Oka «; fér ostrukna rader, och minska B; for strukna kolumner.

Effekt: Ostrukna element minskas,
enkelt strukna element oforandrade,
dubbelt strukna element okas.

¢;j minskas inte for nagon tilldten position.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022 17 /26



Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Matris av reducerade kostnader, C.
Stryk alla tilldtna positioner med minsta mdjliga antal streck.

Sats

Hogsta antalet ettor som kan placeras ut dr lika med minsta antalet streck
som behdvs.

Oka «; fér ostrukna rader, och minska B; for strukna kolumner.

Effekt: Ostrukna element minskas,
enkelt strukna element oforandrade,
dubbelt strukna element okas.

¢;j minskas inte for nagon tilldten position.

Inget & blir negativt.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Matris av reducerade kostnader, C.
Stryk alla tilldtna positioner med minsta mdjliga antal streck.

Sats

Hogsta antalet ettor som kan placeras ut dr lika med minsta antalet streck
som behdvs.

Oka «; fér ostrukna rader, och minska B; for strukna kolumner.

Effekt: Ostrukna element minskas,
enkelt strukna element oforandrade,
dubbelt strukna element okas.

¢;j minskas inte for nagon tilldten position.
Inget & blir negativt.
Minst en ny tilldten position bildas.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

0. Starta med de ursprungliga kostnaderna (o =0, 8 = 0).
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

0. Starta med de ursprungliga kostnaderna (o =0, 8 = 0).

1. Dra bort det minsta elementet i varje rad frén alla elementen i raden

(6ka ).
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

0. Starta med de ursprungliga kostnaderna (o =0, 8 = 0).

1. Dra bort det minsta elementet i varje rad frén alla elementen i raden

(6ka ).

2. Dra bort minsta elementet i varje kolumn fran alla elementen i kolumnen

(6ka ).
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

0. Starta med de ursprungliga kostnaderna (o =0, 8 = 0).

1. Dra bort det minsta elementet i varje rad frén alla elementen i raden
(6ka ).

2. Dra bort minsta elementet i varje kolumn fran alla elementen i kolumnen
(6ka 53).

3. Stryk alla nollor med minsta mgjliga antal streck.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

0. Starta med de ursprungliga kostnaderna (o =0, 8 = 0).

1. Dra bort det minsta elementet i varje rad frén alla elementen i raden
(6ka ).

2. Dra bort minsta elementet i varje kolumn fran alla elementen i kolumnen
(6ka 53).

3. Stryk alla nollor med minsta mgjliga antal streck.

Om antalet streck &r lika med n, finn tilldten l6sning, och sluta.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet

0. Starta med de ursprungliga kostnaderna (o =0, 8 = 0).

1. Dra bort det minsta elementet i varje rad frén alla elementen i raden
(6ka ).

2. Dra bort minsta elementet i varje kolumn fran alla elementen i kolumnen
(6ka 53).

3. Stryk alla nollor med minsta mgjliga antal streck.

Om antalet streck &r lika med n, finn tilldten l6sning, och sluta.

4. Dra bort minsta ostrukna element fran alla ostrukna element och addera
till alla dubbelt strukna element. (Oka «; for ostrukna rader, och minska f;
for strukna kolumner.) Ga till 3.
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Ungerska metoden: Exempel

CU:C,'J'—Oz,'—Bj

o o o olgQ

Sl N O W
Ol W oo K
=N NI ST N )
Ol W 9 W

B

Starta med « och S noll.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

o o o olQ

=RV N O R RV
S0 W oo K
SO N WP
O W 0 W

B

Finn minsta element i rad 1.
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Ungerska metoden: Exempel

C;_,':C,'J'—Oz,'—Bj

o o o g

S| N3 =
S |0 W o0 I
SO N U O
S| W 9 W

B

Oka a1 sa mycket, vilket minskar rad 1.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

S o o N

Sl WD NN =
S |0 W o0 N
S| NN U O
SN W 9 W

B

Finn minsta element i rad 2.
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Ungerska metoden: Exempel

C;_,':C,'J'—Oz,'—Bj

S O W Y

Sl NN =
S0 W W N
SO NN O O
O W D W

B

Oka ap sa mycket, vilket minskar rad 2.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

S O w MY

S WD o N =
S 0 W W N
S |I\C D O O
O W N W

B

Finn minsta element i rad 3.
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Ungerska metoden: Exempel

6;_,':C,'J'—Oz,'—[3j

S N L R

S|l O N =
S |0 = W N
S|l O O O
S| = N W

B

Oka a3 sa mycket, vilket minskar rad 3.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

=3 SRRV SR

S L O N =
S |0 = W N
SO0 O O O
S|l = N W

B

Finna minsta element i rad 4.
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Ungerska metoden: Exempel

C;_,':C,'J'—Oz,'—Bj

T SRRV I R

SIS O N =
S| W = W N
S|l O O O
SN = D W

B

Oka s sa mycket, vilket minskar rad 4.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

TN SRRV I SR )

SO O N
S |W = W N
S |k~ O O O
SN = D W

B

Finn minsta element i kolumn 1. Blev noll.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

TN SRRV I SR )

SO O N =
S| W = W N
S |k~ O O O
SN = D W

B

Finn minsta element i kolumn 2.
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Ungerska metoden: Exempel

C;_,':C,'J'—Oz,'—Bj

T SRRV I R

S| O N =
— N O N
S|k~ O O O
SN = o W

B

Oka /3> sa mycket, vilket minskar kolumn 2.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

TN SRRV I SR )

S| O =
_— N O N
S|k O O O
SN = N W

B

Finn minsta element i kolumn 3. Blev noll.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

TN SRRV I SR )

S| O =
_— N O N
S|k, O O O
SN = N W

B

Finn minsta element i kolumn 4.
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Ungerska metoden: Exempel

C;_,':C,'J'—Oz,'—Bj

T SRRV I R

S| O N =
— N O N
S|k~ O O O
—_— O =N

B

Oka /34 sa mycket, vilket minskar kolumn 4.
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Ungerska metoden: Exempel

6U:C,'J'—Oz,'—5j

S —

=
-/

P —~
VI SRRV I SR

—p P o =

S|P P o

O
[ Y

B

Stryk alla nollor. Stryk rad 3 och 4 samt kolumn 3. Tre streck.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

K —

=
N =

P —~ N
U N SRRV I SR )

S| P D o =
_—Np D N =

O
[ N

B

Minsta ostrukna element ar 1.
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Ungerska metoden: Exempel
6;_,' =Cj— o — Bj

o
2+1=3
5+1=6

S —

P = B

=
-/

—H=
[ Y
()]

S| TP P o =
—p P DN

-11

B

Oka o for ostrukna rader, minska 3 for strukna kolumner.
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Ungerska metoden: Exempel
6,'] = C,'j — Qj — Bj

o
2+1=3
5+1=6

P O =

3
[ N
()

—p P = O

S|P P = O

B

Alla ostrukna element minskas och dubbelt strukna okas.
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Ungerska metoden: Exempel

C;_,':C,'J'—Oz,'—ﬁj

wn = O O
LN NN N WR

oo O = O
—_ N O = O
—_—_— O OO =

-1

B

Nu gar det inte att stryka alla nollor med firre dn 4 streck.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

S~ O
==
oS o =

n NN W R

© 251
Bl 0o 1 -11

Finn ensam nolla i rad eller kolumn.
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Ungerska metoden: Exempel

C;_,':C,'J'—Oz,'—Bj

S~ O
==
S O =

n oo W(R

© 2 51
BlO 1 -11

Satt x = 1 dar. Inga fler nollor i denna rad och kolumn.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 30 augusti 2022

19/26



Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

© o0t
00
1 0
© 251
BloO 1 -11

n NN W R

Finn ensam nolla i rad eller kolumn.
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Ungerska metoden: Exempel

CU:C,'J'—Oz,'—Bj

© ot
00
1 0
© 2 51
BlO 1 -11

n oo W(R

Satt x = 1 dar. Inga fler nollor i denna rad och kolumn.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

© o0t

0 0
+©

© 251
BloO 1 -11

n NN W R

Finn ensam nolla i rad eller kolumn.
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Ungerska metoden: Exempel

CU:C,'J'—Oz,'—Bj

© ot

0 0
+ O

© 2 51
BlO 1 -11

n oo W(R

Satt x = 1 dar. Inga fler nollor i denna rad och kolumn.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

© o0t
© 0
+©

© 251
BloO 1 -11

n NN W R

Till slut &terstar bara en nolla.
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

© 01 3

$©¢6

1+ ) 2
© 2515
Blo 1 -11

Satt x = 1 dar.
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Ungerska metoden: Exempel

CU:C,'J'—Oz,'—Bj

n oo W(R

B
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Ungerska metoden: Exempel

&j = cj —ai — [

Satt x = 1 dar.
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Ungerska metoden: Exempel

CU:C,'J'—Oz,'—Bj

— o O O

S = O O

S O O
S o = O

Nu har vi x-I6sningen.
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Ungerska metoden: Exempel

Optimalldsning: x =

= O O O
O O O
O O = O
o = O O
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Ungerska metoden: Exempel

Optimalldsning: x =

= O O O
o O O

o = O
o = O O

Person 1 gor uppgift 2, person 2 gor uppgift 3, person 3 gor uppgift 4,
person 4 gor uppgift 1.
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Ungerska metoden: Exempel

Optimalldsning: x =

= O O O
o O O

o = O
o = OO

Person 1 gor uppgift 2, person 2 gor uppgift 3, person 3 gor uppgift 4,
person 4 gor uppgift 1.

Total kostnad: 17
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Ungerska metoden: Exempel

Optimalldsning: x =

= O O O
o O O
O O = O
O = O O

Person 1 gor uppgift 2, person 2 gor uppgift 3, person 3 gor uppgift 4,
person 4 gor uppgift 1.

Total kostnad: 17

Duallésning:
a=(3,6,2,5)
ﬁ = (05 15 _15 1)
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Ungerska metoden: Exempel

Optimalldsning: x =

= O O O
o O O
O O = O
O = O O

Person 1 gor uppgift 2, person 2 gor uppgift 3, person 3 gor uppgift 4,
person 4 gor uppgift 1.

Total kostnad: 17

Duallésning:
a=(3,6,2,5)
ﬁ = (05 15 _15 1)

n n
Kolla garna starka dualsatsen: v = Z ;i + Z B;
i=1 j=1
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Ungerska metoden: Exempel

Optimalldsning: x =

= O O O
o O O

o = O
o = OO

Person 1 gor uppgift 2, person 2 gér uppgift 3, person 3 gor uppgift 4,
person 4 gor uppgift 1.

Total kostnad: 17

Dualldsning:
a=(3,6,2,5)
ﬁ = (05 15 _15 1)

n n
Kolla gdrna starka dualsatsen: v = g ai + E B;
i=1 j=1
Summan av dualvarialerna ska vara lika med totala kostnaden.
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Vineopt

X o VINEOPT. Visual Network Optimization ONSE]

File Optimization Wisualization Changes Check Selection Sets Help

Butten-1 drag: Moves node (in move mode). Button-2 drag: Move whole graph. Button 3: Change menu.
VINEOPT Student version

[VINEOPT does not have Undo. Save often [ INo parallel links
‘Move node | ‘x 14.0,y:67.0

‘Leﬂ butten marks nede. Hold down and drag to move noede.

‘Lmearmm cost flow problem. |
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Vineopt

X VINEOPT: Visual Netwerk Optimization [CXENS)

File Optimization Visualization Changes Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (in move made). Button-2 crag: Move whole graph. Bution 3: Change menu
VINEOPT Student version

I INo parallel links
'Add node Nodes: 4. Links: 0 [x:4.0,y:49.0
[Press left button to add node at cursor. Added node 4.

Linear min cost flow problem. Problem changed and not saved [

Kaj Holmberg (Li ‘AOP88 Optimeri




Vineopt

X o VINEOPT: Visual Network Optimization we

File Optimization Visualzation Changes Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (in move mode). Button-2 drag: Move whole graph. Button 3; Ghange menu
VINEOPT Student version

X Link data [ORSEE)
Start nede: 2 End node: 4

Cost: 0

Capacity: 99999999

Lower bound: |0

Save

I I [No parallel links
Add link Nodes: 4. Links: 2 [x:5.0,y:58.0
[Press left button to mark starting node. Press left button a second time to mark ending node. Added link (2,4)

[Linear min cost flow problem. Problem changed and not saved |

Kaj Holmberg (Li ‘AOP88 Optimeri



Vineopt

X VINEOPT: Visual Network Optimization Yo

File Optimization \isualization Changes Check Selection Sets Help

Butten-1 drag: Moves node (in meve modle). Button-2 crag: Move whle graph. Button 3 Change menu. Total cost: 55381
VINEQPT Student ygygion
(5)

‘ | ‘ ‘Nn parallel links
‘Add link Problem: examplel. ‘N:des: 8. Links: 20. ‘x: 355.84,y:688.3
‘Fress left button to mark starting node. Press |eft button a second time to mark ending node. Added link (2,4).
[Linear min cost flow problem. Starting node: 0. Ending node: 7. [
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Vineopt

X o VINEOPT: Visual Network Optimization © e
File Optimization Visualization Changes Check Selection Sets Help
Button-1 crag: Moves nads (in move mode). Button-2 drag: Move whole graph. Button 3 Ghange menu Total cost: 55381
VINEOPT Student ugigion o — o
Total cost: 55381 =
Link @: (0,1): Cost: 835, Lowb: 10, Cap: 60, Flow: 10
Link 1: Cost: 3685, Lowb: 0, Cap: SO
Link 2; Cost: 2585, Lowb: O, Cap: 600
Link 3: : Cost: 2495, Lowb: 0, Cap: 600
Link 4: : Cost: 2865, Lowb: O, Cap: 500
Link 5; 5): Cost: 2455, Lowb: O, Cap: 600
Link 6: Cost: 1365, Lowb: O, Cap: 500, Flow: S
Link 7: Cost: 543, Lowb: 2, Cap: 939, Flow: 7
Link 8: Cost: 2585, Lowb: O, Cap: 600, Flow: 2
Link 9: : Cost: 4140, Lowb: 0, Cap: 100, Flow: 3
Link 10: Cost: 2545, Lowb: 0. Cap: 300, Flow: 3
Link 11: + Cost: 3795, Lowb: O, Cap: 600
Link 12; : Cost: 960, Lowb: 3, Cap: 600, Flow: 3
Link 13; Cost: 217, Lowb: 8, Cap 9
Link 14: + Cost: 2340, Lowb: O, Cap: 600
Link 15: i+ Cost: 1420, Lowb: 5, Cap: 1008, Flow: 5
Link 16: + Cost: 3775, Lowb: @, Cap: 600
Link 17: ¢ Cost: 3040, Lowb: O, Cap: 200
Link 18: 0): Cost: 160, Lowb: 0, Cap: 39, Flow: 10
Link 19: + Cost: 100, Lowb: O, Cap: 99

INo parallel links

|add1ink Problem: examplet

[Nodes: 8. Links: 20

[x:38048, y: 123,87

|Prass left button to mark starting node. Press left button a second time to mark ending node. Added link (2,4)

|Linear min cost flow problem. Starting node: 0. Ending node: 7.
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Vineopt

XQ VINEOPT: Visual Network Optimization De®
Elle Optimization Visualzation Changes Check Selection Sets Help
Button-1 crag: Moves node (in move mede). Button-2 drag: Move whole graph. Bution 3: Change menu. Total cost: 55381
VINEOPT Student uesgion
) e Current da
Total cost: 55381
Node prices:
Node: 0. Node price: 0,
Node: 1. Node price: -643.0
Node: 2, Node price: -3228.0,
Node: 4. Node price: -2645.0
Node: 5. Node price: 912.0
Node: 3. Node price: 722.0.
Node: 6. Node price: -100.0
Node: 7. Node price: 622.0

NG parallel links

Add link Problem: examplel. ‘Nodes:& Links: 20.

[x:527.22,y: 57.84

‘Press left button to mark starting node. Press left button a second time to mark ending node. Added link (2,4).

‘Lmear min cost flow problem. Starting node: 0. Ending node: 7.
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