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Olinjar optimering med bivillkor
min  f(x)
dd  gi(x) <O0forallai

Specialfall:

e Konvext problem.

e Linjdra bivillkor: Ax < b.

e Linjara likhetsbivillkor: Ax = b.

e Inga bivillkor: Hanterat tidigare.

Metodprinciper:

o KKT-villkoren (p& vissa problem)
o Aktiva mangder

o Sokmetoder

o Straffunktioner

o Lagrangerelaxation
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Olinjar optimering med bivillkor: KKT
min f(x) da gi(x) <0 for alla i

Vilka problem kan man l6sa med KKT-villkoren?

Antag att bdde x och u ar okédnda.

KKT1: gi(x) <0 for alla i.

KKT2: ujgi(x) =0 for alla .
m

KKT3: Vf(x) + Z uiVgi(x) = 0.
i=1

KKT4: u; > 0 for alla /.

KKT1 kan vara kréngliga.

KKT?2 &r sdkert olinjara.

KKT3 &r troligen olinjara, och kan ofta inte |6sas.
KKT4 &r |att, om vi kommer dit.
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Olinjar optimering med linjara likhetsbivillkor: KKT

minf(x) dd Ax=0»b
Antag att bade x och u &r okidnda.

KKT1: Ax = b. Linjart.

KKT2: Behovs ej.

KKT3: Vf(x) + ATu=0. Vf(x) kanske olinjar.
KKT4: Behovs ej.

Nar blir KKT3 linjar? D& f(x) ar kvadratisk.
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel
Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel
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da 2x1 + xo = 7
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel
Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
min  f(x) = X12 +X22 — X1Xp — 2X1 — Xo

da 2x1 + xo = 7
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel

Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:

min f(x) = X12 +x§ — X1Xp — 2X1 — Xo
da 2x1 + xo = 7
_ 2x1 — Xp — 2
VH(x) = ( —x1+2x —1 )
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel
Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
min f(x) = X12 +x§ — X1Xp — 2X1 — Xo
da 2x1 + x = 7

vito=( am 1) vee=(7)
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel
Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
min f(x) = X12 +x§ — X1Xp — 2X1 — Xo
da 2x1 + x = 7

_ 2x1 — Xp — 2 (2
Vi) = ( —x1+2x — 1 ) Ve(x) = ( 1 )

) 2x1 —xp — 2 2\ (0
aers (22 e(T)= (o)
Linjart ekvationssystem (KKT3 + bivillkoren):

2 — Xxo 4+ 2u = 2
—X1 + 2X2 + u = 1
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel
Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
min f(x) = X12 -|—x22 — X1Xp — 2X1 — Xo
da 2x1 + x = 7

vito=( am 1) vee=(7)

) 2x1 — Xp — 2 2 o 0
KKT3: < _X1+2X2_1>+u(1)—<0>

Linjart ekvationssystem (KKT3 + bivillkoren):

2 — Xxo 4+ 2u = 2
—x1 + 2% + u =1
2x1 +  x =7

Losning: x1 = 2.5, xo = 2, u = —0.5.
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel
Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
min f(x) = X2+ x3 — x1x0 — 2x1 — X2
da 2x1 + x = 7

vie)=(_ronth) veea=(7)

) 2x1 — Xp — 2 2 o 0
KKT3: < _X1+2X2_1>+u(1)—<0>

Linjart ekvationssystem (KKT3 + bivillkoren):

2x1 — X0 + 2u = 2
—x1 + 2% + u =1
2x1 + X2 =7

Losning: x1 = 2.5, xo = 2, u = —0.5.

(Det gor inget att u < 0, ty likhetsbivillkor.)
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Nar KKT fungerar som metod: Exempel
Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
min f(x) = X2+ x3 — x1x0 — 2x1 — X2
da 2x1 + xo = 7
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Nar KKT fungerar som metod
Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:

min  f(x) = ixTQx + cTx
dd Ax=0b
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Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
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(Q &r positivt semidefinit om f(x) ar konvex.)
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dd Ax=0b
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Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:

min  f(x) = ixTQx + cTx
dd Ax=0b

(Q &r positivt semidefinit om f(x) ar konvex.)
Vi har Vf(x) = Qx + c. KKT-villkoren (dvs. KKT3 och KKT1) blir

Qx + ATu = —¢
Ax = b

Detta linjira ekvationssystem kan losas dven om bade x och u ar okinda.
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Nar KKT fungerar som metod

Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:

min  f(x) = ixTQx + cTx
dd Ax=0b

(Q &r positivt semidefinit om f(x) ar konvex.)
Vi har Vf(x) = Qx + c. KKT-villkoren (dvs. KKT3 och KKT1) blir

Qx + Alu = —c¢
Ax = b

Detta linjira ekvationssystem kan lésas dven om bade x och u ar okinda.
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Nar KKT fungerar som metod

Linjara likhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:

min  f(x) = ixTQx + cTx
dd Ax=0b

(Q &r positivt semidefinit om f(x) ar konvex.)
Vi har Vf(x) = Qx + c. KKT-villkoren (dvs. KKT3 och KKT1) blir

Qx + Alu = —c¢
Ax = b

Detta linjira ekvationssystem kan lésas dven om bade x och u ar okinda.
Konvexiteten ger att KKT-punkten ar globalt optimum.

Tecknet p& u spelar ingen roll.
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KKT som metod?

Linjara olikhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:

min  f(x) = %XTQX-l- c’x
dd Ax<b
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min  f(x) = %XTQX-l- c’x
dd Ax<b
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KKT2: u (Ax — b) =0
KKT3: Qx+c+ATu=0
KKT4: u>0
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KKT som metod?

Linjara olikhetsbivillkor och konvex kvadratisk malfunktion:
min  f(x) = %XTQX +cTx
dd Ax<b

KKT-villkoren:

KKT1: Ax < b

KKT2: u (Ax — b) =0
KKT3: Qx+c+ATu=0
KKT4: u>0

KKT3 ger ett linjart ekvationssystem.
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KKT som metod?
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KKT-villkoren:

KKT1: Ax < b

KKT2: u (Ax — b) =0
KKT3: Qx+c+ATu=0
KKT4: u>0

KKT3 ger ett linjart ekvationssystem. Men KKT2 &r olinjart.
Vi har alltsa linjara ekvationer, linjara olikheter och komplementaritet.

Om vi visste vilka bivillkor som ska vara aktiva: Satt dem som
likhetsbivillkor och strunta i de andra, och 16s som féregdende fall.

Men hur kan man f& reda p3 det?

Inte effektivt att rdkna upp alla kombinationer av aktiva bivillkor!
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Aktiva mangder
Vilka linjara olikhetsbivillkor ar aktiva?

Man arbetar med/uppdaterar en aktiv mangd av bivillkor.
(Likhetsvillkor ar alltid aktiva.)

(Jamfor simplexmetoden - basldsningar.)

Fér olinjar optimering vet man inte hur manga bivillkor som ar aktiva.
Det kanvara 0, 1, 2, ...

| en iterationspunkt x(K) delar vi upp bivillkoren i aktiva och inaktiva:
Alx(k) = b; och A2X(k) < by.

For att hitta en tillaten riktning i x(K) ricker det med att ta hansyn till de
aktiva bivillkoren A1x < by.

Likasa for att bevisa optimalitet (for konvext problem).
Men man maste ha en metod for att uppdatera aktiva mangden.
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@ Generell s6kmetod:

© Finn en tilldten startpunkt, x(K) e X. Satt k=1.
@ Berikna en tilldten sokriktning, dk),
© Berikna en tillaten stegliangd, t(¥), med linjesckning.
xK) 4 (K (k) € X ger en vre grins pa t.
Q Sitt x(k+1) = x(K) 4 (N gk S5tt k = k + 1 och g4 till 2.

@ Zoutendijks metod: Finn b3sta riktningen med avseende p& de
aktiva bivillkoren genom att |6sa ett LP.

@ Frank-Wolfemetoden: Finn sokriktning genom att linjarisera
malfunktionen och [6sa ett LP med alla bivillkor.

o Gradientprojektionsmetoden: Projicera gradienten pé de aktiva
bivillkoren. L&s ej LP.
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Repetition och grundidé

Leta efter en tilldten forbattringsriktning.

Garna den mest lovande.

Allts&: Fran punkten X, finn en riktning d som goér att x = X + td ar
tilldten och battre nar t blir stérre dn noll.

—Vf(x) pekar i den riktning dar funktionen f(x) minskar snabbast.
Alla riktningar d med Vf(x)"d < 0 ir avtaganderiktningar.

Vgi(x) ar den mest férbjudna riktningen (utatriktade normalen) till
bivillkoret gj(x) < 0.

Alla riktningar d med Vgi(x)"d > 0 &r forbjudna.

Finn en riktning d med V£(x)"d < 0 och Vg;(x)"d < 0 for alla aktiva
bivillkor.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
min f(x)= X + 2x3

da x1 + x > 1
X1 Z 0
x > 0
sz
1
1 Xy
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min f(x)= X + 2x3

da xx + x > 1
X1 Z 0
x > 0
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da x1 + x > 1
X1 Z 0
x > 0

Starta i punkten X; = 1, X% = 0. Den ar tillaten.

X

A
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
min f(x)= X + 2x3

da xx + x > 1
X1 Z 0
x > 0

Starta i punkten X; = 1, X% = 0. Den ar tillaten.

X

A

1

-

1 X

Vi(x) = ( ‘212 ) V(%) = ( g ) Basta riktningen d = ( _g )

Men den 3r inte tillaten.
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Finns det ndgon tilldten forbattringsriktning? Leta metodiskt.

For det forsta maste riktningen vara tillaten.

Vilka bivillkor &r aktiva? (Strunta temporart i icke aktiva bivillkor.)

| punkten X1 = 1, % = 0 &r bivillkoret x; + x> > 1 aktivt, x; > 0 inte aktivt
och xo > 0 aktivt.

Om vi skriver bivillkoren som gi(x) < 0, s8 ar riktningen d tilldten om
Vg,-(x)Td <0.

Skriv gi(x) = —x1 —x +1<0, gx)=-—x1 <0, g3(x)=—x <0.

Gradienter: Vau(x) = (1 ). Vet = (3 ). Vet = (9).

Vgl(x)Td < 0 ger —di —dr <0 (CIVS. di +dy > 0).
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| punkten X1 = 1, % = 0 &r bivillkoret x; + x> > 1 aktivt, x; > 0 inte aktivt
och xo > 0 aktivt.

Om vi skriver bivillkoren som gi(x) < 0, s8 ar riktningen d tilldten om
Vg,-(x)Td <0.

Skriv gi(x) = —x1 —x +1<0, gx)=-—x1 <0, g3(x)=—x <0.

Gradienter: Vau(x) = (1 ). Vet = (3 ). Vet = (9).

Vgl(x)Td < 0 ger —di —dr <0 (CIVS. di +dy > 0).
Vg3(x)Td < 0 ger —d>» < 0 (dvs. d» > 0).
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Ett annat satt att komma fram till samma sak:
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Ett annat satt att komma fram till samma sak:
Nya punkten blir x; = 1 + td; och xo = tds.

Satt in i de aktiva bivillkoren: x; +xp = 1+ td; + tdp = 1+ t(d1 + d2) > 1,
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Ett annat satt att komma fram till samma sak:
Nya punkten blir x; = 1 + td; och xo = tds.

Satt in i de aktiva bivillkoren: x; +xp = 1+ td; + tdp = 1+ t(d1 + d2) > 1,
vilket ger t(dy + dz2) > 0, s8 t kan bli positivt bara om d; + d» > 0.

P& samma satt: xo = tdr > 0 ger d» > 0.

Alltsd: x; + x> > 1 ger di + dbr > 0 och xo > 0 ger d» > 0.

Monster: Satt in d istallet for x i bivillkoret, och dndra hogerledet till noll.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Riktningen d ger forbittring om V£ (X)"d < 0.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
Riktningen d ger forbattring om V£ (%)7d < 0.

Vi har V£(X) = < g > sa VF(%)Td <0 ger 2d; < 0.

For att fa basta riktningen kan vi finna d som minimerar V£(%)7d,

dvs. minimerar 2d;.

En bra riktningsvektor ger dubbelt s& bra malfunktionsvirde om vektorn
gors dubbelt s& lang.
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For att fa basta riktningen kan vi finna d som minimerar V£(%)7d,

dvs. minimerar 2d;.

En bra riktningsvektor ger dubbelt s& bra malfunktionsvirde om vektorn
gors dubbelt s3 lang.

Poidnglést, ty det &r ju samma riktning.

Langden pa riktningsvektorn 3r ointressant. Begransa lingden av d:

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 15 / 54



Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
Riktningen d ger forbattring om V£ (%)7d < 0.

Vi har VF(%) = < g

>, s& VF(%x)Td < 0 ger 2d; < 0.

For att fa basta riktningen kan vi finna d som minimerar V£(%)7d,

dvs. minimerar 2d;.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
Satt samman till ett LP-problem:

min z=  2d; (basta forbattringsriktningen)
da di +dr >0 (ty bivillkor 1 var aktivt)
d» > 0 (ty bivillkor 3 var aktivt)
-1<d <1
-1<d <1
N
i
1 X
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min z=  2d; (basta forbattringsriktningen)
da di +dr >0 (ty bivillkor 1 var aktivt)
d» > 0 (ty bivillkor 3 var aktivt)
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Lds LP-problemet. LP-optimum: di = —1, db = 1.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Satt samman till ett LP-problem:

min z=  2d; (basta forbattringsriktningen)
da di +dr >0 (ty bivillkor 1 var aktivt)
d» > 0 (ty bivillkor 3 var aktivt)
-1<d <1
1< <1

Xy

—
>

! %
Lds LP-problemet. LP-optimum: di = —1, db = 1.
Om z < 0 s& &r detta en avtaganderiktning.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
Satt samman till ett LP-problem:

min z=  2d; (basta forbattringsriktningen)
da di+d> >0 (ty bivillkor 1 var aktivt)
d» > 0 (ty bivillkor 3 var aktivt)
-1<d <1
1< <1

Xy

—
>

AN

Lds LP-problemet. LP-optimum: di = —1, db = 1.
Om z < 0 s& &r detta en avtaganderiktning. Har z = —2. OK.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Xy

1 X

En battre punkt f&s av x; =1 — t, xo = t.
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En battre punkt f&s av x; =1 — t, xo = t.

Icke aktiva bivillkor ger begransning pa steglangden.
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Xy
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Xy

1 X

En battre punkt f&s av x; =1 — t, xo = t.

Icke aktiva bivillkor ger begransning pa steglangden.
x1 >0gerl—t>0 dvs. t < tmax = 1.

Linjesdkning: Insittning i f(x) ger ¢(t) = (1 — t)? +2t% = 3t — 2t + 1.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Xy

1 X

En battre punkt f&s av x; =1 — t, xo = t.

Icke aktiva bivillkor ger begransning pa steglangden.
x1 >0gerl—t>0 dvs. t < tmax = 1.

Linjesdkning: Insittning i f(x) ger ¢(t) = (1 — t)? +2t% = 3t — 2t + 1.
Denna funktion har minimum fér t = 1/3 (som ar < tyax),
sd vi far x; =2/3, xo = 1/3.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Nu stér vi i punkten X, = 2/3, % = 1/3.

X3

A

1
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Nu stdr vi i punkten %, = 2/3, % =1/3.

X

A

1

V(%) = ( ;‘g )
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Nu stdr vi i punkten %, = 2/3, % =1/3.

X

A

1

-

1 X

VF(x) = ( ig ) s& VA(X)Td = 4/3d, +4/3d>.
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Nu stdr vi i punkten %, = 2/3, % =1/3.

X

A
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1 X

VF(x) = ( jg ) s& VA(X)Td = 4/3d, +4/3d>.

Bara bivillkoret x; + xo > 1 ar aktivt:
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel

Nu stdr vi i punkten %, = 2/3, % =1/3.

X

A

1

-

1 X

VF(x) = ( jg ) s& VA(X)Td = 4/3d, +4/3d>.

Bara bivillkoret x; + x» > 1 ar aktivt: di + db > 0.
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
min z= 4/3d1+4/3d,
da di+dr>0
—1<d; <1
-1<dh <1

X
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
min z= 4/3d1+4/3d»
da di+dr>0
-1<d1 <1
-1<d <1

X

Los LP-problemet.
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Olinjar optimering med
min z= 4/3d1+4/3d»
da di+dr>0
1<d <1

-1<d <1

X

bivillkor: Exempel

-

1

Xy

Los LP-problemet. LP-optimum: d; =0, do =0 (eller d; =1, dh = -1

eller dl = —1, d2 = 1).
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Olinjar optimering med bivillkor: Exempel
min z= 4/3d1+4/3d»
da di+dr>0
-1<d1 <1
-1<d <1

X

-

1 X

Los LP-problemet. LP-optimum: d; =0, do =0 (eller d; =1, dh = -1
eller dl = -1, d2 = 1).

z = 0 (for alla optldsningar) sa vi fick ingen avtaganderiktning.

Alltsd &r nuvarande punkt, x; = 2/3, xo = 1/3, optimal.
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Sckmetod: Zoutendijks metod, summering

| Zoutendijks metod for tillstna riktningar berdknas sokriktningen, d, med
hansyn tagen till enbart de aktiva bivillkoren.
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Sékmetod: Zoutendijks metod, summering

| Zoutendijks metod for tillstna riktningar berdknas sokriktningen, d, med
hansyn tagen till enbart de aktiva bivillkoren.

Vansterleden for de aktiva bivillkoren far inte okas alls, A;d < 0.

Som malfunktion anvands gradienten, Vf(x(k)).

Genom att minimera V£ (x(K))7d fas en avtaganderiktning.
Vi begransar langden av d genom att krdva —1 < d; <1 for alla j.

Den aktuella iterationspunkten dr en KKT-punkt om och endast om z =0
(t.ex. d = 0) &r optimalt.

Man berdknar en stdrsta steglangd, tmax, S8 att inget av de inaktiva
bivillkoren Sverskrids, Ag(x(k) + td) < by.
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Sékmetod: Zoutendijks metod

Zoutendijks metod:
@ Finn en tilldten startpunkt, x(1) Sitt k= 1.
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@ Finn en tilldten startpunkt, x(1) Sitt k= 1.
@ Berikna c = VAf(x(k)), bestam de aktiva bivillkoren A;x < by, och
finn optimum d till LP-problemet

mnz=c'dd3d Ajd <0,-1<d<1.
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Zoutendijks metod:
@ Finn en tilldten startpunkt, x(1) Sitt k= 1.
@ Berikna c = VAf(x(k)), bestam de aktiva bivillkoren A;x < by, och
finn optimum d till LP-problemet
mnz=c'dd3d Ajd <0,-1<d<1.
© Om z = 0 stopp: x(k) 3r en KKT-punkt.
@ Berdkna maximal steglangd, tmnax, i de inaktiva bivillkoren.

@ Finn (A ur 0<m<in o(t) = F(x*) + td) med hjilp av linjesckning.
St<tmax

@ Sitt x(k+1) = x(k) 4 (kg
@ Sitt k = k+ 1 och ga till 2.
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Zoutendijks metod: Exempel

min  f(x) = —4x; + 0.1x% — 3x2 + 0.2x3
da 2x1 + 3x < 30 (1)
X1 < 6 (2)

6x1 + 4xo < 50 (3)

X1 Z 0 (4)

x > 0 (5
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Zoutendijks metod: Exempel

min f(x) = —4x; +0.1x¥ — 3xo + 0.2x3
da 2x1 + 3x < 30 (1)
X1 < 6 (2)
6x; + 4x < 50 (3)
X1 Z 0 (4)
x > 0 (5
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Zoutendijks metod: Exempel

Vi har VF(x) = ( —4+0.2q )

-3+ 0.4x
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Zoutendijks metod: Exempel

Vi har VF(x) = < :gigig >

Starta i x(1) = (0,0), vilket ger ¢ = Vf(x(1)) = < :;
Aktiva bivillkor ar bara x; > 0 och x» > 0.

Det riktningsfinnande LP-problemet blir
min z = —4d; — 3d
da di,db > 0
-1<d,db< 1
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Zoutendijks metod: Exempel

minz =—4dy —3d> dd d1,drb >0, -1 < dy,dr <1

X2

N
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Zoutendijks metod: Exempel

minz =—4dy —3d> dd d1,drb >0, -1 < dy,dr <1

X2
3
. 3)
()
“ ) (1)
DA ‘ X1
LT 5) ‘

Losning dy = 1,db = 1.
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Zoutendijks metod: Exempel
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2)
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Losning dp = 1,d, = 1. z = —7, s8 vi har en bra avtaganderiktning.
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Zoutendijks metod: Exempel

minz = —4d; —3d> dd dy,d» >0, -1 < dy,dr <1

X2
3

. 3)

2)

“ (1)

DA ‘ X1
LT 5) ‘

Losning dp = 1,d, = 1. z = —7, s8 vi har en bra avtaganderiktning.
Detta ger x(?) = (¢, t).

Kontroll av inaktiva bivillkor ger t,ax = 5.
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Zoutendijks metod: Exempel
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Zoutendijks metod: Exempel

@)

&)

fﬁ ‘ | X1
LT ] 5) ‘ SN

Insittning i f(x) ger ¢(t) = —7t + 0.3t2.
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Zoutendijks metod: Exempel
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| X1

Bl ) | AN

Insattning i f(x) ger ¢(t) = —7t + 0.3t2.
Denna funktion har minimum for t &~ 11, sa vi far t() = t,,., = 5.
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Zoutendijks metod: Exempel

@)

&)

el ‘ X1
LT ] 5) | SN
Insattning i f(x) ger ¢(t) = —7t + 0.3t2.
Denna funktion har minimum for t &~ 11, sa vi far t() = t,,., = 5.
Detta ger x(?) = (5,5).
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Zoutendijks metod: Exempel

x(®) = (5,5) ger c = VF(x(?)) = ( ::1% )
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Zoutendijks metod: Exempel

x?) = (5,5) ger c = Vf(x®?) = ( :i’ )

X2
3
~ 3)
)
“ (1)
‘ X1
&) S
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Zoutendijks metod: Exempel

x(2) = (5,5) ger c = Vf(x(z)) = ( ::;’ )

X2
3
~ 3)
)
“ (1
‘ | X1
&) ‘ S

Nu ar 6x1 + 4x, < 50 det enda aktiva bivillkoret.
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Zoutendijks metod: Exempel

Det riktningsfinnande LP-problemet blir nu

min z= -3di—d>
da 6di +4d, < 0
-1<d,db <1
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Zoutendijks metod: Exempel

Det riktningsfinnande LP-problemet blir nu
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da 6di +4d, < 0
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Zoutendijks metod: Exempel
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Zoutendijks metod: Exempel

Losningen blir dy =2/3,dy = —1. z = —1, s8 vi har en avtaganderiktning.
Detta ger x®) = (5 +2/3t,5 — t).

Kontroll av inaktiva bivillkor ger tpyax = 3/2.
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Zoutendijks metod: Exempel

Losningen blir dy =2/3,dy = —1. z = —1, s8 vi har en avtaganderiktning.
Detta ger x®) = (5 +2/3t,5 — t).

Kontroll av inaktiva bivillkor ger tpyax = 3/2.

Insattning i f(x) ger ¢(t) = —27.5 — t + 0.2444¢2,

Denna funktion har minimum fér t ~ 2, sa vi far t®) = ¢, = 3/2.

Detta ger x3) = (6,3.5).
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Zoutendijks metod: Exempel

x3) = (6,3.5) ger c = VF(x3) = ( jg )
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Zoutendijks metod: Exempel

x3) = (6,3.5) ger c = VF(x3) = ( —28 )

~1.6
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Zoutendijks metod: Exempel

x3) = (6,3.5) ger c = VF(x3) = ( —28 )

—1.6
9}
3
\ 3)
2)
4 (1)
‘ | X1
5) | AN

Nu ar bivillkoren x; < 6 och 6x; + 4x> < 50 aktiva.
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Zoutendijks metod: Exempel

Det riktningsfinnande LP-problemet blir nu
min z= -2.8d; —1.6d>

da d < 0
6d; +4d, < 0
-1<d,db <1
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Zoutendijks metod: Exempel

Det riktningsfinnande LP-problemet blir nu
min z= -2.8d; —1.6d>

da d < 0
6d; +4d, < 0
-1<di,dr < 1
X2
3
N 3)
2)
(4 (1
; | X1
6) | S
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Zoutendijks metod: Exempel

Nu blir [6sningen d; = 0,d> = 0, med z = 0.
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Zoutendijks metod: Exempel

Nu blir [6sningen d; = 0,d> = 0, med z = 0.

Vi har alltsd optimum i punkten x = (6, 3.5).
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Zoutendijks metod: Sammanfattning

Man |Gser ett LP-problem i varje iteration.
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Zoutendijks metod: Sammanfattning

Man I8ser ett LP-problem i varje iteration. (grafiskt)
Man gor en linjesokning i varje iteration. (enkelt studium av funktionen)
Punktsekvensen féljer inte kanten (som simplexmetoden)

utan gar in i omradet om det verkar bast.

Det blir konstigt om inga bivillkor &r aktiva i optimum. (=1 < d <1)
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Zoutendijks metod: Sammanfattning

Man I8ser ett LP-problem i varje iteration. (grafiskt)
Man gor en linjesokning i varje iteration. (enkelt studium av funktionen)

Punktsekvensen féljer inte kanten (som simplexmetoden)

utan gar in i omradet om det verkar bast.

Det blir konstigt om inga bivillkor &r aktiva i optimum. (=1 < d <1)

(Valj da en metod utan bivillkor att avsluta med.)

Metoden ger en KKT-punkt till slut.
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Straff- och barriarmetoder

Gor om optimeringsproblem med bivillkor
till optimeringsproblem utan bivillkor

genom att ersatta bivillkoren med fiktiva kostnader, straff.
Otillatna punkter far d& daliga malfunktionsvarden, och undvikes.
Ursprungligt problem:

minf(x) di gi(x) <0 i=1,...,m
Los istallet:

min £(x) = f(x) + u Z p(gi(x))

Straffunktionen p(y) ska aldrig vara negativ, ska vara noll om y < 0 och
ska dka snabbt d& y blir storre 3n noll.

Man kan vilja p(y) = (max(0,y))P med p = 2 eller 4 eller storre.

Vi maste ocks3 vélja varde pa p.
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Straffunktion

Figur : Straffunktion.
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Straffunktion

Figur : Straffunktion.

Det resulterande problemet saknar helt bivillkor och kan l6sas med
brantaste lutningsmetoden, konjugerande gradientmetoder eller
kvasi-Newtonmetoder.
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Straffunktion

Figur : Straffunktion.

Det resulterande problemet saknar helt bivillkor och kan l6sas med
brantaste lutningsmetoden, konjugerande gradientmetoder eller
kvasi-Newtonmetoder.

Ofta dock inte med Newtons metod.
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Straffmetod: Exempel

Problem: min f(x) = (x1 —3)? dadx <2
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For =0 f&s min i x; = 3.
For =1 fas minix1:2%.
For pu =2 fas min i x; = 23.
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Straffmetod: Exempel

Problem: min f(x) = (x1 —3)? dadx <2
Straffunktion: f(x) = (x; — 3)2 4 u(max(0, x; — 2))?
Vilj t.ex. p=2.

For =0 f&s min i x; = 3.
For =1 fas minix1:2%.
For pu =2 fas min i x; = 23.
For u = 3 fas minix1:2%.
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Straffmetod: Exempel

Problem: min f(x) = (x1 —3)? dadx <2
Straffunktion: f(x) = (x; — 3)2 4 u(max(0, x; — 2))?
Vilj t.ex. p=2.

For =0 f&s min i x; = 3.
For =1 fas minix1:2%.
For pu =2 fas min i x; = 23.
For = 3 fas minix1:2%.
For = 4 fas minix1:2%.
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Straffmetod: Exempel

Problem: min f(x) = (x1 —3)? dadx <2
Straffunktion: f(x) = (x; — 3)2 4 u(max(0, x; — 2))?
Vilj t.ex. p=2.

For =0 f&s min i x; = 3.

For =1 fas min i x; = 2%.

For pu =2 fas min i x; = 23.

For =3 fas min i x3 = 2%.

For =4 f&s min i x; = 2%.

Nirmar sig det tillatna omradet, men kommer aldrig riktigt fram.
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Straffmetod: Exempel

Problem: min f(x) = (x1 —3)? dadx <2
Straffunktion: f(x) = (x1 — 3)2 + p(max(0, x; — 2))P
Vilj t.ex. p = 2.

For =0 f&s min i x; = 3.

For =1 fas min i x, = 23.

Foér =2 f&s min i x; = 2%.

For =3 fas min i x3 = 2%.

For =4 f&s min i x; = 2%.

Nirmar sig det tillatna omradet, men kommer aldrig riktigt fram.
Funktionen kan deriveras en géng, men inte tvd génger.
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Straffmetod: Exempel

Problem: min f(x) = (x1 —3)? dadx <2
Straffunktion: f(x) = (x1 — 3)2 + p(max(0, x; — 2))P
Vilj t.ex. p = 2.

For =0 f&s min i x; = 3.

For =1 fas min i x, = 23.

Foér =2 f&s min i x; = 2%.

For =3 fas min i x3 = 2%.

For =4 f&s min i x; = 2%.

Nirmar sig det tillatna omradet, men kommer aldrig riktigt fram.
Funktionen kan deriveras en géng, men inte tvd génger.

Vi har ingen andraderivata/Hessian.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 35 / 54



Straff- och barriarmetoder

Metoden undviker mycket otilldtna punkter,
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Straff- och barriarmetoder

Metoden undviker mycket otilldtna punkter,

men kan ge en otilldten punkt som ligger ndra det tilldtna omradet.
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Straff- och barriarmetoder

Metoden undviker mycket otilldtna punkter,

men kan ge en otilldten punkt som ligger ndra det tilldtna omradet.

Om man okar p och p s& minskar risken for otillatenhet, men funktionen
blir svdrare att optimera.
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Straff- och barriarmetoder

Metoden undviker mycket otilldtna punkter,
men kan ge en otilldten punkt som ligger ndra det tilldtna omradet.

Om man okar p och p s& minskar risken for otillatenhet, men funktionen
blir svdrare att optimera.

1 och p maste viljas noga.
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Straff- och barriarmetoder

Metoden undviker mycket otilldtna punkter,

men kan ge en otilldten punkt som ligger ndra det tilldtna omradet.

Om man okar p och p s& minskar risken for otillatenhet, men funktionen
blir svarare att optimera.

1 och p maste viljas noga.

Man kan bérja med ett I&gt virde p& i, och 6ka vardet ndr man borjar
ndrma sig optimum.
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Straff- och barriarmetoder

Man kan aven anvanda en barriarfunktion.
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Straff- och barriarmetoder

Man kan aven anvanda en barriarfunktion.

Den 6kar nar man narmar sig gransen till det tilldtna omrédet inifr&n.
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Straff- och barriarmetoder

Man kan aven anvanda en barriarfunktion.

Den 6kar nar man narmar sig gransen till det tilldtna omrédet inifr&n.
(Man méste bérja med en tilldten punkt.)
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Straff- och barriarmetoder

Man kan aven anvanda en barriarfunktion.

Den 6kar nar man narmar sig gransen till det tilldtna omrédet inifr&n.
(Man méste bérja med en tilldten punkt.)

Man kommer aldrig riktigt fram till gransen, och kan t.ex. inte f3
extrempunkter som resultat.
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Straff- och barriarmetoder

Man kan aven anvanda en barriarfunktion.

Den dkar ndr man ndrmar sig gransen till det tillatna omrédet inifrén.
(Man méste bérja med en tilldten punkt.)

Man kommer aldrig riktigt fram till gransen, och kan t.ex. inte f3
extrempunkter som resultat.

Ett exempel p3 barridrfunktion ar

Y(y)=-1/y

och vi l8ser problemet

min £(x) + uzw(g,-(x))
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Straff- och barriarmetoder

Man kan aven anvanda en barriarfunktion.

Den dkar ndr man ndrmar sig gransen till det tillatna omrédet inifrén.
(Man méste bérja med en tilldten punkt.)

Man kommer aldrig riktigt fram till gransen, och kan t.ex. inte f3
extrempunkter som resultat.

Ett exempel p3 barridrfunktion ar

Y(y)=-1/y

och vi l8ser problemet

min £(x) + uzw(g,-(x))

Exempel: 7(x) = (x; — 3)? —

"
x1—2
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Straff- och barriarmetoder

Figur : Straffunktion (heldragen) och barridrfunktion (streckad) kring randen till

det tilldtna omradet.

38 / 54

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020



Straffunktioner: Exempel

min f(x)= x2 + 2x3
da x1 + x > 1
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Straffunktioner: Exempel

min f(x)= x2 + 2x3
da x1 + x > 1 (eller —x31 —x2+1<0)
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Straffunktioner: Exempel

min f(x)= x2 + 2x3
da x1 + x > 1 (eller —x31 —x2+1<0)

30 function plot Contour plot
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Opt: x; = 0.667, xo, = 0.333
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Straffunktioner: Exempel

min f(x)= x2 + 2x3
da x1 + x > 1 (eller —x31 —x2+1<0)

30 function plot Contour plot

11
T
T
11111777
L7

Opt: x; = 0.667, xo, = 0.333

Straffunktion:
f(x) = x2 + 2x3 + p(max(0, —x1 — xo + 1))P
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Straffunktioner: Exempel

min f(x)= x2 + 2x3
da x1 + x > 1 (eller —x31 —x2+1<0)

30 function plot Contour plot

117
11717
11177
'l""’ 277

7
’Pr
i

Opt: x; = 0.667, xo, = 0.333

Straffunktion:
f(x) = x2 + 2x3 + p(max(0, —x1 — xo + 1))P

Testa p=2,4,6 samt pu=1,2,5,...
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Straffunktioner: Exempel med x; + x > 1

o pat

~u=1 p=2: xg =0.400, xo = 0.200

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering



Straffunktioner: Exempel med x; + x > 1

~u=1 p=2: xg =0.400, xo = 0.200

.........

4 u=1 p=4:x3 =0.309, x, =0.154
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Straffunktioner: Exempel med x; + x > 1

~u=1 p=2: xg =0.400, xo = 0.200

..........

e =1, p = 4: x; = 0.309, xp = 0.154

=~ u=1 p=6:x =0.258, xo = 0.129
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= =2, p=2:x3 =0.500, x, =0.250
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Straffunktioner: Exempel med x; + x > 1

= =2, p=2:x3 =0.500, x, =0.250

= u=2 p=4: x =0.366, xo =0.183
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Straffunktioner: Exempel med x; + x > 1

= =2, p=2:x3 =0.500, x, =0.250

= u=2 p=4: x =0.366, xo =0.183

aaaaaaaa

~ =25 p=2: x3 =0.588, xo =0.294
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Straffunktioner: Exempel med x; + x > 1

= =2, p=2:x3 =0.500, x, =0.250

= u=2 p=4: x =0.366, xo =0.183

~ =25 p=2: x3 =0.588, xo =0.294

L =100, p=2: x3 = 0.662, x, = 0.331
31 augusti 2020 41 / 54



Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.
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Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.
Linjar straffunktion.
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Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.
Linjar straffunktion.

Ger enklare problem att I8sa (subproblem).
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Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.

Linjar straffunktion.
Ger enklare problem att I8sa (subproblem).

Man maste hitta ratt straff (lutning).
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Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.

Linjar straffunktion.
Ger enklare problem att I8sa (subproblem).

Man maste hitta ratt straff (lutning).
Maste |6sa subproblemet manga ganger,

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 42 / 54



Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.

Linjar straffunktion.
Ger enklare problem att I8sa (subproblem).

Man maste hitta ratt straff (lutning).

Ma3ste l6sa subproblemet ménga génger, och uppdatera
straffkoefficienterna.
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Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.

Linjar straffunktion.
Ger enklare problem att 16sa (subproblem).

Man maste hitta ratt straff (lutning).

Ma3ste l6sa subproblemet ménga génger, och uppdatera
straffkoefficienterna.

Subproblemet ar en relaxation,
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Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.

Linjar straffunktion.
Ger enklare problem att 16sa (subproblem).

Man maste hitta ratt straff (lutning).

Ma3ste l6sa subproblemet ménga génger, och uppdatera
straffkoefficienterna.

Subproblemet &r en relaxation, ger en optimistisk (undre) gréns for det
optimala mélfunktionsvardet.
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Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.

Linjar straffunktion.
Ger enklare problem att 16sa (subproblem).

Man maste hitta ratt straff (lutning).

Ma3ste l6sa subproblemet ménga génger, och uppdatera
straffkoefficienterna.

Subproblemet &r en relaxation, ger en optimistisk (undre) gréns for det
optimala mélfunktionsvardet.

En tilldten 18sning ger en pessimistisk (évre) grans.
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Lagrangerelaxation

Ersatt vissa bivillkor med en straffterm i malfunktionen.

Linjar straffunktion.
Ger enklare problem att 16sa (subproblem).

Man maste hitta ratt straff (lutning).

Ma3ste l6sa subproblemet ménga génger, och uppdatera
straffkoefficienterna.

Subproblemet &r en relaxation, ger en optimistisk (undre) gréns for det
optimala mélfunktionsvardet.

En tilldten 18sning ger en pessimistisk (évre) grans.

Jamfor granserna.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 42 / 54



Lagrangedualitet

vi= min f(x)
dd  gi(x)<0 i=1,...,m (1)
xeX (2)
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Lagrangedualitet

vi= min f(x)
dd  gi(x)<0 i=1,...,m (1)
xeX (2)

Relaxera bivillkorsgrupp 1 med u som Lagrangemultiplikatorer.
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Lagrangedualitet

vi= min f(x)
dd  gi(x)<0 i=1,...,m (1)
xeX (2)

Relaxera bivillkorsgrupp 1 med u som Lagrangemultiplikatorer.

Lagrangefunktionen:

L(x,u) = f(x +Zu,g,
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Lagrangedualitet

vi= min f(x)
dd  gi(x)<0 i=1,...,m (1)
xeX (2)

Relaxera bivillkorsgrupp 1 med u som Lagrangemultiplikatorer.
Lagrangefunktionen:

L(x,u) = f(x +Zu,g,

Lagrangerelaxationen (subproblemet).
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Lagrangedualitet

vi= min f(x)
dd  gi(x)<0 i=1,...,m (1)
xeX (2)

Relaxera bivillkorsgrupp 1 med u som Lagrangemultiplikatorer.
Lagrangefunktionen:

L(x,u) = f(x)+ Z uigi(x
Lagrangerelaxationen (subproblemet) For fixerat O: Los ett problem i x:

o() = min L(x,0) = m|n f(x Z uigi(x)

xeX
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Lagrangedualitet

vi= min f(x)
dd g(x)<0 i=1,...,m (1)
xe X (2)

Relaxera bivillkorsgrupp 1 med u som Lagrangemultiplikatorer.
Lagrangefunktionen:

L(x,u) = f(x) + Z uigi(x
Lagrangerelaxationen (subproblemet) For fixerat O: Los ett problem i x:

o() = min L(x,0) = m|n f(x Z uigi(x)

xeX

Jamforelse: KKT-villkoren:
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Lagrangedualitet

vi= min f(x)
dd g(x)<0 i=1,...,m (1)
xe X (2)

Relaxera bivillkorsgrupp 1 med u som Lagrangemultiplikatorer.

Lagrangefunktionen:
L(x,u) = f(x) + Z uigi(x
Lagrangerelaxationen (subproblemet) For fixerat O: Los ett problem i x:

o() = min L(x,0) = m|n f(x)+ Z uigi(x)

xeX

Jamforelse: KKT-villkoren:
KKT3: Vxl(x,u) =0

eftersom Vil(x,u) = VF(x) + Y uiVgi(x)
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

minf(x) =x2+2x3dax; +x >1,x>0,x2>0
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — xo +1 < 0, med
multiplikator u, dar u > 0.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — xo +1 < 0, med
multiplikator u, dir u > 0. Detta ger subproblemet

p(b) = mg X3 424 +0(—x1 — x4+ 1)
X
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dir u > 0. Detta ger subproblemet

(@) = min xZ +2x3 4+ U(—x; — x2 + 1)
x>0
Vilket varde ska & ha?
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dir u > 0. Detta ger subproblemet

o(T) = min ¢ + 253 + 0(—x1 — xo + 1)
x>0
Vilket varde ska & ha? Olika mgjligheter:
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dir u > 0. Detta ger subproblemet

o(T) = min ¢ + 253 + 0(—x1 — xo + 1)
x>0

Vilket varde ska & ha? Olika mgjligheter:
1. Satt in olika varden.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dir u > 0. Detta ger subproblemet
o(T) = min ¢ + 253 + 0(—x1 — xo + 1)
x>0
Vilket varde ska & ha? Olika mgjligheter:
1. Satt in olika varden.

2. Los ut x som funktion av u.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dir u > 0. Detta ger subproblemet
o(T) = min ¢ + 253 + 0(—x1 — xo + 1)
x>0
Vilket varde ska & ha? Olika mgjligheter:
1. Satt in olika varden.

2. L&s ut x som funktion av u. (Gar inte alltid.)
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0
Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dir u > 0. Detta ger subproblemet

o(T) = min ¢ + 253 + 0(—x1 — xo + 1)

x>0

Vilket varde ska & ha? Olika mgjligheter:
1. S&tt in olika varden.
2. L&s ut x som funktion av u. (Gar inte alltid.)

Vil(x, u) = ( 24— u )

dxo — u
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dar u > 0. Detta ger subproblemet

o(o) = leg X2 +2x3 4+ U(—x1 — xo + 1)

Vilket varde ska & ha? Olika mojligheter:

1. Satt in olika varden.

2. L&s ut x som funktion av u. (Gar inte alltid.)
Vxl(x,u) = < 4212 :Z )

Konvext: min ges av VL(x,u) = 0.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dar u > 0. Detta ger subproblemet

o(o) = leg X2 +2x3 4+ U(—x1 — xo + 1)

Vilket varde ska & ha? Olika mojligheter:

1. Satt in olika varden.

2. L&s ut x som funktion av u. (Gar inte alltid.)
Vxl(x,u) = < 4212 :Z )

Konvext: min ges av VL(x,u) = 0.

Har 2x; —u=0och 4xo — u =10,
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dar u > 0. Detta ger subproblemet

o(o) = leg X2 +2x3 4+ U(—x1 — xo + 1)

Vilket varde ska & ha? Olika mojligheter:

1. Satt in olika varden.

2. L&s ut x som funktion av u. (Gar inte alltid.)
Vxl(x,u) = < 4212 :Z )

Konvext: min ges av VL(x,u) = 0.

Har 2x; — u =0 och 4x; — u =0, vilket ger x; = u/2 och xo = u/4.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dar u > 0. Detta ger subproblemet

o(o) = leg X2 +2x3 4+ U(—x1 — xo + 1)
Vilket varde ska & ha? Olika mojligheter:
1. S&tt in olika varden.
2. L&s ut x som funktion av u. (Gar inte alltid.)
Vxl(x,u) = < 4212 :Z )
Konvext: min ges av VL(x,u) = 0.
Har 2x; — u =0 och 4x; — u =0, vilket ger x; = u/2 och xo = u/4.
Kolla icke-relaxerade bivillkor.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dar u > 0. Detta ger subproblemet

o(o) = leg X2 +2x3 4+ U(—x1 — xo + 1)
Vilket varde ska & ha? Olika mojligheter:
1. S&tt in olika varden.
2. L&s ut x som funktion av u. (Gar inte alltid.)
Vxl(x,u) = < 4212 :Z )
Konvext: min ges av VL(x,u) = 0.
Har 2x; — u =0 och 4x; — u =0, vilket ger x; = u/2 och xo = u/4.
Kolla icke-relaxerade bivillkor.
Har x; > 0 och x» > 0.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

minf(x) =x% +2x3 dd x; +x0 > 1,33 > 0,% >0

Relaxera det forsta bivillkoret, skrivet som —x; — x> +1 < 0, med
multiplikator u, dar u > 0. Detta ger subproblemet

o(o) = leg X2 +2x3 4+ U(—x1 — xo + 1)
Vilket varde ska & ha? Olika mojligheter:
1. S&tt in olika varden.
2. L&s ut x som funktion av u. (Gar inte alltid.)
Vxl(x,u) = < 4212 :Z )
Konvext: min ges av VL(x,u) = 0.
Har 2x; — u =0 och 4x; — u =0, vilket ger x; = u/2 och xo = u/4.
Kolla icke-relaxerade bivillkor.
Har x; > 0 och xo > 0. OK, ty u > 0.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 44 | 54



Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>i|8 X} 424 +0(—x1 — x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
XZ
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
Vi har ¢() = m>ig X} 424 +0(—x1 — x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.

Stoppa in for att fa p(u) explicit.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X} 424 +0(—x1 — x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.
p(u) = (u/2) +2(u/4)? + u(-u/2 — u/4 +1) =
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.
p(u) = (u/2)% +2(u/4)* + u(-u/2 — ufd +1) = = 3u%/8 +u

Kaj Holmberg (LiU TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 45 / 54
1]



Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.
p(u) = (u/2)% +2(u/4)* + u(-u/2 — ufd +1) = = 3u%/8 +u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att f& ¢(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/4)? + u(~u/2 —u/d+1)= —3u?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att f& ¢(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/4)? + u(~u/2 —u/d+1)= —3u?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.
Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/4)? + u(~u/2 —u/d+1)= —3u?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).
o(u) =0ger —3u/d+1=0,
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2 + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/4)? + u(~u/2 —u/d+1)= —3u?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).
o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u=4/3.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har o(o) = m>ig X2 4 2x3 + 0(—x1 —xo + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

p(u) = (u/2)? +2(u/4)* + u(—u/2 —u/4+1) = —3u*/8 +u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel
Vi har o(o) = m>ig X2 4 2x3 + 0(—x1 —xo + 1) och x; = u/2, xo = u/4.

Stoppa in for att f& ¢(u) explicit.
o(u) = (u/2)® +2(u/8)? 4+ u(—u/2 —u/b+1) = —30v?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)

Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har o(o) = m>ig X2 4 2x3 + 0(—x1 —xo + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/8)? 4+ u(—u/2 —u/b+1) = —30v?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).
o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gir inte alltid.)

Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.
u=4/3 ger x; =2/3 och x, =1/3.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 45 / 54



Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har o(o) = m>ig X2 4 2x3 + 0(—x1 —xo + 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/8)? 4+ u(—u/2 —u/b+1) = —30v?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)

Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.
u=4/3 ger x; =2/3 och x, =1/3.
Ar I6sningen tillaten?
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har o(o) = m>ig x? 4 2x3 + 1(—x1 — x2 + 1) och x; = 1/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/8)? 4+ u(—u/2 —u/b+1) = —30v?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)

Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.
u=4/3 ger x; =2/3 och x, =1/3.
Ar I6sningen tillaten? Kolla det relaxerade bivillkoret, x; + x > 1.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har o(o) = m>ig x? 4 2x3 + 1(—x1 — x2 + 1) och x; = 1/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/8)? 4+ u(—u/2 —u/b+1) = —30v?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)

Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.
u=4/3 ger x; =2/3 och x, =1/3.
Ar I6sningen tillaten? Kolla det relaxerade bivillkoret, x; + x > 1. OK.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2+ 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

p(u) = (u/2)? +2(u/4)* + u(—u/2 —u/4+1) = —3u*/8 +u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)
Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.

u=4/3 ger x; =2/3 och x, =1/3.

Ar I6sningen tillaten? Kolla det relaxerade bivillkoret, x; + x > 1. OK.

D& far vi en dvre grans:
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har o(o) = m>ig x? 4 2x3 + 1(—x1 — x2 + 1) och x; = 1/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

p(u) = (u/2)? +2(u/4)* + u(—u/2 —u/4+1) = —3u*/8 +u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)
Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.

u=4/3 ger x; =2/3 och x, =1/3.

Ar I6sningen tillaten? Kolla det relaxerade bivillkoret, x; + x > 1. OK.
D4 far vi en dvre grins: f(x) = (2/3)% +2(1/3)? =
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2+ 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/8)? 4+ u(—u/2 —u/b+1) = —30v?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)
Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.

u=4/3 ger x; =2/3 och x, =1/3.

Ar I6sningen tillaten? Kolla det relaxerade bivillkoret, x; + x > 1. OK.
D4 far vi en dvre grins: f(x) = (2/3)% +2(1/3)? =2/3
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Vi har ¢() = m>ig X¢ 4253 +0(—x1 —x2+ 1) och x; = u/2, xo = u/4.
Stoppa in for att fa p(u) explicit.

o(u) = (u/2)® +2(u/8)? 4+ u(—u/2 —u/b+1) = —30v?/8+u

©(u) blev konkav (alltid) och differentierbar (inte alltid).

©(u) ger en undre grans. Vi vill ha den bista undre gransen.

Vi s6ker darfor max,>o ¢(u).

o(u) =0 ger —3u/4+1=0, dvs. u = 4/3. (Detta gar inte alltid.)
Den undre gransen blir p(4/3) = 2/3.

u=4/3 ger x; =2/3 och x, =1/3.

Ar I6sningen tillaten? Kolla det relaxerade bivillkoret, x; + x > 1. OK.
D4 far vi en dvre grins: f(x) = (2/3)% +2(1/3)? =2/3

Vi har funnit optimum.
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet

o(u) = meln L(x,u) = m|n f(x)+ Z u;gi(x)
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet

o(u) = meln L(x,u) = mln f(x)+ Z u;gi(x)

©(u) kallas den duala funktionen,
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet

o(u) = meln L(x,u) = mln f(x)+ Z u;gi(x)

¢(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x &r bortoptimerat).
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet

o(u) = meln L(x,u) = mln f(x)+ Z u;gi(x)

¢(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x &r bortoptimerat).
o(u) ar konkav.
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet
o(u) = meln L(x,u) = mln f(x)+ Z u;gi(x)

¢(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x &r bortoptimerat).
o(u) ar konkav.

Svag dualitet: p(u) < v* for alla u > 0.
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet

o(u) = meln L(x,u) = mln f(x)+ Z u;gi(x)

¢(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x &r bortoptimerat).
o(u) ar konkav.
Svag dualitet: p(u) < v* for alla u > 0.

Relaxation: Det blir for bra.
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet
o(u) = meln L(x,u) = m|n f(x)+ Z uigi(x)
¢(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x &r bortoptimerat).
o(u) ar konkav.
Svag dualitet: p(u) < v* for alla u > 0.
Relaxation: Det blir for bra.

Vi vill maximera den undre gransen, dvs. |6sa foljande problem i u.
vi =maxp(u) dd u>0
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet
o(u) = meln L(x,u) = m|n f(x)+ Z uigi(x)
¢(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x &r bortoptimerat).
o(u) ar konkav.
Svag dualitet: p(u) < v* for alla u > 0.
Relaxation: Det blir for bra.

Vi vill maximera den undre gransen, dvs. |6sa foljande problem i u.
vi =maxp(u) d& u>0

Detta kallas det duala problemet.
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet
o(u) = meln L(x,u) = m|n f(x)+ Z uigi(x)
¢(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x &r bortoptimerat).
o(u) ar konkav.
Svag dualitet: p(u) < v* for alla u > 0.
Relaxation: Det blir for bra.

Vi vill maximera den undre gransen, dvs. |6sa foljande problem i u.
vi =maxp(u) d& u>0

Detta kallas det duala problemet. Vi vet att v; < v*.
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet
o(u) = meln L(x,u) = m|n f(x)+ Z uigi(x)
o(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x ar bortoptimerat).
o(u) ar konkav.
Svag dualitet: p(u) < v* for alla u > 0.
Relaxation: Det blir for bra.

Vi vill maximera den undre gransen, dvs. |6sa foljande problem i u.
vi =maxp(u) d& u>0

Detta kallas det duala problemet. Vi vet att v; < v*.

Stark dualitet: v; = v* om X ar konvex.
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet
o(u) = meln L(x,u) = m|n f(x)+ Z uigi(x)
o(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x ar bortoptimerat).
o(u) ar konkav.
Svag dualitet: p(u) < v* for alla u > 0.
Relaxation: Det blir for bra.

Vi vill maximera den undre gransen, dvs. |6sa foljande problem i u.
vi =maxp(u) d& u>0

Detta kallas det duala problemet. Vi vet att v; < v*.

Stark dualitet: v; = v* om X ar konvex.

Om problemet ar konvext och f(x) ar strikt konvex s& har
Lagrangerelaxationen en unik |3sning
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Lagrangedualitet: Duala funktionen/problemet
o(u) = meln L(x,u) = m|n f(x)+ Z uigi(x)
o(u) kallas den duala funktionen, beror bara p& u (x ar bortoptimerat).
o(u) ar konkav.
Svag dualitet: p(u) < v* for alla u > 0.
Relaxation: Det blir for bra.

Vi vill maximera den undre gransen, dvs. |6sa foljande problem i u.
vi =maxp(u) d& u>0

Detta kallas det duala problemet. Vi vet att v; < v*.

Stark dualitet: v; = v* om X ar konvex.

Om problemet ar konvext och f(x) ar strikt konvex s& har
Lagrangerelaxationen en unik 16sning och ¢(u) ar differentierbar.
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Lagrangedualitet: Dual funktion

Varje linjart segment motsvarar en |dsning till subproblemet.
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Lagrangedualitet: Unik subproblemlésning

Ibland har subproblemet en unik [6sning.
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Lagrangedualitet: Ej unik subproblemlosning

Ibland har subproblemet flera [6sningar.
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Lagrangedualitet: Subgradienter

En subgradient &r “lutningen” av den duala funktionen.
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Lagrangedualitet: Subgradienter

En subgradient &r “lutningen” av den duala funktionen.

En generalisering av vanliga gradienter.
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Lagrangedualitet: Subgradienter

En subgradient &r “lutningen” av den duala funktionen.
En generalisering av vanliga gradienter.

En subgradient f&s genom att stoppa en optimallsning till subproblemet i
de relaxerade bivillkoren:
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Lagrangedualitet: Subgradienter

En subgradient &r “lutningen” av den duala funktionen.
En generalisering av vanliga gradienter.

En subgradient f&s genom att stoppa en optimallsning till subproblemet i
de relaxerade bivillkoren: &; = g;(x) for alla /.
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Lagrangedualitet: Subgradienter
En subgradient &r “lutningen” av den duala funktionen.
En generalisering av vanliga gradienter.

En subgradient f3s genom att stoppa en optimallésning till subproblemet i
de relaxerade bivillkoren: &; = gj(x) for alla i.

Varje subgradient, &, pekar in in det halvrum som innehaller alla optimala
duala I8sningar.
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Lagrangedualitet: Subgradienter

En subgradient &r “lutningen” av den duala funktionen.

En generalisering av vanliga gradienter.

En subgradient f3s genom att stoppa en optimallésning till subproblemet i
de relaxerade bivillkoren: &; = gj(x) for alla i.

Varje subgradient, &, pekar in in det halvrum som innehaller alla optimala
duala I8sningar.

Om vi tar ett litet steg i en subgradients riktning kommer vi ndrmare
optimum.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 50 / 54



Lagrangedualitet: Subgradienter

En subgradient &r “lutningen” av den duala funktionen.

En generalisering av vanliga gradienter.

En subgradient f3s genom att stoppa en optimallésning till subproblemet i
de relaxerade bivillkoren: &; = gj(x) for alla i.

Varje subgradient, &, pekar in in det halvrum som innehaller alla optimala
duala I8sningar.
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Nar u; = 0 s ignoreras bivillkoret gi(x) < 0 helt.

Om u; dkas, sé& kostar det att satta gi(x) > 0.

En subgradient fas som & = gi(%).

& > 0: bivillkoret inte ar uppfyllt, dvs. att straffet ar for lagt. Oka u;.
& < 0: bivillkoret dr uppfyllt, dvs. att straffet &r for hogt. Minska u;.
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Lagrangedualitet med linjara funktioner: Styrbarhet
x* kanske aldrig kan erhallas som optimal |6sning till subproblemet.
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Praktisk I6sningsmetodik baserad p& Lagrangedualitet

Lagrangeheuristik:
© Skaffa ett startvdrde pa o (t.ex. o = 0).
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© Skaffa ett startvarde p& o (t.ex. o = 0).
@ Los Lagrangerelaxationen, vilket ger X och (@) (samt &).
© Om p(0) ger en forbattrad undre grans, uppdatera den.
@ Om X inte ar tillaten, forsok andra den lite s& att den blir tillaten.
© Om X ar tilldten och f(X) ger en forbattrad Svre grans, uppdatera den.

@ Uppdatera U med passande metod. G4 till 2.

Maximera ¢(u) med en sékmetod (sokriktning och steglangd).
Obs: o(u) inte ar differentierbar.

Anvind subgradienter som sokriktningar, men gor ej linjesokning.
(Subgradienten &r inte alltid en 6kanderiktning.)

Anvand istéllet en approximativ steglangdsformel, som kan ge en
forsamring av mélfunktionsvardet.
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