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la: Infor slackvariabler x4, x5, xg, 7 och zg. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z x1 29 3 x4 x5 x6 X7 X8 b
z|1 5 6 4 0 0 0 0 0O
|0 1 1 1 1 0 0 0 0]15
zs |0 1 1 0 O 1 0 0 0]12
|0 1 0 O O o0 1 0 0] 8
zxw |0 O 1 0 0 0 0 1 0]12
r|0 O O 1 O 0 0 0 1]10
Forst fas xo som inkommande variabel och z5 som utgaende.

Bas |z 1 29 3 x4 x5 X6 X7 X8 b
z|1 1 0 4 0 6 0 0 0]72
gy |0 O O 1 1 -1 0 0 0] 3
|0 1 1 0 0 1 0 0 0]12
|0 1 0 0O O 0 1 0 0] 8
zxzw |0 -1 0 O O -1 0 1 0|0
r|0 O O 1 O 0 0 0 1]10

Darefter fas x3 som inkommande variabel och x4 som utgaende.

Bas | 2z x1 2o x3 x4 x5 x¢ 7 X8 b
z |1 1 0 0 4 2 0 0 0|&4
z3 |0 0 0 1 1 -1 0 0 0] 3
zo |0 1 1 0 0 1 0 0 0|12
|0 1 O O O 0o 1 0 0] 8
zxw |0 -1 O O O -1 0 1 0]O0
zg |0 O O 0 -1 1 0 0 1|7

Nu é&r tablan optimal. Optimallésningen blir z; = 0, 9 = 12, z3 = 3, (samt z4 = 0,

x5 =0, 26 =8, x7 = 0 och zg = 7) med z = 84.

De tva forsta bivillkoren ar aktiva, eftersom slackvariablerna inte &r med i basen.
Dock dr basvariabel z7 lika med noll, sa bivillkor 4 dr ocksa aktivt (i en degener-
erad baslosning). Duallosningen ldses av i malfunktionsraden under slackvariablerna:

y1=41v2=29y3=0,y41=0,y5 =0, v =284

Svar i ord: Skicka 12000 andningsskydd till Tyskland och 3000 andningsskydd till
England, men inga till Sverige. Alla tillgingliga delar gar at, eftersom de tva forsta
bivillkoren ar aktiva, och bara Tyskland far all efterfragan tillgodosedd, eftersom de
andra bivillkoren inte &r aktiva, med slackvariabler som ej &r noll.



1b: Villkoren har skuggpris 4 och 2, sa hdgerledet i forsta bivillkoret verkar bést att
oka.

1lc: Ny variabel z9. Reducerad kostnad: éy = cg—ady = cg— (y1+2y2) = co— (4+4) =
cg — 8 >0 om ¢g > 8. Svar: Vinsten ska vara storre dn 8.

Uppgift 2

2a: Rita upp det tillatna omradet. Rita in de givna punkterna. Stationen maste
placeras inom det konvexa holjet av punkterna. Flyttar man den utanfér det konvexa
holjet, okar avstandet till alla punkter. Det kan ses for punkt (4,0), dir en liten
forflyttning i riktning (-3,8) minskar avstandet till alla punkter. Det konvexa holjet
far extrempunkterna (0,0), (3,5) och (8,3). Omradet for optimal placering blir da
skdrningen mellan det tillatna omradet och det konvex holjet.

2b: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.

() =1-320,97@) = (570 ). Voo = (5 ). Vet = (g )

Voata) = (g ) Vauto) =, ) Vst = (] ).

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten &r inte tillaten, sa KKT1 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (2, 2):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT?2: Inget av bivillkoren ar aktivt, sa u1 = us = uz = uqg = us = 0.
—14 0
acrs (14)=(0),
Detta saknar uppenbarligen 16sning, s& KKT3 ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

For punkt (4, 2):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2, 4 och 5 ar inte aktiva, sa us = ug = us = 0.

2 1 1 0
KKT3: (_8)+u1<2>+u3<0>—(0>
Detta ger uy = 4 och ug = —6, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (3.4, 2.3):

KKT1: Punkten &r tillaten.

KKT2: Bivillkor 2, 3, 4 och 5 &r inte aktiva, sa uo = ug = ug = uz = 0.
—2.8 1 0

ke (20 )vu ()= ()

Detta ger u; = 2.8 > 0, sa KKT4 ar uppfyllt. Punkten ar en KKT-punkt.

Malfunktionen &r summan av kvadrater, sa den ar konvex, och eftersom bivillkoren ar
linjara, ar problemet konvext. Darfor &r KKT-punkten (3.4, 2.3) optimal.



2c: Lagrangerelaxationen:

@(u) = ming, 4y 42% +4y* — 30z — 24y + 139+ u1 (2 + 2y — 8) = (minj<p<q(4a® — 30z +
u1$)) + (minogygg 4y2 — 24y + 2u1y) + 139 — 8uy = (min1§x§4(4x2 + (u1 — 30)1‘)) +
(ming<y<s 4y? + (2u1 — 24)y) + 139 — 8uy

For u; =0, far vi x = 3.75 och y = 3, med ¢(0) = 46.75. Undre grins: 46.75. Punkten
ar inte tillaten. Den uppfyller inte bivillkor 1.

For u; = 2, far vi x = 3.5 och y = 2.5, med ¢(2) = 49. Undre grans: 49 (forbattrad).
Punkten &r inte tillaten.

For uy = 3, far vi 2 = 3.375 och y = 2.25, med ¢(3) = 49.1875. Punkten dr tillaten.
Undre gréans: 49.1875 (forbattrad). Ovre grans: 49.5625.

Optimala u; ligger mellan 2 och 3. Ovre grans: 49.5625. Undre grans: 49.1875.

2d: I startpunkten (1, 0) &r bivillkor 2 och 4 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —22d; — 24dy da d; > 0, do > 0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —46. Sitt 2(?) = (1 +¢,¢). Maximal
steglingd blir 7/3 ~ 2.33. Linjesokning ger t = 2.875, sa vi far t = 7/3 och z(?) =
(10/3,7/3).

Nu ar bara bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —10/3 di — 16/3 dy da di 4+ 2do <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (1, —0.5) med z = —2/3. Sitt () = (10/3+1,7/3—1/2).
Maximal steglingd blir 2/3. Linjesckning ger t = 1/15, sa vi far (2) = (17/5,23/10) =
(3.4,2.3).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —2.8dy — 5.6dy da dy + 2do <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,0) (till exempel) med z = 0. Alltsa ar x = (3.4,2.3)
optimal.

Uppgift 3

3a: Den givna startlosningen &r tillaten och ger att basbagarna &r (1,3), (2,4), (4,3),
(4,5) samt nagon av bagarna till nod 6, vi tar (3,6). Detta ger nodpriserna y; = 0,
yo = =8, y3s = 3, ya = —4, y5 = 3, y¢ = 8, och foljande reducerade kostnader:
¢12 = 13 > 0 (optimalt ty z = 0), ¢;4 = 9 > 0 (optimalt ty x = 0), éo5 =4 > 0
(optimalt ty = = 0), ¢35 = 3 > 0 (optimalt ty = 0). ¢ = 1 > 0 (optimalt ty =z = 0).
Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa l6sningen ar optimal.

3b: Nu fas ésg = 4+ 3 — 8 = —1 < 0, inte optimalt. Vi far x5 som inkommande
variabel, att 6ka. Cykeln blir 5-6-3-4-5, och maximal &ndring blir 1, pga. bage (4,3), sa
vi véljer (4,3) som utgaende. Nu blir nodpriserna y; = 0, yo = —7, y3 = 3, y4 = —3,
ys = 4, ys = 8, och foljande reducerade kostnader: ¢1o = 12 > 0 (optimalt ty x = 0),
¢14 = 8 > 0 (optimalt ty z = 0), éa5 =4 > 0 (optimalt ty x = 0). éz5 =4 > 0 (optimalt
ty = 0), é43 = 0 (optimalt). Alla optimalitetsvillkor ar uppfyllda, sa 16sningen &r
optimal.

Andring i totalkostnad: Innan flédeséndringen, #ndrades inte totalkostnaden, eftersom
56 = 0. Vi gjorde flodesdndringen 1, och eftersom reducerad kostnad fér inkommande



variabel var —1, sa minskades totalkostnaden med 1.

3c: Finn maxflode fran nod 1 till nod 6. Starta med fléde noll. Losningsgang: Sok
maximal flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far viagen 1-3-5-6, med kapacitet 5.
Skicka 5 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage (3,5) blir full.) Sok ater maximal
flodesokande viag med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-2-4-3-6, med kapacitet 4.
Skicka 4 enheter och dndra tillatna riktningar. (Bage (3,6) blir full.) Sék ater maximal
flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-4-5-6, med kapacitet 1.
Skicka 1 enhet och &ndra tillatna riktningar. (Bage (5,6) blir full.)

I nésta iteration kan man i Dijkstras metod mérka noderna 1, 2, 3, 4 och 5, sa minsnittet
gar over bagarna (3,6) och (5,6). Det betyder att om man vill 6ka maxflodet, maste
kapaciteten pa nagon av dessa bagar ckas. Maxflodet ar 10.

Uppgift 4

PO: Grafisk 16sning ger 1 = 19/7 ~ 2.71, x5 = 0 och z = 114/7 ~ 16.28, vilket ger
z = 16.

Forgrena 6ver x1: P1 = P0 + (21 <2), P2 =P0 + (x; > 3).

P1: Grafisk 16sning: 1 = 2, 29 = 5/6 ~ 0.83, z = 46/3 ~ 15.33 vilket ger z = 15.
Forgrena 6ver xo: P3 = P1 4 (22 <0), P4 =P1 + (22 > 1).

P3: Grafisk 16sning: x1 = 2, 9 = 0, z = 12. Heltalig 16sning, z = 12. Kapa.

P4: Grafisk 16sning: z7 = 13/7 =~ 1.86, o = 1, 2 = 106/7 ~ 15.14, vilket ger z = 15.
Forgrena 6ver x1: P5 = P4 + (z1 < 1), P6 = P4 + (1 > 2).

P5: Grafisk 16sning: 21 = 1, 9 = 2, z = 14, vilket ger Z = 14. Heltalig 16sning, kapa,
z = 14.

P6: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

P2: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

Tradet avsokt. Optimallosning: 1 = 1, 2 = 2. Svar: Bygg ut en modul av sort 1 och
tva av sort 2. Malfunktionsvarde 14.

Uppgift 5

5a: Billigaste viag-problem. Anvénd Dijkstras metod. Vi far y; = 0, p1 = —, y2 = 4,

pr=lLys=4,p3=1,491=6,p1=3,y5=6,p5 =3, y6 =8, p6 =2, y7r =9, pr = 5.
Uppnystning ger vagen 1 - 3 - 5 - 7 med restid 9.

4b: Billigaste vag-problem med negativa kostnader. Anvand Fords metod. Vi far

?Jl:Oapl:—a92:0ap2:3a3/3:27]93:Ly4:2,p4:573/5:47195:373/6:17
pe = 2, y7 = 2, p7 = 6. Uppnystning ger vigen 1 - 3 - 2 - 6 - 7 med kostnad 2.

4c: Ja, yg = 8, sa det blir lite billigare att leverera dit.
Uppgift 6

6a: Kinesiska brevbararproblemet. Noderna 1, 2, 3 och 6 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (1,6) och (2,3), till en kostnad av 13, sa dessa bagar dubbleras
(kors mer &n en gang) till kostnad av 13. En rundtur blir da t.ex. 1-2-3-4-6-1-6-5-3-2-
5-1, med kostnaden 61 + 13 = 74.

6b: Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 33, vilket ar en undre grans.
Genom att byta tva bagar, exempelvis (1,5) mot (1,6) och (5,6) mot (4,6), kan man



fa en tillaten tur, med kostnad 36, vilket blir en 6vre gréns. Vi far évre gréns 36 och
undre grans 33, sa var losning ar hogst 3 enheter for dyr.

Nod 5 har for hog valens i 1-tradet, sa vi kan ldgga till bivillkoret
T15 + o5 + X35 + Ta5 + Tes < 2.

Uppgift 7

Ta: Efter forsta steget fas a = (8,9,9,7,8) och g = (27,18,7,0,5). Nu kan man
inte stryka alla nollor med farre &n 5 streck. Man far t.ex. 16sningen x13 = 1, 291 = 1,
x35 = 1, x40 = 1, 254 = 1, och total kostnad blir 98. Optimal duallésning &r ovanstaende
a och 8. Summering av dualldsningen ger 98, sa starka dualsatsen ar uppfylld.

7b: Primala optimallosningen fordndras ej. Duala optimallosningen férandras enbart
med att o 6kas med 100 (fran 8 till 108.).



