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Losningar

Uppgift 1

la: Som anges i uppgiften startar man med x1, x2, x3 och z4 som basvariabler, och
det angivna uttrycket foér malfunktionen.

Bas | 2z x1 xo0 23 x4 5 Tg b
z|1 0 0 O 0 -1.5 -7.5]| 1245
z |0 1 0 0 0 0.2 0] 12
|0 0 1 0 0 03 05| 17
rz3 |0 0 0 1 0 05 0| 20
s /O 0 0 0 1 0 051 15

Forst fas xg som inkommande variabel och z4 som utgaende.

Bas |z 1 x9 23 x4 T5  Xg b
z|1 0 0 0 15 -1.5 0| 1470
xzZ |0 1 0 O 0 02 0] 12
|0 0 1 0 -1 03 0 2
xzg|0 O O 1 0 05 0] 20
g |0 0 0 0 2 0 1] 30

Darefter fas x5 som inkommande variabel och x5 som utgaende.

Bas | z o3 To I3 T4 Ty Tg b
z|1 0 5 0 10 0 0] 1480
z1 |0 1 -0667 O 0667 0 0] 10.667
zs |0 0 3333 0 -3333 1 0] 6.667
z3 |0 0 -1.667 1 1.667 0 0| 16.667
ze |0 O 0 0 2 0 1 30

Nu ar tablan optimal. Optimallésningen blir z; = 10.667, x5 = 0, x3 = 16.667, 4 = 0,
x5 = 6.667, xg = 30 med z = 1480. Duallosningen ldses av i malfunktionsraden under
startbasvariablerna (med hjilp av ledningen i uppgiften). y; = 2, y2 = 2, y3 = 3,
ys = 2, v = 1480.

Svar i ord: Gor 10.667 buntar av blandning 1, 16.667 buntar av blandning 3, 6.667
buntar av blandning 5 och 30 buntar av blandning 6. Palrik tjanar 1480 kr.

1b: Skuggpriserna ar lika med duallésningen, och anger hur mycket man skulle vinna
pa att 6ka hogerledet med en enhet. Lite fler Kalle Anka skulle ge storst vinstokning.

1c: Ny variabel x7. Reducerad kostnad: ¢7 = ¢y — a?y =45 —5y; — bys — dys — byy =
45 —10 — 10 — 15 — 10 = 0. Nej, det skulle inte ge storre vinst.

1d: Det nya malfunktionsuttrycket fas som den ursprungliga méalfunktionen minus 2



ganger bivillkor 1 minus 1.5 ganger bivillkor 2 minus 3 ganger bivillkor 3 minus bivillkor
4.

Uppgift 2

2a: Startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna &r (1,4), (2,3), (2,5), (3,4) och
(4,6). Detta ger nodpriserna y; = 0, yo = —14, y3 = =2, y4 = 8, y5 = —1, yg = 15,
och foljande reducerade kostnader: ¢;3 = 10 > 0 (optimalt ty x = 0), é35 = 13 > 0
(optimalt ty x = 0), é45 = 20 > 0 (optimalt ty x = 0), é5 = 22 > 0 (optimalt ty
x = 0). Alla optimalitetsvillkor & nu uppfyllda, sa l6sningen ar optimal.

2b: Nu far vi és6 = —10 < 0 (inte optimalt ty = = 0). VA&lj x5 som inkommande,
att 6ka. Cykeln blir 5-6-4-3-2-5, och maximal &ndring blir 5. Det ger bage (3,4) (eller
(2,3)) som utgaende. Nya nodpriser blir y; = 0, yo = —4, y3 =8, y4 = 8, y5 = 9,
ye = 15, och reducerade kostnaderna ¢13 = 0 (optimalt), ¢34 = 10 > 0 (optimalt ty
x = 0), ¢35 = 13 > 0 (optimalt ty x = 0), é45 = 10 > 0 (optimalt ty z = 0). Alla
optimalitetsvillkor &r nu uppfyllda, sa lésningen dr optimal. Totalkostnaden har sdnkts
med 7 x5 = 35.

2c¢: Finn maxflode fran nod 1 till nod 6. Starta med flode noll.

For natverket i uppgift a: S0k maximal flodestkande vag med Dijkstras metod. Vi
far vigen 1-4-6, med kapacitet 25. Skicka 25 enheter och &ndra tillatna riktningar.
(Bagarna (1,4) och (4,6) blir fulla.) Sék ater maximal flddesokande vag med Dijkstras
metod. Vi kan nu mérka alla noder utom 6 (och 2), sa minsnittet gar 6ver bagarna
(4,6) och (6,5) baklanges. Maxflodet &r 25.

For natverket 1 uppgift b: Gor forsta iterationen som ovan. I andra iterationen fas vigen
1-3-4-5-6, med kapacitet 25. Skicka 25 enheter och dndra tillatna riktningar. (Alla
bagarna langs végen blir fulla.) SOk ater maximal flodesokande vig med Dijkstras
metod. Vi kan bara mérka nod 1, sa minsnittet gar dver bagarna (1,3) och (1,4).
Maxflodet ar 50.

Uppgift 3

3a: De hornpunkter som har minst en koordinat lika med noll ger ju golvarea noll,
vilket knappast ar optimalt. Kvar att kolla &r bara punkterna (4,1) och (2,3).

Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(z) = —21 <0, ga(z) = —22 <0, g3(x) =21 —4 <0, ga(z) =22 —3 <0, g5(z) =
10:61 —20

931+332—5§0,Vf(55):<6$2_24 >’V91($):(_(1)> Vo2(z :< (1)>

Vo) = (g ) Voo = () Voo = (1)

For punkt (4, 1):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 1, 2 och 4 ar inte aktiva, sa u; = us = ug = 0.

20 0 1 0
KKTS3: (_18>+U4<1>+U5<1>—<0).
Detta ger us + us = —20 och us = 18. Vi far ug = —38 och us = 18. KKT4 &r inte
uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.



For punkt (2, 3):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 1, 2 och 3 &r inte aktiva, sa u; = us = ug = 0.

s (13012

Detta ger us = 0 och ug + us = 6, vilket ger uqy = 6 och us = 0, sa KKT4 &ar uppfyllt.
Punkten dr en KKT-punkt.

Alla bivillkor &ar linjédra, sa det tillatna omradet ar konvext. Malfunktionen &r konvex,
sa hela problemet &r konvext. KKT-villkoren visar da att punkt (2,3) &r optimal.

3b: I startpunkten &r bara ickenegativitetsvillkoren aktiva. Forsta LP-problemet blir
min z = —20d; — 24dy da 0 < d <1,

vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —44. Sitt (2 = (¢,t). Maximal steglingd

blir 2.5. Mimimum lings denna linje ger ¢ > 7, sa vi far t = 2.5, vilket ger () =

(2.5,2.5).

Nu ar bara bivillkor 5 aktivt. LP-problemet blir

min z = 5dy — 9ds da di + do <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallosning d = (—1,1) med z = —14. Sitt 23 = (2.5 — £,2.5 + t).
1\/{a)ximal steglangd blir 0.5. Linjesokning ger t = 7/8 > 0.5, sa vi far ¢ = 0.5 och
2 = (2,3).

Nu ar bivillkor 4 och 5 aktiva. LP-problemet blir
min z = —6ds da dy +ds <0, ds <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar punkten = = (2,3) optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
o(u) = ming<g, <4,0<z.<4 53:% + 396% —20x; — 24x9 +u(x] + 292 — 5) = 5:5% 4 3$§ + (u —
20)x1 + (u — 24)x9 — 5u.

Minimum kan fas genom att sétta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 10z +u —20 = 0 och 6z9+u—24 =0, dvs. 21 = 2 —u/10 och 23 =4 —u/6,
forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 0 < x1 < 4 och 0 < x5 < 4.
Annars hamnar man pa ndrmaste grans.

For u = 0 far vi 21 = 2 och 2 = 4, med ¢(0) = —68. Undre grins: —68. Punkten &r
inte tillaten, sa vi far ingen Gvre grans.

For u =2 far vi 21 = 9/5 = 1.8 och 22 = 11/3 ~ 3.667, med ¢(2) ~ —66.533. Undre
grians okar till —66.533. Punkten ar inte tillaten, sa vi far ingen 6vre grans.

For u = 4 far vi x1 = 8/5 = 1.6 och x9 = 10/3 ~ 3.333, med ¢(4) = —66.133. Undre
grians okar till —66.133. Punkten ar tillaten, och ger 6vre grinsen —65.867.

Vi far basta undre grians —66.133 och 6vre grins —65.867. For u = 4 fas en tillaten
16sning, med ganska liten marginal, sa4 det optimala vardet pa w ligger strax under 4.

Uppgift 4

4a: Det ar ett handelsresandeproblem. Eftersom en nod har valens ett, har det normala
handelsresandeproblemet ingen tillaten 16sning. Man maste passera nod 3 tva ganger



fér att na nod 4. Om man tillater aterbesok, finns det en 16sning. Eftersom en sadan
16sning maste innehalla att man gar fram och tillbaka i bage (3,4), kan vi fixera denna
del av 16sningen, och temporért ta bort nod 4 och bage (3,4) ur problemet. Efterat
lagger vi till den delen och okar kostnaden med 12.

Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kostnad 43.

For att fa en tillaten 16sning kan man helt enkelt byta bage (2,6) i 1-trddet mot bage
(2,3). Da far alla noder valens tva, och vi far en rundtur som kostar 44. Om vi lagger
till den fixerade delen, far vi turen 1-2-3-4-3-5-6-7-1, med kostnaden 56. Undre gransen
blir 55, s& losningen ligger hogst 1 fran optimum.

4b: Eftersom varje rum ska undersokas en gang, ar den totala tiden for detta konstant,
och paverkas inte av vilken viag man véljer.

4c: Det ar nu ett kinesiskt brevbararproblem. Faktorn 20 ar ointressant och paverkar
inte vilken 16sning som ar bast. Noderna 2, 3, 4 och 6 har udda valens, och det billigaste
sattet att fa jamn valens ar att dubblera bagarna (2,6) och (3,4). Kostnaden for turen
blir 74. En optimal tur ar 1-2-3-4-3-5-6-2-6-7-1.

Uppgift 5

5a: Billigaste vég, 16s med Dijkstras metod. Billigaste vagen: 1-2-5-7, kostnad 14.
5b: Vi har yg = 13 och yg = 16, sa en vég till nod 6 blir en enhet kortare.
Uppgift 6

6a: P0: LP-optimum: x; =0, zo = 4.5, z = 13.5. Detta ger Z = 13. Vi forgrenar 6ver
xZ9.

P1 = PO +(z9 < 4).
P2 = PO +(z3 > 5).

P1: LP-optimum: x; = 0.25, o = 4, z = 13.25, vilket ger ger z = 13. Forgrena over
x1.

P3 = P1 +(z; <0).
P4 = P1 +(z; > 1).

P3: LP-optimum: z1 = 0, 2 = 4, z = 12. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 12.
Spara losningen och kapa grenen.

P4: LP-optimum: z; =1, 9 = 2.5, 2 = 12.5. Det ger z = 12. Kapa, ty z = 12.
P2: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

Tradet avsokt. Optimallosning: x1 =0, z9 = 4, z = 12. I ord: Kop 4 sma lador.
6b: Inget av bivillkoren ar aktivt i optimum.

Uppgift 7

Ta: Efter forsta steget fas a = (5,5,4,4,4) och 5 = (0,2,0,0,1). Man kan stryka alla



nollor genom att stryka rad 1, 2 och 5, samt kolumn 1, med minsta ostrukna element
1, vilket gor att vi far o = (5,5,5,5,4) och 8 = (—1,2,0,0,1). Nu kan man inte
stryka alla nollor med farre dn fem streck, och far (till exempel) 16sningen x4 = 1,
Tos = 1, x31 = 1, 49 = 1, x53 = 1, och total kostnad blir 26. Optimal duallésning ar
a=(5,5,5,5,4) och = (—1,2,0,0,1). Summering av duallésningen ger 26, sa starka
dualsatsen ar uppfylld.

7b: Det hjélper inte. a5 minskar med 2. Samma primallésning &r fortfarande optimal.
Optimala malfunktionsvardet minskar med 2.



