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Uppgift 1

Ett litet land planerar att vaccinera sin befolkning mot en pagaende pandemi.
Man vill nu gora bestéllningar pa vaccin. Det finns flera producenter i olika
lander som man kan bestélla fran, och vaccinen har lite olika egenskaper. Vacci-
nen man 6verviger kommer fran Ryssland, Tyskland, USA och Kina, och antalet
vaccindoser man ska bestalla anges av x1, T2, 3 och x4, i denna ordning. For att
bestamma hur mycket man ska bestélla fran varje producent formulerar man
foljande LP-modell, diar malfunktionen modellerar forvintad nytta for staten
(baserat pa vaccinets effektivitet). Det forsta bivillkoret avser den begridnsade
budgeten, det andra mojligheterna till transport (vissa vaccin maste forvaras ex-
tra kallt) och de f6ljande begriansad tillgang.

max 2z = Ty + 3y + 223 + x4
da 4oy + 3wy + by + 6y < 50 (1)
2.7)1 + 21’2 + 4$3 + 5I4 S 40 (2)
1 < 20 (3)
T3 < a0 (5)
ry < 100 (6)
Ty, T, xs3, Ty Z 0

a) Los detta LP-problem med simplexmetoden. Ange optimal primallésning och
duallosning samt malfunktionsvarde. Vilka bivillkor blir aktiva, och vad betyder
det? (3p)

b) Utga fran optimallésningen i uppgift a. Om man kunde Oka ett hogerled
for nagon av bivillkoren lite (antingen genom att ansla mera pengar totalt, eller
forhandla fram 6kad tillgang hos nagon producent), vilket skulle man tjana mest
pa? Motivera. (1p)

c) Utga fran optimallosningen i uppgift a. England visar sig ha fatt fram ett
vaccin, med bivillkorskoefficienter 6 och 3 i de tva forsta bivillkoren. Om man
ska bestélla fran dem, maste det ske innan nuvarande handelsavtal slutar gélla,
sa det kravs ett snabbt beslut. Vad skulle malfunktionskoefficienten behova vara
for att 16sningen skulle forbattras genom att kopa dérifran? (1p)

Uppgift 2

En tjadnsteman pa en kommun far féljande otacksamma uppdrag. Kommunen har
avsatt en viss summa pengar till testning, information och vaccinering i anledning
av en pandemi. Man maste testa for att veta vilka som har sjukdomen, man maste
informera sa att ratt personer testar sig och vaccinerar sig, och man maste utfora
vaccinationen. Fragan ar nu hur pengarna ska fordelas pa de tre aktiviteterna.
Tjanstemannen ges vissa ramar for pengafordelningen, och vill garna fatta ett
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optimalt beslut, men behover i sa fall en malfunktion. Efter kontakter med
forskare inom medicin och matematik, dar hansyn tagits till hur smittspridning
sker, framtrader foljande funktion for totala antalet smittade som trolig, dar
summan pengar som anvands till testning betecknas med zq, till information
med x5 och till vaccinering med x5

f(x) = 2(x1—5)*+ (wg—4)*+4(x3—10)* = 223 + 23+ 425 — 2071 — 879 — 8073+ 466

Bivillkoren ar total budget, x1 + x5 + 3 < 10, samt angivna ramar, 1 < x; < 3,
2§x1§5,3§x1§6

a) Satt upp KKT-villkoren for problemet. Kontrollera huruvida nagon av punk-
terna (3, 5, 6), (2, 3, 4), (1, 5, 4) eller (2, 2, 6) & KKT-punkt/optimal? (3p)

b) Applicera Lagrangerelaxation genom att relaxera det forsta bivillkoret. Los
subproblemet for v = 0, 10, 12 och 15. (Observera att subproblemet &r sepa-
rabelt.) Anvéind losningarna for att avgora/gissa var det optimala vardet for u
ligger. Ange erhallna 6vre och undre granser for det optimala malfunktionsvardet.

(3p)

c) Man anser att inte satsa maximalt pa vaccinering vore politiskt farligt, sa man
fixerar 3 = 6. Los resterande problem, dvs. min f(z) = 227 + 23 — 202, — 82
dax;+x9 < 4,1 <z <3och2 < x <5 med Zoutendijks metod. Starta
i punkten (1, 2). Lo6s LP-problemen grafiskt. Illustrera varje iterationspunkt
grafiskt. (3p)

Uppgift 3

Néar vaccineringen ska sdtta igang, star man infor ett stort transportproblem.
Vaccinet ska transporteras i speciella kylbilar fran flygplatser till sjukhus, och
det bor ske snabbt, sa att vaccineringen kommer igang sa snabbt som mojligt. [
foljande natverk ar nod 1 och 2 flygplatser dit man forvantar sig fa 1000 resp.
2000 doser levererade. Det finns behov av 1500 i nod 4, 1500 i nod 5 och 1000
i nod 6. Pa bagarna star forst kostnaden att transportera en enhet, och sedan
en ovre grans for hur mycket som kan transporteras den végen. (Dessa data &r
angivna i enheter om 500 doser.)
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a) Det hela blir ett obalanserat minkostnadsflédesproblem, dvs. total kallstyrka
ar mindre an total sankstyrka. All efterfragan kommer inte att kunna tillgodoses.
Modifiera natverket sa att det blir balanserat, genom att ta hand om underskottet

pa ett optimalt satt, da malet ar att minimera kostnaderna och skicka allt man
har. (1p)

b) Transportfirman foreslar att man ska skicka en enhet fran nod 1 direkt till nod
6, och en enhet fran nod 1 via nod 3 till nod 6, samt tva enheter fran nod 2 till
nod 4, och tva enheter fran nod 2 till nod 5. Man pastar att det ar det billigaste
sattet att gora transporterna. Verifiera eller motbevisa detta pastaende. (2p)

c) Utga fran l6sningen i uppgift b. Ett vagarbete har blivit forsenat (pga. pan-
demin), sa kostnaden pa bage (2, 5) &r 10, inte 7 som man trodde. Andras
optimallosningen? Om sa ar fallet, berdkna en ny optimallosning. Jamfor kost-
nadsforandringen mellan optimallosningarna med kostnadsforandringen om man
behaller samma 16sning. (2p)

d) Man planerar for en framtid dar véldigt manga doser anlénder till flygplat-
serna. Darfor vill man veta hur mycket som 6verhuvudtaget kan skickas fran dessa
till sjukhusen. Gor darfor pa foljande satt. Betrakta alla bagar som dubbelrik-
tade. Infor tva nya noder, en superkalla med bagar till nod 1 och 2, med hog ka-
pacitet, och en supersidnka, med bagar fran nod 4, 5 och 6, alla med hog kapacitet.
Finn sedan maxflode fran superkéallan till supersankan. Anvand ovanstaende
nétverk och de kapaciteter som anges. (Dock ej den angivna startlésningen.) Man
ar ocksa intresserad av minsnittet, dvs. vilka bagar som begransar maxflodet. Los
problemet med standardmetod. Visa varje steg i metoden tydligt. Ange minsnitt.
Ge ett vélmotiverat forslag pa vilken viag man borde dka kapaciteten pa. (3p)
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Uppgift 4

Man funderar pa hur vaccinationen ska ske i praktiken. Man vill inrdtta speciella
vaccinationsstationer, men ska de ligga vid vardcentraler eller vid sjukhus? Lat
x1 ange hur manga vaccinationsstationer man inrattar vid vardcentraler och x4
hur manga vaccinationsstationer man inrdttar vid sjukhus. De tva typerna av
stationerna far olika kapacitet och kostnad. Man vill maximera total kapacitet
under bivillkoret att kostnaden inte 6verstiger den budgeterade, vilket leder till
foljande linjara heltalsproblem.

max 2z = 10x; 4+ 152,
1,9 > 0, heltal

Los problemet med Land-Doig-Dakins metod. LP-problem far losas grafiskt.
(3p)

Uppgift 5

En oerhort smittsam pandemi drabbar en ort. Man raknar med att alla som blir
utsatta for viruset kommer att sjélva bli smittsamma efter en inkubationstid pa
minst tva dagar. En del blir mycket sjuka, andra marker det knappt, men alla
smittar vidare. En smittkedja sker alltsa pa foljande satt. Person 1, smittad,
traffar person 2, ej smittad, och smittar denne. Efter tva dagar blir person 2
smittsam, traffar person 3, som smittas, och kan féra smittan vidare tva dagar
senare.

En forskare kommer pa att detta kan askadliggéras med hjélp av en riktad graf dar
att mote mellan en smittsam person och en osmittad representeras av en bage som
gar fran den smittsamma till den osmittade. Pa bagen kan man som “kostnad”
ha tiden det tar att utveckla smittsamhet. Om tva smittsamma personer traffar
en osmittad, blir ju personen smittad vid forsta tillfdllet. Detta gor att man kan
se det som att smittan helt enkelt foljer billigaste vag framat i grafen.

Man har i efterhand konstruerat foljande graf i ett forsok att rekonstruera hur
smittan spreds. I borjan ar enbart personen som motsvaras av nod 1 smittad.
Bagkostnaderna ar uppskattad inkubationstid. Anvéand lamplig metod for att
avgora nir de olika personerna blev smittade/smittsamma och av vem. Beskriv
stegen i metoden noggrant. Ange vid vilken tidpunkt alla i orten ar smittade.

(3p)
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Uppgift 6

Fotbollslaget pa den lilla orten Atsmalaberg far sina forsta fall av en aktuell
pandemi, samtidigt som man far chansen att via kvalspel ga upp till en hogre
division. Man forsoker skjuta upp matchen, men riksférbundet siger nej, eftersom
man bara har fem manader pa sig att skota det administrativa med att flytta upp
ett lag till hogre division. Laget vill inte lamna walkover, utan bestammer sig for
att snabbt som O0gat rekrytera nagra nya spelare. Man hittar fyra kandidater, men
har en mycket begransad budget, och vissa andra begransningar beroende pa de
olika spelarnas skicklighetsprofil. Man satter upp foljande optimeringsproblem,
dar z; = 1 om man véljer att rekrytera spelare 7. Malfunktionen ar att maximera
forvantad sannolikhet att vinna kvalet.

max 2z = 10y + Tzog + 1lzs + Dby
da 3r1 4+ 2y + 4wy + 214 < 5 (1)
5r1 + 4xy + brg + 3xy < 9 (2)
31’1 + 2$2 + 2%3 S 4 (3)
31’2 + 3.1]3 + 2[L’4 S 5 (4)
Xy, T2, X3, Ty € {0,1}

Los problemet med Balas metod. Forgrena 6ver den forsta ofixerade variabeln.
(3p)

Uppgift 7

I en stad langt borta pa en fjarran kontinent har man infort utegangsforbud
pga. en pandemi. Dryga boter vantar den som bryter mot forbudet. En ensam
poliskonstapel har satts att se till att utegangsforbudet efterféljs. Han har fatt
order om att genomsoka varje gata i staden pa jakt efter syndare. Gatunétet
visas i foljande graf, dar nod 1 ar polisstationen. Pa varje bage i grafen star tiden
det tar att undersoka den, dvs. for konstapeln att ga ldngs med den. Konstapeln
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vill bli fardig sa tidigt som mojligt.

Vilket optimeringsproblem blir detta? Finn en optimallosning till problemet.
Beskriv stegen i metoden noggrant. Ange rundtur och total tid. Vilka gator
kommer att passeras mer &n en gang? (3p)

Uppgift 8

Farmor maste gora nagra arenden, under pagaende pandemi. Hon tillhor flera
riskgrupper, men har 6verlevt véarre saker an detta, anser hon. Hon ska ga till
optikern, apoteket, telebutiken mm. Fragan &ar vilken vag hon ska ta. I vanliga
fall hade hon tagit den narmaste vigen, men nu ar det mer smittorisk pa vissa
platser an andra, och sadant maste man ju ta hansyn till. Sa hon plockar fram
sina uraldriga optimeringskunskaper och ritar en graf 6ver mojliga vagar, dar nod
1 &r hemmet. Bagkostnaderna baserar hon pa avstand, men ocksa pa smittorisk.
Noderna &r de platser hon ska besoka, och hon vill givetvis avsluta turen hemma.

Vilket kant optimeringsproblem &r det att finns den basta rundturen? Finn en
bra losning med en kénd heuristik. Finn aven en undre grians for det optimala
malfunktionsvéirdet genom att 16sa en relaxation av problemet. Ange hur langt
ifran optimum den erhalla losningen i vérsta fall ar. Formulera ett linjart bivillkor
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som skér bort optimalldsningen till relaxationen, men ingen tillaten rundtur. (3p)

Uppgift 9

En andra vag av en pandemi drabbar staden samtidigt som sjukvardspersonalen
borjar aterhamta sig fran slitet under den forsta vagen. Man inser att vissa per-
soner trots allt maste fa sin uppskjutna semester, annars kanske de inte orkar,
utan blir sjukskrivna. Speciellt tittar man pa fem sjukskoterskor som maste fa
en veckas semester var. Fragan ér bara vilken vecka varje person ska ha. Man
bestammer att en person ska ha semester i taget, och att man under fem veckor
far klara sig med en person mindre. Man antar att de fem veckorna kommer
att innebara olika stadier i forloppet, forst anstormning av lindrigt sjuka, sedan
urskiljning av vilka som blir allvarligt sjuka, langsamt ckande belastning pa inten-
sivvarden, osv. Detta betyder att sjukskoterskornas olika kompetens kommer att
betyda olika mycket de olika veckorna. I nedanstaende matris har man uppskattat
“kostnaden” for sjukhuset att ha varje person (rad) borta varje vecka (kolumn),
och man vill givetvis finna den tillordning som minimerar totalkostnaden.

9 7 15 18 15
8§ 8 17 19 14
C=]8 9 16 19 14
9 5 14 17 15
7 6 15 18 15

a) Los problemet med lamplig metod. Ange optimal 16sning samt malfunktions-
varde. Ange dven dual optimalldsning och kontrollera starka dualsatsen. (2p)

b) Man inser att pandemin inte forflyter som planerat, utan blir vérre, sa alla
kostnader vecka 4 6kas med 5 och alla kostnader vecka 5 6kas med 10. Dessutom
borjar skoterska 1 uppvisa tecken pa trotthetssyndrom, sa alla kostnader i rad 1
okas med 4. Kommer detta att forandra den primala optimallosningen? I sa fall
hur? Kommer detta att fordndra den duala optimallosningen? I sa fall hur? (Los
inte om.) (1p)



