Linjar algebra

TATA16, hostterminen 2026

Martin Kfepela
Matematiska institutionen, Linkdpings universitet

martin.krepela@liu.se

Dokumentversion: 2 september 2026



Om kursen



Vad ar linjar algebra och vad ar den bra till?

Allmant:

Ett satt att beskriva och hantera flerdimensionella objekt.
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Vad ar linjar algebra och vad ar den bra till?

Allmant:

Ett satt att beskriva och hantera flerdimensionella objekt.

Klassisk motivering:
Geometri: kurvor, ytor, kroppar osv. i 2D-planet och 3D-rummet.

Fysik: storheter med riktning i rummet, beskrivning av 3D-verkligheten.

Aktuell motivering:

Hantering av data (3D racker inte!)
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Vad ar linjar algebra och vad ar den bra till?

Inom biologi (bland annat):

Matematisk modellering av biologiska system (diff-ekvationer)
Hantering och "rengdring” av stora experimentella data

Monsterigenkanning inom komplexa processer, tolkning och rekonstruk-
tion av bilder

Hela Al ar linjar algebra och statistik
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TATA 16

Hemsida: courses.mai.liu.se/GU/TATA16

e Innehaller alla slags aldre och nyare material.

e Obs foreldsarbyte: vi kan avvika fran tidigare struktur, innehallet dock
forblir.

e Tidsplanen ar preliminar, ordningen kan andras.
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https://courses.mai.liu.se/GU/TATA16
https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
https://textbooks.math.gatech.edu/ila/index2.html
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Kursbok: L. Andersson m.fl.: Linjdr algebra med geometri. Studentlitteratur.
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TATA 16

Hemsida: courses.mai.liu.se/GU/TATA16

e Innehaller alla slags aldre och nyare material.

e Obs foreldsarbyte: vi kan avvika fran tidigare struktur, innehallet dock
forblir.

e Tidsplanen ar preliminar, ordningen kan andras.
Kursbok: L. Andersson m.fl.: Linjdr algebra med geometri. Studentlitteratur.

Vidare kallor (icke-obligatoriska):

3Bluel1Brown: Essence of Linear Algebra
(korta YT-videor)

D. Margalit, J. Rabinoff: Interactive Linear Algebra
(interaktiv bok fran Georgia Tech)

C. D. Meyer: Matrix Analysis and Applied Linear Algebra. SIAM, 2000
(matematisk bok pa riktigt) 3/49
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
https://textbooks.math.gatech.edu/ila/index2.html

TATA 16

Undervisningsmoment: forelasningar + lektioner + mentorspass.
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TATA 16

Undervisningsmoment: forelasningar + lektioner + mentorspass.
Kontrollskrivning: 29 oktober

Tenta: 16 december
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Vektorer



Vad ar reella tal?

Ett reellt tal kan tolkas som en punkt pa en rat horisontell linje:

® ®
—2 3
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Vad ar reella tal?

Ett reellt tal kan tolkas som en punkt pa en rat horisontell linje:

® ®
—2 3

Eller som en rorelse fran noll till denna punkt:

Y

<
«

-2 0 3

Motsatt tecken motsvarar motsatt riktning pa pilen:

< !
«<

Y
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Vad ar reella tal?

Att addera tva tal uppfattas da som att stegvis utfora tva rorelser:
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Vad ar reella tal?

Notera kommutativiteten:
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Vad ar reella tal?

Att multiplicera med ett positivt reellt tal (faktor) betyder att skala
(férlanga/forkorta) pilen:

0 2

Y

Y

4+ o o+

-
>
L.g

2

(Vad hander om faktorn &r negativ?)
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Vad hander i hogre dimension?

Nu vill vi gora samma saker "i hogre dimension”.
Bdsta satt att visualisera ar i ett (2D-) plan eller ett (3D-) rum.

Vi ska dock borja med en hardkokt matematisk definition.
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Vektorer - matematisk definition

Definition 1.1 (koordinatvektor, euklidiskt rum)

Lat n € N. En koordinatvektor v ar en ordnad n-tupel av reella tal.

Man skriver:
U1

V2
U3

Un—1
Un
dar v, ...,v, ar reella tal.

Mangden av alla sadana koordinatvektorer betecknas R™ och kallas
ett reellt euklidiskt rum.

Talet » kallas i denna kontext dimensionen av R".
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Koordinatvektorer - exempel

koordinatvektorer

fran R7:

koordinatvektorer koordn:atv:egktorer

fran R2: fran R°:
ran R=: 1 0
2 0
1

1 1 - 0 3 3 0
5 . 2 5 3 4 0
g —4 % 5 1
6 0
7 0
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Koordinatvektorer

Datavetarens perspektiv:
Vektor ar en ordnad lista av data.
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Koordinatvektorer

Datavetarens perspektiv:
Vektor ar en ordnad lista av data.

OBS: Ordning spelar roll!

12/49



Typografiskt kommentar

Det ar lampligt att skilja vektorer fran skalarer (reella tal) typografiskt.
I tryckt form:
v (fetstil) eller 7 (kursiv + pil)

I handskrift:

o (klassiskt)
(om du dr lat)

S

<

(om du dr lat och tror pd komplexa tal)

v (om du dr lat och modig - ej rekommenderat)
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Koordinatvektorer

Notation:
Om vi behover spara plats, far vi skriva

U1
V2
(v1,v2,... ,Un)T =
Un
Exempel (i R?):

3

3,4, 5T=14

5

Denna notation ska senare dven fa en djupare mening.
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Vektorer - geometrisk tolkning i planet

Betrakta det tvadimensionella planet, infor en punkt O (origo) och de kar-
tesiska koordinataxlarna.
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Vektorer - geometrisk tolkning i planet

Betrakta det tvadimensionella planet, infor en punkt O (origo) och de kar-
tesiska koordinataxlarna.

Koordinatvektorn v = <U1> tolkas da som punkten V:
V2
Ve-------------+ r U2
|
|
|
1
(% O

v; = punktens horisontala position,
vy = punktens vertikala position.
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Vektorer - geometrisk tolkning i planet

Vektorn v = </U1> kan vidare tolkas som en pil med foten i origo och
V2
spetsen i punkten V:
WV (Qasecsscsssssssg - U2
| v
5 0
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Pilen v kallas ortsvektorn for punkten V. Pilen har en riktning och storlek
(langd).
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Vektorer - geometrisk tolkning i planet

Vektorn v = </U1> kan vidare tolkas som en pil med foten i origo och
V2
spetsen i punkten V:
WV (Qasecsscsssssssg - U2
| v
’L;l O

Pilen v kallas ortsvektorn for punkten V. Pilen har en riktning och storlek
(langd).

Fysikerns perspektiv:
Vektor ar en fysikalisk storhet med riktning och storlek.
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Vektoraddition - matematisk definition

Definition 1.2 (vektoraddition)

Lat u, v € R", namligen

Uy (%}
Ug V2
u= 9 vV =
Unp, Un
Deras summa definieras som
Uy + v
U + Vo
u+v=
Uy, + U

e OBS! Bade u och v maste ha samma antal komponenter (n).

e Vi adderar ihop komponenterna pa samma plats i varsin vektor.

e Resultatet blir en ny koordinatvektor. o



Vektoraddition - geometrisk tolkning

Betrakta ortsvektorer i planet (n = 2). Summan u + v kan uppfattas geo-
metriskt som tva konsekutiva rorelser:
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Vektoraddition - geometrisk tolkning

Betrakta ortsvektorer i planet (n = 2). Summan u + v kan uppfattas geo-
metriskt som tva konsekutiva rorelser:

v (férskjuten)

Observera:

e Pilen v forskjuts sa att dess fot ar w:s spets.
e Resultatet u + v blir en ny ortsvektor med foten i origo.
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Addition av vektorer

Observera kommutativiteten - alltid galleru+v =v +
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Addition av vektorer

Observera kommutativiteten - alltid galleru+v =v +
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Addition av vektorer

Exempel.
Lat

<) ()

Hitta summan u + v bade geometriskt och genom en direktrakning med
koordinatvektorer.
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Addition av vektorer

Vi kan ocksa blanda punkter och pilar (om vi vet vad vi gor):

u—+v

OoBS!

e Har betecknar vi punkten med dess ortsvektors symbol u.

e En punkt och dess ortsvektor kan identifieras, dvs. uppfattas som tva
tolkningar av samma sak.
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Definition 1.3 (nollvektorn i R”.

Koordinatvektorn

kallas nollvektorn.

Observera:
Denna ar en koordinatvektor fran R™. | kolonnen finns alltsa »n nollor.
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Nollvektorn - geometriskt

Falls vi interpreterar nollvektorn 0 som en punkt, da ar den origo.
Falls som en ortsvektor, da har den bade sin fot och spets i origo.

Dess storlek ar da noll och den saknar riktning (den enda ortsvektorn med
dessa tva egenskaper).
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Multiplikation av en vektor med en skalar

Reella tal kallas for skalarer.

Definition 1.4 (skalarmultipel av en vektor)

Lat ¢ € R. Lat

Koordinatvektorn cv definieras som
C- U1

C- U2

)
<
I

C: Up
och kallas skalarmultipeln av v med faktorn c.
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Multiplikation av en vektor med en skalar - geometriskt

Lat v vara en ortsvektor i planet och c vara ett reellt tal (skalar). Multipli-
cering v med c tolkas geometriskt sa har:

2v

—2v

Om ¢ # 0, resultatet ar en ny ortsvektor med antingen samma eller motsatt
riktning och andrade storlek (i fall att ¢ # +1).
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Skalarmultiplikation av vektorer

Att multiplicera ortsvektorn v med skalaren c betyder att

e skala (forlanga/forkorta) v med faktor ¢, om ¢ > 0;
e forvandla den till nollvektorn, om ¢ = 0.

e skala v med faktor |c| och spegla den genom origo, om ¢ < 0;

Slogan:
"Skalarer skalar”

26/49



Skalarmultiplikation av vektorer

Att multiplicera ortsvektorn v med skalaren c betyder att

e skala (forlanga/forkorta) v med faktor ¢, om ¢ > 0;
e forvandla den till nollvektorn, om ¢ = 0.
e skala v med faktor |c| och spegla den genom origo, om ¢ < 0;

Slogan:
"Skalarer skalar”

Tips:
Jamfor detta samt vektoradditionen med vad vi gjorde med reella tal!
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Vektorsubtraktion

Konvention:
Symbolen —v betyder (—1)v, bade for koordinat- och ortsvektorer.
Vektorn u — v ar definierad somu + (—v) =u+ (—1)v.
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Vektorsubtraktion

Konvention:
Symbolen —v betyder (—1)v, bade for koordinat- och ortsvektorer.

Vektorn u — v ar definierad somu + (—v) =u+ (—1)v.

Geometriskt (i planet):
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Riktade strackor

Vi har betraktat (t. ex. vid geometriska additionen) tva pilar som lika om de
"ar forskjutna i forhallande till varandra”:

b+1)2

- V2
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Riktade strackor

Vi har betraktat (t. ex. vid geometriska additionen) tva pilar som lika om de
"ar forskjutna i forhallande till varandra”:

b+1)2 *********

—————————————— - U

|
|
V1 o) a + U1

Det kan formaliseras lite mer pa foljande satt:
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Riktade strackor

Betrakta punkter U, V i planet och dess ortsvektorer u, resp. v. (Bara har
skriver jag olika bokstaver).
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Riktade strackor

Betrakta punkter U, V i planet och dess ortsvektorer u, resp. v. (Bara har

/
UV

Vv

Pilen med fot.erQ i U och spetsen i V kallas en riktad stracka fran U till V.
Symboliskt: UV.
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Betrakta punkter U, V i planet och dess ortsvektorer u, resp. v. (Bara har

/
UV

Vv

Pilen med fot.erQ i U och spetsen i V kallas en riktad stracka fran U till V.
Symboliskt: UV.

Fraga:
Vilken ortsvektor motsvarar "rorelsen” fran U till V?

29/49



Riktade strackor

Betrakta punkter U, V i planet och dess ortsvektorer u, resp. v. (Bara har

/
UV

Vv

Pilen med fot.erQ i U och spetsen i V kallas en riktad stracka fran U till V.
Symboliskt: UV.

Fraga:
Vilken ortsvektor motsvarar "rorelsen” fran U till V?

Svar:
Det ar orstvektorn v — u.
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Vektorer som ekvivalensklasser

Det leder till foljande beskrivning:

En vektor ar en mangd av alla riktade strackor som uppstar genom en for-
skjutning av samma ortsvektor.
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Vektorer som ekvivalensklasser

Det leder till foljande beskrivning:

En vektor ar en mangd av alla riktade strackor som uppstar genom en for-
skjutning av samma ortsvektor.

Alternativt:

En vektor ar en mangd av alla riktade strackor med samma riktning och
storlek.
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Vektorer som ekvivalensklasser

Det leder till foljande beskrivning:

En vektor ar en mangd av alla riktade strackor som uppstar genom en for-
skjutning av samma ortsvektor.

Alternativt:

En vektor ar en mangd av alla riktade strackor med samma riktning och
storlek.

OBS!

Tills vidare ska vi saga bara "vektor” om det inte behovs att explicit skilja
mellan orts-, koordinatvektorer och vektorer i ovan angivna mening (som
mangder av riktade strackor).
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Egenskaper av addition och skalarmultiplikation

Sats 1.5 (egenskaper av aritmetiska vektoroperationer)

Ldt u,v,w € R" och ldt a,b € R. Da gdller det foljande:
(i) a(bu) = (ab)u;

(i) (a+ b)u= au + bu;

(iii) a(u+v) = au+av;

(iv) u+v=v+u
(V) u+ (v+w) = (u+v)+w

(Vi) u+0= u;

(vii) u+ (—u) = 0.

e Samma som de klassiska raknereglerna for reella tal (fallet n = 1).
e Klart att det galler for koordinatvektorer (anvand Def. 1.2 och Def. 1.4).
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Egenskaper av addition och skalarmultiplikation

Exempel.
Illustrera geometriskt att regeln (v) fran Sats 1.5 galler.
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Linjarkombinationer

Definition 1.6 (linjarkombination)

Lat vy, va, ..., vy vara koordinatvektorer fran R™. Lat ¢1, ca, . . ., ¢ vVara
reella tal. Vektorn

C1V1 + CoVy + - - - + Cp Vg

kallas en linjarkombination (LK) av vektorerna vy, ..., v;.

OBS!

e Talen k (antalet vektorer) och n (antalet komponenter i varje vektor) har
inget samband. Man kan kombinera godtyckligt manga vektorer.

e Summa-symbolen anvands:

k

E CjVj = c1Vy + ceve + - + CpVg.
Jj=1
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Linjarkombinationer

Exempel.
Lat

<) () ()

Rita deras foljande LK:
—2u + 2v,

1
—2u+2v+ gw.
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Linjarkombinationer

Exempel.
Lat a,b € R". (Vi ska rita illustrationen i R?, men problemet har samma
[6sning i alla R™.)
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Linjarkombinationer

Exempel.

Lat a,b € R". (Vi ska rita illustrationen i R?, men problemet har samma
[6sning i alla R™.)

e Latm vara punkten som ligger i mitten pa segmentet (rata strackan) mel-
lan a och b. Uttryck m med hjalp av a och b.
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Linjarkombinationer

Exempel.
Lat a,b € R". (Vi ska rita illustrationen i R?, men problemet har samma
[6sning i alla R™.)

e Latm vara punkten som ligger i mitten pa segmentet (rata strackan) mel-
lan a och b. Uttryck m med hjalp av a och b.

e Lat c vara punkten som ligger pa segmentet mellan a och b och delar det
i forhallandet o/ (har o, 8 > 0). Uttryck ¢ med hjalp av a och b.
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| planet (2D) definierar vi dessa speciella vektorer:

) =)
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| planet (2D) definierar vi dessa speciella vektorer:

) =)

| (3D-) rummet:

o

e = eo= 1|11, e3 =

S O =
—_

OBS!

e Samma beteckning! Man maste sdga om det handlar om 2D-planet (R?)
eller 3D-rummet (R3).
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| planet (2D) definierar vi dessa speciella vektorer:

) =)

| (3D-) rummet:

o

e = e=|1], e3 =

S O =
—_

OBS!

e Samma beteckning! Man maste sdga om det handlar om 2D-planet (R?)
eller 3D-rummet (R3).

e Fysiker (och andra) skriver ofta i, j, k istdllet for e, es, 3.
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| planet (2D) definierar vi dessa speciella vektorer:

) =)

| (3D-) rummet:

o

e = e=|1], e3 =

S O =
—_

OBS!

e Samma beteckning! Man maste sdga om det handlar om 2D-planet (R?)
eller 3D-rummet (R3).
e Fysiker (och andra) skriver ofta i, j, k istdllet for e, es, 3.

e Kursboken anvander symboler e; ocksa for andra vektorer (katteri!).
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Kanonisk bas

Definition 1.7 (kanoniska basvektorer)

Latn € N, k € {1,2,...,n}. Vektorn e; € R™ definieras som

0

e, = | 1 | «+ k:e position

0
dar "1” star pa k:e positionen raknad uppifran. Den kallas for den
k:e kanoniska basvektorn.
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Definition 1.8 (kanonisk bas)

Lat n € N. Mangden

{61,62,...,en}

kallas den kanoniska basen for R”.
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Definition 1.8 (kanonisk bas)

Lat n € N. Mangden

{61,62,...,en}

kallas den kanoniska basen for R”.

e Bild pa tavlan.

e Inom R? bestar denna bas av 2 vektorer, inom R3 av 3, osv. Inom R” in-
nehaller den n vektorer.
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Koordinater mot kanoniska basen

——————————————————————— - U9
w A
|
I U1
I V=
| Vo
|
|
| V2€2
|
|
|
|
|
|
|l
&
U1 vi€ep 0

V1

( ) = v1€1 + v2es.
V2

Observera:

Varje vektor i R? kan skrivas som en LK av e; och es.
I R?, R* osv. funkar det analogiskt.
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Allman bas i planet

Fraga:
Om vi antar tva godtyckliga vektorer by, by € R2, kan vi ocksa uttrycka varje
vektor i R? som en LK av dessa tva?
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Allman bas i planet

Fraga:
Om vi antar tva godtyckliga vektorer by, by € R2, kan vi ocksa uttrycka varje
vektor i R? som en LK av dessa tva?

Svar:
Ja, om dessa inte ar "parallella”.
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Allman bas i planet
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Allman bas i planet

Lat by, b, € R2\{0} vara tva vektorer sadana att b, inte ar en skalarmultipel
av by (dvs. "ej parallella”).
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dvs. det finns (skalara) konstanter &, k> € R sadana att

vV = klbl + /{ngg.

Vektorn (Zl> kallas da v:s koordinater mot basen 5.
2
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Allman bas i planet

Lat by, b, € R2\{0} vara tva vektorer sadana att b, inte ar en skalarmultipel
av by (dvs. "ej parallella”).

Mangden B = {by,b,} kallas da en bas av R?.

Da kan varje vektor v € R? uttryckas som en linjarkombination av b; och b,
dvs. det finns (skalara) konstanter &, k> € R sadana att

vV = klbl + /{ngg.

Vektorn (Zl> kallas da v:s koordinater mot basen 5.
2

Slogan:
"Basvektorer bestammer rutnatet.”
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Storlek av en vektor

avstand = |vg|

A
Y

avstand = |vy|

Fraga:
Vilken ar den roda pilens langd?
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Storlek av en vektor

Definition 1.9 (storlek av en vektor)

Lat
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Storlek av en vektor

Definition 1.9 (storlek av en vektor)

Lat

e Tank pa Pythagoras sats i R? eller R3.
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Storlek av en vektor

Definition 1.9 (storlek av en vektor)

Lat

e Tank pa Pythagoras sats i R? eller R3.
e Storleken dr ett icke-negativt reellt tal.
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Storlek av en vektor

Definition 1.9 (storlek av en vektor)

Lat

e Tank pa Pythagoras sats i R? eller R3.
e Storleken dr ett icke-negativt reellt tal.
e Man kan saga "langd” i stallet for "storlek” (kan vara vilseledande).
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Storlek av en vektor

Definition 110 (enhetsvektor)

Lat v € R™. Vektorn v kallas for en enhetsvektor om

[v| = 1.

e Enenhetsvektor kan havilken riktning som helst. Dess storlek maste dock
vara 1.
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Storlek av en vektor

Exempel.
Lat v € R™\{0}. Hitta enhetsvektorn w € R™ som har samma riktning som v.
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Storlek av en vektor

Exempel.
Lat v € R™\{0}. Hitta enhetsvektorn w € R™ som har samma riktning som v.

Svar:

Det blir |
W= —V.
|v|

Ingen annan vektor uppfyller det.
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Storlek av en vektor

Exempel.
Lat v € R™\{0}. Hitta enhetsvektorn w € R™ som har samma riktning som v.

Svar:

Det blir |
W= —V.

vl

Ingen annan vektor uppfyller det.

Exempel.
Nu gor samma sak for det konkreta fallet:

<
Il
W N =
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Rakneregler for storleken

Sats 1.11 (storlekens egenskaper)

Lat u,v € R™. Da gdller triangelolikheten:
[u+v| < fu] + |v].

Om c € R, da gdller
lev]|=]c]lv|.
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Anta u,v € R" (tolka dem som punkter nu). Deras (euklidiskt) avstand
betyder storleken av vektorn v — u, alltsa

v—ul  (=[u—v]).
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Exempel.
Bestam avstandet mellan punkterna (i R3):
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