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Skalarprodukt och vektorprodukt



Vinkel i planet - illustration

| planet uppfattar vi vinkeln mellan pilarna u, v som den mindre av vinklar-
na ¢1, o pa bilden:

=\V

Observera:

e Vitar alltsa den ¢ som uppfyller 0 < ¢ < 7. Har ar det ;.

e Det har ar bara ett intuitivt koncept. Vi behover en matematisk definition
av begreppet "vinkel”.
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Vinkel mellan vektorer

"intuitiv uppfattning” av begreppet "vinkel” i planet (2D)
1

en funktion som "raknar ut” vinkel fran koordinater i planet

1

generalisering av funktionen i hogre dimension (skalarprodukt)

1

matematisk definition av "vinkeln” i R2, R3, aven R".
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Inledande exempel i planet

Problem 1:
Anta tva enhetsvektorer a,b € R?. Rdkna ut vinkeln mellan dem beroende
pa deras koordinater.
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Inledande exempel i planet

Problem 1:
Anta tva enhetsvektorer a,b € R?. Rdkna ut vinkeln mellan dem beroende

pa deras koordinater.

Svar 1:

cos p = ai1by + asbs (dvs. p = arccos (a1by + asbs)) .
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Inledande exempel i planet

Problem 1:
Anta tva enhetsvektorer a,b € R?. Rdkna ut vinkeln mellan dem beroende
pa deras koordinater.

Svar 1:

cos p = ai1by + asbs (dvs. p = arccos (a1by + asbs)) .

Problem 2:
Anta tva allmanna vektorer u,v € R? \ {0} och utfér samma sak.

Svar 2:

U1V1 + U2V2 U1V1 + UV2
cosSpp = —————— dvs. = arccos | ———— .
ul|v] [ul|v|
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Skalarprodukt

Definition 2.1 (skaldrprodukt)

Lat u, v vara vektorer fran R™. Deras skalarprodukt definieras som

n
u-v= E UV = U1V + UgVg + - -+ + Up Uy .-
k=1
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Skalarprodukt

Definition 2.1 (skaldrprodukt)

Lat u, v vara vektorer fran R™. Deras skalarprodukt definieras som

n
u-v= E UV = U1V + UgVg + - -+ + Up Uy .-
k=1

e Skaldrprodukten av tva vektorer &r en skalar (ett reellt tal).
e OBS: skalarprodukt # skalarmultipel!

e Alternativa namn: standardskalarprodukt, (standard-) inre produkt.
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Skalarprodukt och 2D-geometri

En annan geometrisk tolkning av skalarprodukten i R? (bild pa tavlan):
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Skalarprodukt och 2D-geometri

En annan geometrisk tolkning av skalarprodukten i R? (bild pa tavlan):

e Fatta u, v som ortsvektorer, namligen pilar.

e Utfor den ortogonala projektionen av v mot den linje som innehaller
pilen u. Multiplicera resultatets storlek med storleken av u. Sa far du ta-
let ju-v|.
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Skalarprodukt och 2D-geometri

En annan geometrisk tolkning av skalarprodukten i R? (bild pa tavlan):

e Fatta u, v som ortsvektorer, namligen pilar.

e Utfor den ortogonala projektionen av v mot den linje som innehaller
pilen u. Multiplicera resultatets storlek med storleken av u. Sa far du ta-
let ju-v|.

e Omu-v > 0, pekar pilarna u, v "principiellt & samma hall".

e Omu-v < 0, pekar pilarna u, v "principiellt at motsatt hall”.

e Omu-v =0, ar pilarna vinkelratta.

Analogiskt kan man tanka i R3, dven i R™.
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Vad ar en vinkel i ett godtyckligt euklidiskt rum?

Sats 2.2 (Cauchy-Schwarz olikhet)

Lat u, v vara vektorer fran R™. Da galler

la-v| <fullv].
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Vad ar en vinkel i ett godtyckligt euklidiskt rum?

Sats 2.2 (Cauchy-Schwarz olikhet)

Lat u, v vara vektorer fran R™. Da galler

la-v| <fullv].

Definition 2.3 (vinkel)

Lat u,v € R™ \ {0}. Vinkeln mellan u och v definieras som talet

(5iri)
@ =arccos [ —— | .
[ulfv|
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Vad ar en vinkel i ett godtyckligt euklidiskt rum?

Sats 2.2 (Cauchy-Schwarz olikhet)

Lat u, v vara vektorer fran R™. Da galler

la-v| <fullv].

Definition 2.3 (vinkel)

Lat u,v € R™ \ {0}. Vinkeln mellan u och v definieras som talet
@-arccos(u.v)
ullvl /-

e Tack vare Cauchy-Schwarz galler —1 < iy < 1, darfor ar arccos (\:fuvﬂ)
definierat.

e Vinkeln ¢ ligger da i intervallet [0, ¢].
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Skalarprodukt och vinkel en gang till

Observera:
Omu,v € R™ och ¢ ar vinkeln* mellan dem, da galler:

u-v = |u||v]cos .

*Definierat genom Def. 2.3.
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Rakning med skalarprodukt och storlek

Sats 2.4 (skaldarproduktens egenskaper)

Lat u, v, w vara veRtorer fran R™ och lat c € R. Da gdller det féljande:
(u-v=v-u

(i) u-(v+w)=u-v+u-w

(iii) (cu)-v=c(u-v);

(iv) u-u=|u]®> > 0.
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Exempel.
Lat u, v vara vektorer sadana att [u| = 2 och |v| = 3 och vinkeln mellan dem
ar %. Finn vardet

(2u+ 3v) - v.
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Exempel.
Lat u, v vara vektorer sadana att [u| = 2 och |v| = 3 och vinkeln mellan dem
ar %. Finn vardet

(2u+ 3v) - v.

Exempel.

Finn vinkeln mellan vektorerna a = < 23), b= (i)
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Parallella och ortogonala vektorer

Lat u, v vara vektorer fran R™.

Vi sager att u och v ar ortogonala (vinkelrdtta) om
u-v=_0.

Notation: u | v.

10/24



Parallella och ortogonala vektorer

Lat u, v vara vektorer fran R™.
Vi sager att u och v ar ortogonala (vinkelrdtta) om
u-v=_0.

Notation: u | v.

Vi sdger att u och v ar parallella om om det finns en skalar ¢ € R sa att
u=~cyv.

De ar alltsa fallet da bade tva ortsvektorer u, v har samma eller motsatt
riktning.

Notation: u || v.
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Parallella och ortogonala vektorer

Lat u, v vara vektorer fran R™.
Vi sager att u och v ar ortogonala (vinkelrdtta) om
u-v=_0.

Notation: u | v.

Vi sdger att u och v ar parallella om om det finns en skalar ¢ € R sa att
u=~cyv.

De ar alltsa fallet da bade tva ortsvektorer u, v har samma eller motsatt
riktning.

Notation: u || v.
Observera:
Nollvektorn ar bade parallell med och ortogonal mot varje vektor i R™.
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Pythagoras sats

Sats 2.5 (Pythagoras)

Lat u,v € R™. Da dr de féljande pdstdenden ekvivalenta:
(i) u-v=0;
(i) [u+v]®=[u®+ |v|%

Vektorer u, v, u + v (som pilar) utformar sidorna i en triangel.

Pythagoras sats sager att (ii) galler om och endast om triangeln ar rat-
vinklig med kateterna u och v.

Satsen galler inte bara i R?-planet, utan i alla R™.
Bevisa satsen genom att anvanda Sats 2.4(iv).
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Tre oberoende vektorer i R

OBS!

Det som vi kommer att géra nu funkar endast i R3.
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Tre oberoende vektorer i R

Mal:
Anta tva icke-parallella vektoreru, v € R3. Vivill konstruera en tredje vektor
w € R3\ {0} som dr ortogonal bade mot u och v.
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Tre oberoende vektorer i R

Mal:
Anta tva icke-parallella vektoreru, v € R3. Vivill konstruera en tredje vektor
w € R3\ {0} som dr ortogonal bade mot u och v.

Observera:
Om pilarna u, v ligger i tavlans plan, ska w peka antingen "mot salen” eller
"mot vaggen”.
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Orientering av en vektortrippel

Anta tre vektorer u,v,w € R?\ {0} sadana att de inte ligger i samma plan
om vi uppfattar dem som ortsvektorer, dvs. pilar.
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Orientering av en vektortrippel

Anta tre vektorer u,v,w € R?\ {0} sadana att de inte ligger i samma plan
om vi uppfattar dem som ortsvektorer, dvs. pilar.

Den ordnade trippeln (u, v, w) kallas ett hogersystem om den minsta vrid-

ningen som 6verfor vektorn u till v:s riktning ses moturs fran spetsen av w.

Annars kallas (u, v, w) ett vanstersystem.
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Orientering av en vektortrippel

Anta tre vektorer u,v,w € R?\ {0} sadana att de inte ligger i samma plan
om vi uppfattar dem som ortsvektorer, dvs. pilar.

Den ordnade trippeln (u, v, w) kallas ett hogersystem om den minsta vrid-
ningen som 6verfor vektorn u till v:s riktning ses moturs fran spetsen av w.

Annars kallas (u, v, w) ett vanstersystem.

Ett annat satt: hogerhandsregeln

Pekfingret: forsta vektor u
Langfingret: andra vektor v
Tummen: tredje vektor w
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Orientering av en vektortrippel

Ett annat satt: det "naturliga ordningen” pa (e, ez, e3) :

e; ... horisontellt at hoger i tavlans plan
e ... vertikalt uppat i tavlans plan

es €9
(mot vdggen)
_e3
es e €1
(mot salen)
(61762703) (91762,‘*93)
hogersystem vanstersystem
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Tillbaka till problemet

Anta icke-parallella u, v € R?. Vi vill fa en ny vektor betecknad u x v, kallad
vektorprodukten av u och v, med dem foljande egenskaperna:
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Tillbaka till problemet

Anta icke-parallella u, v € R?. Vi vill fa en ny vektor betecknad u x v, kallad
vektorprodukten av u och v, med dem foljande egenskaperna:

e (uxv) Luoch(uxv)_Lyv
e (u,v,u x v) ar ett hogersystem;

e |ux v| = |ul|lv|siny, dar e arvinkeln mellan u och v.
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Tillbaka till problemet

Anta icke-parallella u, v € R?. Vi vill fa en ny vektor betecknad u x v, kallad
vektorprodukten av u och v, med dem foljande egenskaperna:

e (uxv) Luoch(uxv)_Lyv
alternativt: (ux v) -u= (uxv)-v=0

e (u,v,u x v) ar ett hogersystem;

e |ux v| = |ul|lv|siny, dar e arvinkeln mellan u och v.
alternativt: [u x v|? = [u]?|[v]? — (u-v)?
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Vektorprodukt

Definition 2.6 (vektorprodukt)

Lat u, v € R®. Da definieras vektorprodukten av u och v som vektorn

U2V3 — U3V2
uxv=|uzv, —uvs | € R
U1V2 — U2V
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Vektorprodukt

Definition 2.6 (vektorprodukt)

Lat u, v € R®. Da definieras vektorprodukten av u och v som vektorn

U2V3 — U3V2
uxv=|uzv, —uvs | € R
U1V2 — U2V

e Detta gar endast i R®. | andra R” finns ingen vektorprodukt.
e Vektorprodukten av tva vektorer fran R3 ar en vektor fran R3,

e Alternativt namn: kryssprodukt.
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Vektorprodukt - minnesregel

Exempel.
Lat
-1 1
u=1| 1 |, v=1 0
3 -2
Hitta u x v.
Tips:

Ett satt att minnas vektorproduktens definition: s. k. Sarrus regel.

(Samband med determinant - vi ska se det senare.)
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Vektorprodukt - minnesregel

€ U3 V1

€ Ug V2 U20V3 — U3V2
€3 U3 U3 uXxXvVv=|usvy —uUivsy
€1 ur v U1V2 — U2y
€2 U2 U2

uxXv= (’UQ’U:; — U3U2) e + (U3U1 — ulvg) ey + (U1U2 - Ugvl) €3
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Vektorprodukt - minnesregel

€ U V1

€ Ug V2 UgV3 — U3V2
€3 U3 U3 uXxXvVv=|usvy —uUivsy
€q uy U1 U1V — U2V
€2 U2 U2

u X v = (ugu3 — ugvz) ey + (uzvy — u1v3) €z + (u1va — uzv1) €3
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Vektorprodukt - minnesregel

€ U V1

€y U2 V2 U20V3 — U3V2
€3 U3 V3 uXxXvVv=|uzvy —uUivsy
€ uyr v U1V — UV
€2 U2 U2

uxXv= (U2U3 — U3U2) e + (113’1,‘1 — ulvg) es + (U1U2 — Ugvl) €3
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Vektorprodukt - minnesregel

€ U V1

€ Ug V2 UgV3 — U3V2
€3 U3 U3 uXxXvVv=|usvy —uUivsy
€1 Uy V1 U1V — U2V
€2 U2 V2

u X v = (ugv3 — ugvz) ey + (uzvy — u1v3) €z + (u1v2 — uzv1) €3
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Vektorprodukt - minnesregel

€ U V1

€ Ug V2 U2V3 — U3V2
€3 U3 V3 uXxXvVv=|ugvy —uUivsy
€1 Uy V1 U1V — UV
€ Ug U2

uxv= (Ugl}g - USUQ) e + (U3U1 — U1U3) es + (’U,l’l,‘g — Ugvl) es
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Vektorprodukt - minnesregel

€ U V1

€ Ug V2 U20V3 — U3V2
€3 U3 U3 uXxXvVv=|usvy —uUivsy
€ U;r v U1V — U207
€2 U2 U2

u X v = (ugv3 — ugvz) ey + (uzvy — u1v3) €z + (u1va — uzv1) €3
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Vektorprodukt - egenskaper

Vektorprodukten definierad genom Def. 2.6 har verkligen de onskade egen-
skaperna. Vi kan presentera dem inom en sats.

Sats 2.7 (vektorproduktens egenskaper)

Latu,v € R3. Da galler:
(i) Wxv)-u=00ch (uxv) v=0;

(i) [uxv]® = [u?|v|]? - (u-v)2
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Vektorprodukt - egenskaper

Vektorprodukten definierad genom Def. 2.6 har verkligen de onskade egen-
skaperna. Vi kan presentera dem inom en sats.

Sats 2.7 (vektorproduktens egenskaper)

Latu,v € R3. Da galler:
(i) Wxv)-u=00ch (uxv) v=0;

(i) [uxv]® = [u?|v|]? - (u-v)2

Exempel.
Bevisa att egenskapen (ii) i Sats 2.7 ar ekvivalent till pastaendet:

lu x v| = |u]|v|sin ¢, dar ¢ ar vinkeln mellan u och v.
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Vektorprodukt - geometrisk tolkning

Observera:
Vardet |u||v|sin ar arean A av parallellogrammen med sidorna u och v
(uppfattade som ortsvektorer).

Vektorprodukten uxv ar darfor en vektor ortogonal mot parallellogrammen
och dess storlek ar A.
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Vektorprodukt - vidare egenskaper

Sats 2.8 (vektorproduktens egenskaper)

Latu,v,w € R3 och c € R. Dd gdller:
() uxv=—vxu
(i) (cu) x v=c(uxv);

(i) (m+w)xv=uxv+wxyv.
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Trippelprodukt

Definition 2.9 (trippelprodukt)

Lat u,v,w € R3. Da kallas talet
(uxv) -w

trippelprodukten av vektorerna u, v, w.

e Trippelprodukten ar en skalar, dvs. (u x v) - w € R.
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Trippelprodukt - geometrisk tolkning

Exempel.
Visa att vardet
[(wxv) - wl
ar volymen av parallellepipeden med sidorna u, v och u x v (uppfattade
som ortsvektorer).

Exempel.
Bestam om ortsvektorerna

1
a=12|, b=]|-1|, c¢=]25
0

ligger i samma plan.

Ekvivalent formulering: Bestim om punkterna a, b, c, 0 ligger i samma plan.
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