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Linjer, plan och
ortogonalprojektioner



Linje i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva en linje i R*?
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Linje i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva en linje i R*?

p... lokalorigo
r... riktningsvektor p+2r

p+3r

Observera:
Varje punkt x pa linjen kan anges i form x = p + tr, dar ¢t € R.
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Linje i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva en linje i R*?

p... lokalorigo
r... riktningsvektor p+2r

p+3r

Observera:
Varje punkt x pa linjen kan anges i form x = p + tr, dar ¢t € R.

e Kan vi valja ett annat lokalorigo?
Ja, men det maste ligga pa linjen.

e Kan vi valja en annan riktningsvektor?
Ja, men den maste vara en nollskild multipel av r.
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Linje - formell definition

Definition 3.1 (linje)

Latn € N,n > 2,p € R* ochr € R\ {0}. Mangden
L={p+ir|teR} (1)
kallas en linje. Ekvationen

Xx=p+ir (2)
kallas L:s parameterekvation. | den kallas p ett lokalorigo och r en
riktningsvektor till L.
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Linje - formell definition

Definition 3.1 (linje)

Latn € N,n > 2,p € R® ochr € R™\ {0}. Mdngden
L={p+ir|teR} (1)
kallas en linje. Ekvationen
X=p-+ir (2)
kallas L:s parameterekvation. | den kallas p ett lokalorigo och r en
riktningsvektor till L.

Linjen L bestar exakt av alla punkter x € R” som uppfyller (2).
Detta kan anvéndas i varje R med n > 2. Vifokuserar mest pa R? och R3.

Punkten p och vektorn r r inte entydigt bestimda (flera parameterekva-
tioner beskriver samma linje).

Riktningsvektorn r far inte vara noll. Da skulle L besta av en enda punkt.
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Linje i R? - notation

Allméan notation i R™:
s

T
Ekvationen x = p + tr kan alltsa skrivas som
Z1 P1 U1
= |+t

'/I:'IL pﬂ, /Uﬂ,
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Linje i R? - notation

Allméan notation i R™:
s

Tn

Ekvationen x = p + tr kan alltsa skrivas som

I"L pﬂ, Un
Vanligare notation i R? och R3:

i I
<T> i stallet for <x1>; y | istillet for | o
Y T2

z I3
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Linje i R? - notation

En parameterekvation for en linje i R? kan vi alltsa skriva som:

(o) =G ()

Analogiskt for en linje i R3:

p1 U1
=|p2| +t| v
z Pp3 U3
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Linje bestamd av tva punkter

Exempel.
Hitta linjen (i R®) som gar genom punkterna

2 —1
b= -3 och c=1\| 4
) 1

Svara genom att skriva endast linjens parameterekvation (jfr. (2)) eller att
ange L pa mangdform (jfr. (1)). Hitta tva olika ratta l6sningar.
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Linje i R? - alternativ beskrivning

Sats 3.2 (normalform av en linje i R?)

Lat L c R? vara en linje. Dd finns A, B,C € R sadana att L bestdr av

och endast av punkterna <x> € R? som uppfyller ekvationen
Y

Az + By +C = 0. (3)

Denna Rallas L:s normalekvation.

e OBS! Denna beskrivning av en linje ar mojlig endast i R2.
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Linje i R? - alternativ beskrivning

Sats 3.2 (normalform av en linje i R?)

Lat L c R? vara en linje. Dd finns A, B,C € R sadana att L bestdr av

och endast av punkterna <x> € R? som uppfyller ekvationen
Y

Az + By +C = 0. (3)

Denna Rallas L:s normalekvation.

e OBS! Denna beskrivning av en linje ar mojlig endast i R2.
e Omvibyter A, B,C'i (5) mot kA, kB, kC, dar k€ R\{0}, far visamma linje.
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Linje i R? - alternativ beskrivning

Fraga:
Kan vi vaxla mellan parameter- och normalekvationen pa ett bra satt?

Svar:
Ja, det finns ett enkelt samband.
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Normalvektor till en linje i R?

Definition 3.3 (normalvektor till en linje i R?)

Lat L c R? vara en linje med en riktningsvektor r. En godtycklig vektor
n € R?\ {0} som uppfyller
n-r=0

kallas en normalvektor till linjen L.
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Normalvektor till en linje i R?

Definition 3.3 (normalvektor till en linje i R?)

Lat L c R? vara en linje med en riktningsvektor r. En godtycklig vektor
n € R?\ {0} som uppfyller

n-r=0
kallas en normalvektor till linjen L.

e Riktningsvektorn r och normalvektorn n ar bestamda bara upp till en
skalarmultipel. De ar dock alltid ortogonala mot varandra.

e Nar vi kanner r, hittar vi en normalvektor enkelt, till exempel:

n= .
—u;
(Kontrollera attn-r = 0.)
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Samband mellan parameter- och normalformen (linje)

Sats 3.4 (normalekvation vs. normalvektor till en linje i R?)
En linje L c R? har en normalekvation

Az +By+C=0

om och endast om n = <2> ar en normalvektor till L.
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Linje i R? - normalform

Exempel.
Hitta en ekvation pa normalform for linjen (i R2) som gar genom punkterna
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Plan i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva ett plan i R"?

11/38



Plan i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva ett plan i R™?

11/38



Plan i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva ett plan i R™?

p... lokalorigo p

11/38



Plan i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva ett plan i R™?

p... lokalorigo p
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Plan i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva ett plan i R™?

p... lokalorigo p
q. .. riktningsvektor 1

r... riktningsvektor 2 =

Observera:
Varje punkt x i planet kan anges i formx =p + sq+tr,dars € R, t € R.
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Plan i ett hogredimensionellt rum

Problem: Hur kan vi matematiskt beskriva ett plan i R™?

p... lokalorigo p
q. .. riktningsvektor 1

r... riktningsvektor 2 =

Observera:
Varje punkt x i planet kan anges i formx =p + sq+tr,dars € R, t € R.

e Kan vivalja ett annat lokalorigo?
Ja, men det maste ligga i planet.

e Kan vi valja andra riktningsvektorer?
Ja, men de maste vara nollskilda linjarkombinationer av q och r

samt inte parallella med varandra.
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Plan - formell definition

Definition 3.5 (plan)

LatneN,n > 3ochp € R™ Latq,r € R" vara icke-parallella. Mangden
P={p+sq+tr|s,teR}
kallas ett plan. Ekvationen
X=p+sq+ir (4)
kallas P:s parameterekvation. | den kallas p ett lokalorigo och q,r
kallas riktningsvektorer till P.
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Plan - formell definition

Definition 3.5 (plan)

LatneN,n > 3ochp € R™ Latq,r € R" vara icke-parallella. Mangden
P={p+sq+tr|s,teR}
kallas ett plan. Ekvationen
X=7p-+sq+tr (4)
kallas P:s parameterekvation. | den kallas p ett lokalorigo och q,r
kallas riktningsvektorer till P.

e Planet P bestar exakt av alla punkter x € R™ som uppfyller ().
e Detta kan anvandas i varje R” med n > 3. Vi ska fokusera pa R3.

e Lokalorigo och riktningsvektorerna ar inte entydigt bestamda (flera pa-
rameterekvationer beskriver samma plan).

e Riktningsvektorerna q,r far inte vara noll. Da skulle P vara endast en

punkt eller en linje.
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Plan angivet genom tre punkter

Exempel.
Finn en parameterekvation till planet P ¢ R? som innehaller punkterna

4
;b= [5], c¢=
6

<

Il
W N =
© oo O
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Plan angivet genom tre punkter

Exempel.
Finn en parameterekvation till planet P ¢ R? som innehaller punkterna

<

Il
W N =

o

Il
S Ot

(<]

Il
© oo O
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Plan i R? - alternativ beskrivning

Sats 3.6 (normalform av ett plan i R?)

Lat P c R? vara ett plan. Da finns A, B,C, D € R sadana att P bestar
av och endast av punkterna (z,y, z) € R* som uppfyller ekvationen

Az +By+Cz+ D =0. (5)

Denna Rallas P:s normalekvation.

e OBS! Denna beskrivning av ett plan ar mojlig endast i R3.
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Plan i R? - alternativ beskrivning

Sats 3.6 (normalform av ett plan i R?)

Lat P c R? vara ett plan. Da finns A, B,C, D € R sadana att P bestar
av och endast av punkterna (z,y, z) € R som uppfyller ekvationen

Az +By+Cz+ D =0. (5)

Denna Rallas P:s normalekvation.

e OBS! Denna beskrivning av ett plan ar mojlig endast i R3.
e Om vi byter A, B,C,D i (5) mot kA, kB, kC, kD, dar k € R\ {0}, far vi
samma plan.

14/38



Normalvektor till ett plan i R?

Definition 3.7 (normalvektor till ett plan i R3)

Lat P c R vara ett plan med riktningsvektorer q,r € R3. En godtycklig
vektor n € R3\ {0} som uppfyller

n-.gq=0 samt n-r=0
kallas en normalvektor till planet P.
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Normalvektor till ett plan i R?

Definition 3.7 (normalvektor till ett plan i R3)

Lat P c R vara ett plan med riktningsvektorer q,r € R3. En godtycklig
vektor n € R3\ {0} som uppfyller

n-.gq=0 samt n-r=0
kallas en normalvektor till planet P.

e Riktningsvektorerna och normalvektorn ar inte entydigt bestamda. En
normalvektor n ar dock alltid ortogonal mot en riktningsvektor, oavsett
hur vi valjer riktningsvektorn i planet P.
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Normalvektor till ett plan i R?

Definition 3.7 (normalvektor till ett plan i R3)

Lat P c R vara ett plan med riktningsvektorer q,r € R3. En godtycklig
vektor n € R3\ {0} som uppfyller

n-.gq=0 samt n-r=0
kallas en normalvektor till planet P.

e Riktningsvektorerna och normalvektorn ar inte entydigt bestamda. En
normalvektor n ar dock alltid ortogonal mot en riktningsvektor, oavsett
hur vi valjer riktningsvektorn i planet P.

e Om q,r aricke-parallella riktningsvektorer, da ar en majlig normalvektor:
n=gqxr.
(Kom ihag: vektorprodukten ar ortogonal mot bade q och r.)

15/38



Samband mellan parameter- och normalformen (plan)

Sats 3.8 (normalekvation vs. normalvektor till ett plan i R3)
Ett plan P C R® har en normalekvation
Ax+By+Cz+D =0

om och endast om veRtorn

B
I
Q=

ar en normalvektor till P.
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Normalekvation till ett plan

Exempel
Finn en normalekvation till planet P ¢ R? som innehaller punkterna

1 0 2
a=|0], b=|-2], c=15
1 3 1
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Projektion mot en linje

Problem: En punkt a € R” och en linje L ¢ R™ dr angivna. Vilken punkt pa
L ligger narmast till a?
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Projektion mot en linje

Problem: En punkt a € R” och en linje L ¢ R™ dr angivna. Vilken punkt pa
L ligger narmast till a?

Observera:
Det blir punkten ¢ € L for vilken ar vektorn ¢ — a ortogonal mot linjen L
(dvs. mot dess riktningsvektor).
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Projektion mot en linje

Sats 3.9 (ortogonalprojektion mot en linje)

Lata € R" (n > 2) och ldt L C R" vara en linje med riktningsvektorn r.
Det finns exakt en punkt ¢ € L som uppfyller

(c—a)-r=0.
Denna punkt ¢ kallas ortogonalprojektionen av a mot L och kan be-
tecknas med symbolen

pry a.
Den ligger ndrmast a av alla punkter pa linjen L, alltsa
|prpa—a| =min{|b—al|be L}.
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Projektion mot en linje

Sats 3.9 (ortogonalprojektion mot en linje)

Lata € R" (n > 2) och ldt L C R" vara en linje med riktningsvektorn r.
Det finns exakt en punkt ¢ € L som uppfyller

(c—a)-r=0.
Denna punkt ¢ kallas ortogonalprojektionen av a mot L och kan be-
tecknas med symbolen

pry a.
Den ligger ndrmast a av alla punkter pa linjen L, alltsa
|prpa—a| =min{|b—al|be L}.

e OBS: Om a redan ligger pa L, da ar pr; a = a.
e Satsen galler i varje R, n > 2. Vi ska helst tillampa den i R? och R3.
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Projektion mot ett plan

Problem: En punkt a € R” (n > 3) och ett plan P ¢ R™ ar angivna. Vilken
punkti P ligger narmast till a?
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Projektion mot ett plan

Problem: En punkt a € R” (n > 3) och ett plan P ¢ R™ ar angivna. Vilken
punkti P ligger narmast till a?

Analogiskt som tidigare: vi soker en sadan punkt ¢ € P att vektorn (c — a)
ar ortogonal mot planet.

Det betyder att

(c—a)-q=0 samt (c—a)-r=0,

dar q,r ar P:s tva icke-parallella riktningsvektorer.

Det finns igen en enda punkt ¢ € P som uppfyller det.
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Projektion mot ett plan

Sats 3.10 (ortogonalprojektion mot ett plan)

Lata € R™ (n > 3) och lat P C R" vara ett med icke-parallella rikt-
ningsvektorer q,r. Det finns exakt en punkt ¢ € P som uppfyller

(c—a)-q=(c—a)-r=0.
Denna punkt ¢ Rallas ortogonalprojektionen av a mot P och kan be-
tecknas med symbolen
prpa.
Den ligger ndrmast a av alla punkter i planet P, alltsa
|prpa—al =min{|[b—a| | b € P}.
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Projektion mot ett plan

Sats 3.10 (ortogonalprojektion mot ett plan)

Lata € R™ (n > 3) och lat P C R" vara ett med icke-parallella rikt-
ningsvektorer q,r. Det finns exakt en punkt ¢ € P som uppfyller

(c—a)-q=(c—a)-r=0.
Denna punkt ¢ Rallas ortogonalprojektionen av a mot P och kan be-
tecknas med symbolen
prpa.
Den ligger ndrmast a av alla punkter i planet P, alltsa
|prpa—al =min{|[b—a| | b € P}.

e OBS: Om a redan liggeri P, da ar prpa = a.
e Satsen galler i varje R”, n > 3. Vi ska helst tillampa den i R3.
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Avstand fran en linje eller ett plan

Lat a € R™ vara en punkt och K c R” en linje eller ett plan.
Avstandet mellan a och K betyder da |a — pr al.

Exempel.
Hitta avstandet mellan punkten

och planet P ¢ R? med normalekvationen

r+4y—224+1=0.

22/38



Avstand fran en linje eller ett plan

Exempel.
Hitta avstandet mellan punkten
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Vidare objekt i R? och R?

Foljande sidor innehdller en lista pa viktiga kurvor (kagelsnitt) i R?
och andragradsytor R>.

Las detaljer i kursboken. En sammanfattning finns t. ex. ocksa pa:

https://nmd.web.illinois.edu/quadrics
https://sv.wikipedia.org/wiki/Kagelsnitt
https://sv.wikipedia.org/wiki/Andragradsyta

OBS: Se bilder i boken eller de externa kallorna! Utan dem &r listan inte
mycket bra.
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https://nmd.web.illinois.edu/quadrics
https://sv.wikipedia.org/wiki/Kägelsnitt
https://sv.wikipedia.org/wiki/Andragradsyta

Kagelsnitt i R?

Ellipsen (eller cirkeln), hyperbeln och parabeln ar kurvor i R2.

De kallas kagelsnitt (uppstar som en skarning mellan en kon och ett plan)
eller andragradskurvor i R?.

OBS!
De ar objekt i R?, alltsa i 2D-planet.
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Cirkel och ellips

Lata,b € R, a,b > 0.

Alla punkter (z,7)T € R? som uppfyller ekvationen
2 2

7+b72:1

formar en cirkel om a = b, eller en ellips om a # b.

Ekvationen

(z — 9'30)2 (y — y0)2
a? + b2 =1

ger samma kurvan forskjuten langst vektorn (zg, o) € R2.
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Hyperbel

Lata,b € R, a,b > 0.

Alla punkter (z,7)T € R? som uppfyller ekvationen

formar en hyperbel.
Ekvationen
(z — x0)° - (y — %0)° -1
CL2 b2

ger samma kurvan forskjuten langst vektorn (zg, o) € R2.
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Lata € R, a > 0.

Alla punkter (z,y)” € R? som uppfyller ekvationen

2

"
e ¥=0
formar en parabel.
Ekvationen ,
% —(y—9) =0

a

ger samma kurvan forskjuten langst vektorn (zg,yo) € R
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Andragradsytor

Objekten som foljer ar ytor i R3.
De kallas andragradsytor (deras ekvationer innehaller andragradspolynom).

OBS!
De ar objekt i R?, alltsa i 3D-rummet.
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Sfar och ellipsoid

Lata,b,c € R, a,b,c > 0.

Alla punkter (z,y, 2)T € R som uppfyller ekvationen

formar en ellipsoid. Om a = b = ¢, ar den en sfar.

Ekvationen

22 (4 — yn)2 EURY
(z fo) 4 ) + (z — 20) —1
a b? &

ger samma ytan forskjuten langst vektorn (g, yo, 20) € R3.
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Enmantlad elliptisk hyperboloid

Lata,b,c € R, a,b,c > 0.
Alla punkter (z,y, 2)T € R3 som uppfyller ekvationen

2 2 2
z
72+y7_i:1
a b2 c?

formar en enmantlad elliptisk hyperboloid. Den kallas aven en enmantlad
rotiationshyperboloid om « = b.

Ekvationen

(y — y0)2 (2 — 20)2
+ b2 2 =1

(z — )2

a

ger samma ytan forskjuten langst vektorn (zo, yo, 20) € R3.
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Tvamantlad elliptisk hyperboloid

Lata,b,c € R, a,b,c > 0.
Alla punkter (z,y, 2)T € R som uppfyller ekvationen

$2 y2 22

a? b2 2

formar en tvamantlad elliptisk hyperboloid. Den kallas aven en tvamantlad
rotiationshyperboloid om a = b.

Ekvationen

(z —2580)2 i (y — ¥0)* - (2 — 20)* -1
a b2 c?

ger samma ytan forskjuten langst vektorn (zo, yo, 20) € R3.
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Elliptisk paraboloid

Lata,b € R, a,b > 0.
Alla punkter (z,y, 2)T € R3 som uppfyller ekvationen

2 2
€z Y

formar en elliptisk paraboloid. Den kallas aven en rotiationsparaboloid om
a=b.

Ekvationen

(. —x0)* | (y— o)

a2 + b2 —(Z—Z()):O

ger samma ytan forskjuten langst vektorn (zo, yo, 20) € R®.

33/38



Elliptisk hyperboloid

Lata,b € R, a,b > 0.
Alla punkter (z,y, 2)T € R3 som uppfyller ekvationen

2 2
x Y -
2 70

formar en elliptisk hyperboloid. Den kallas aven en rotiationshyperboloid
oma = b.

Ekvationen

(x_ang)Q - (y—beo)Q —(2—20)=0

ger samma ytan forskjuten langst vektorn (zo, yo, 20) € R®.
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Elliptisk cylinder

Lata,b € R, a,b> 0.

Alla punkter (z,y, 2)T € R som uppfyller ekvationen

formar en elliptisk cylinder. Den kallas dven en rotiationscylinder om ¢ = b.

Ekvationen
(x — I0)2 (y — y0)2
a? u b2

ger samma kurvan forskjuten langst vektorn (zo, yo,0) € R3.

=1l
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Hyperbolisk cylinder

Lata,b € R, a,b> 0.

Alla punkter (z,y, 2)T € R som uppfyller ekvationen

formar en hyperbolisk cylinder.

Ekvationen
(x — I0)2 (y — y0)2 -1
a? B b2 o

ger samma kurvan forskjuten langst vektorn (zo, yo,0) € R3.
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Parabolisk cylinder

Lata € R, a > 0.

Alla punkter (z,y, 2)T € R som uppfyller ekvationen

2

"
e =0
formar en parabolisk cylinder.
Ekvationen ( 2
T — &
TO - (7;/ - 1/0) =0

ger samma kurvan forskjuten langst vektorn (zg, yo,0) € R3.
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Lata,b € R, a,b > 0.
Alla punkter (z,y, 2)T € R som uppfyller ekvationen

.1‘2 y2 5
@2

formar en elliptisk kon. Om a = b, kallas den endast kon eller rotationskon.

Ekvationen

(x — $0)2 (y — y0)2

2 (z—20)* =0

ger samma ytan forskjuten langst vektorn (x¢, yo, 20) € R3.
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