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Linjara ekvationssystem



Litteraturtips

Bra ytterligare kalla till detta och vidare kapitel:

https://textbooks.math.gatech.edu/ila/
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https://textbooks.math.gatech.edu/ila/

Linjara ekvationer

Fraga 1:
Var finns skarningspunkten mellan linjer med ekvationer 6x + 9y — 16 = 0,
respektive z +y — 2 = 0?

Fraga 2:
En l6sning innehaller 60% etanol och en annan 90% etanol. Hur mycket av
vardera maste blandas for att fa 2 liter l6sning med 80% etanol?

Fraga 3:

En bil kor en 160 km lang stracka pa totalt 2 timmar. Under en del av tiden
kor den i 60 km/h och under resten i 90 km/h. Hur lange korde bilen i
respektive hastighet?

Alla tre fragor leder till samma matematiskt problem:
ett system av tva linjara ekvationer.
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Linjart ekvationssystem

Definition 41 (linjart ekvationssystem)

Lat m,n € N. Ett system av ekvationer

a1121 + a12%2 + - + a1y = by

21T + G22T2 + -+ - + a2pn Ty = by

Am1%1 + AGmaT2 + -+ - + AmppTn = bm

dar alla a;;,b; ar reella konstanter, kallas ett linjart ekvationssystem
med m ekvationer for n variabler (kort: ett (m x n) LES). En ordnad
n-tupelavreellatal zi, ..., z, som uppfyller alla ekvationeri (1) kallas
en losning till systemet (1).

e LOsningen ovan ar alltsa en vektor x = (z4,...,2,)T € R™.
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Linjart ekvationssystem

Vad behover vi kunna:

e Hitta [Gsningar enklare - med hjalp av matriser.

e FOrsta nar systemet har en [8sning.

e FOrsta nar systemet har fler l6sningar och vilken struktur de har i sa fall.
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Linjart ekvationssystem

Sats 4.2 (elementdra radoperationer)

Lésningsmdngden till systemet (1) dndras inte ndr man:
(i) byter tva ekvationer mot varandra,
(i) multiplicerar en ekvation med ett nollsRilt reellt tal,

(iii) multiplicerar en ekvation med ett reellt tal och adderar den till en
annan.

e Ovanstaende operationer kallas elementira radoperationer.
e Tva (m x n)-LES kallas ekvivalenta om de har samma losningsmangd.
e Matriser anvands for att skriva systemet kortare.
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Definition 4.3 (matris)

Lat m,n € N. Ett ordnat falt

a11 a2 -+ G1n

a1 Q22 - Q2p
A= . : R

Aml Am2 - Gmn

dar alla a,, ar reella tal, kallas en reel (m x n)-matris. Mangden av
alla sadana matriser betecknas med R™*",

e Matrisen ovan har m rader och n kolonner.

e Positionsbeteckning: a,, .. .talet i rad » och kolonn k.
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Matrisform pa ett LES

For att losa systemet

a1121 + a12%2 + - + A1pTn = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2y = by

Am1T1 + Am2T2 + -+ + AmpTn = bm

anvander vi en utokad matris:

a1l @12 - Qlp by
az1 G2 - A2n | b
Am1 Am2 o Qmn bm

Symboliskt betecknar vi den (A|b) och kallar b hogerledsvektorn har.
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Man sager att foljande matriser ar pa trappform:

¥ % ok ok * % %
* % k%
0 *x * =x 0 *x =%
0 * x =x
0 * ok 0 0 0 0 =
* %
0 0 0 =« 0 0

e Rad 2 borjar med en nolla.
Rad 3 borjar med 2 nollor.
Osv.

n.on

o Reella tal "+” kan vara godtyckliga (aven 0).
e Formellt: a,;, =0 om r > k (se nasta sida).
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Trappform

Definition 4.4 (matris pa trappform)

Vi sager att matrisen

aixz - Qip
A: : .. : ERmXTL

am1 *°° Omn

sadana att r > k.

ar pa trappform om a,, = 0 forallar € {1,...,m} och k € {1,...
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Losning med GEM

Exempel.
Los det linjara ekvationssystemet

X1 7(L’2+2ZL'3 :4,
3x1 + w2 + 2w3 = 8§,
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Losning med GEM

Exempel.
Los det linjara ekvationssystemet
X1 7ZE2+2ZL'3 :4,
3x1 + x2 + 223 =8,

Observera:

e Varje ekvation beskriver ett plan i R3.
e Rakningen visade att detta system har exakt en lGsning.
e Losningen ar skarningspunkten mellan alla tre plan.
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Losning med GEM

Exempel.
Los det linjara ekvationssystemet

X 71’24’2133 :4,
3(L‘1 + o + 2(L‘3 = 8,
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Losning med GEM

Exempel.
Los det linjara ekvationssystemet

X 71’24’2133 :4,
3(L‘1 + o + 2(L‘3 = 8,

Observera:

¢ Den 3:e ekvationen ar summan av de forsta tva.
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Losning med GEM

Exempel.
Los det linjara ekvationssystemet

X 71’24’2133 :4,
3(L‘1 + o + 2(L‘3 = 8,

Observera:

Den 3:e ekvationen ar summan av de forsta tva.

Varje ekvation beskriver ett plan i R3,

Rakningen visade att detta system har oandligt manga losningar.
Losningsmangden ar skarningsmangden mellan alla tre plan, har en linje.
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Losning med GEM

Exempel.
Los det linjara ekvationssystemet

1’17$2+21’3:4,
31’1 +£L’2+21’3:8,
3r1 + a9 + 223 =9.
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Losning med GEM

Exempel.
Los det linjara ekvationssystemet

1’17$2+21’3:4,
31’1 +£L’2+21’3:8,
3r1 + a9 + 223 =9.

Observera:

¢ Den 2:a och den 3:e ekvationen kan inte galla samtidigt.
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Losning med GEM

Exempel.
Los det linjara ekvationssystemet

1’17$2+21’3:4,
31’1 +£L’2+21’3:8,
3r1 + a9 + 223 =9.

Observera:

Den 2:a och den 3:e ekvationen kan inte gilla samtidigt.
Varje ekvation beskriver ett plan i R3,

Rakningen visade att detta system saknar en losning.
Det finns ingen skarningspunkt mellan alla tre plan.
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Gausselimination: sammanfattning

Ett LES l6ser man med Gauss eliminationsmetod (GEM) sa har:

0) Skriv systemet pa matrisform (A|b).
1.a) Om 1:a kolonnen innehaller en icke-nolla x, byt eventuellt rader sa att
* star pa 1:a raden.

1.b) Utfor elementara radoperationer (pa hela rader inkl. HL) for att elimi-
nera alla icke-nollor i 1:a kolonnen under * pa 1:a raden.

2.a) Om 2:a kolonnen innehaller en icke-nolla + pa rad 2 eller under, byt
eventuellt rader sa att * star pa 2:a raden.

2.b) Eliminera alla icke-nollor i 2:a kolonnen under x pa 2:a raden.
3) Upprepa tills den resulterande matrisen (A’|b’) dr pa trappform.
4) Ta bort alla nollrader (OBS: 0 maste finnas aven i HL-kolonnen!)
5) Hitta losningar genom bakatsubstitutionen (eller se att inga finns).
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Gausselimination: sammanfattning

*
* ok ok x| ok

E3

*

*
*

*
*

Systemet pa matrisform (A|b).
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Gausselimination: sammanfattning

0 * *x x| % ® *x ok k| %
® x  k k| k 0 * *x % |=x
~J
* ok ok k| % * ok ok k| ok
* ok ok k| % * ok ok k| %

Radbyte for att fa icke-nolla pa plats ®.

Om hela 1:a raden ar nollor, gor man ingenting.
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Gausselimination: sammanfattning

® k  kx k| % ® ok ok x|k

% % ok ok | % 0 % x x| x
~Y

* %k k| % 0 % x %[

* %k ok | % 0 % *x %[

Elimination av icke-nollor under ® i 1:a kolonnen.
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Gausselimination: sammanfattning

* %k % ok | % * ok % k| %
0 0 * x|« 0 ® * % | %
~Y
0 ® * *| % 0 0 *x |
0 * % % | 0 * ok % | %

Radbyte for att fa icke-nolla pa plats ®.

Om ® och allt under det i 2:a kolonnen ar noll, gor man ingenting.
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Gausselimination: sammanfattning

* k% % ok | ok * ok %k k| %
0 ® * x| % 0 ® *x x| *
0 * % *|* - 0 0 *x *x|=x
0 *x % %% 0 0 *x x|x*

Elimination av icke-nollor under ® i 2:a kolonnen.
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Gausselimination: sammanfattning

x %k %k kx| % x % % x| %
0 * * *|=x* 0 * * *|=x*
0 0 % =*|=x ~ 0 0 * =*|=x
0 0 *x =*|=x 0 0 0 =*|=x*

Upprepning tills hela matrisen ar pa trappform.

Observera: 0 kan dven uppsta pa nagra (aven alla) platser x.
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Gausselimination: sammanfattning

O O O O *

* ok k| %

* ok k%
* ok ok | %

0 * x =x
0 0 = | % ~

0 0 0 =x
0 0 O] 00 0 0
0 0 0|0

Elimination av nollrader.

Mojlig endast om 0 finns aven i HL.

Annars stannar raden kvar.

* X X ¥
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Gausselimination som en sats

Det som vi gjorde kan sammanfattas i foljande sats:

Sats 4.5 (systemets overforing till trappform)

Lat A € R™*" ochb € R™. Dd finns en matris A’ € R™*" och en vektor
b’ € R™ sddana att den utékade matrisen (A’|b’) dr pa trappform samt
bdde systemen (A|b) och (A’|b’) har samma l6sningsmdngd.
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Gausselimination som en sats

Det som vi gjorde kan sammanfattas i foljande sats:

Sats 4.5 (systemets overforing till trappform)

Lat A € R™*" ochb € R™. Dd finns en matris A’ € R™*" och en vektor
b’ € R™ sddana att den utékade matrisen (A’|b’) dr pa trappform samt
bdde systemen (A|b) och (A’|b’) har samma l6sningsmdngd.

e | GEM overfor vi m.h.a. radoperationer matrisen (A|b) till form (A’|b’).
e Nar (A’|b) ar pa trappform, kan systemet l6sas med bakatsubstitutionen.

e Matrisen A’ och vektorn b’ ar inte entydigt bestimda. Genom GEM kan
vi fa olika former (A’|b’) men alla motsvarande LES har samma losnings-
mangd som (A|b).
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Pivaelement i utokade trappmatriser

Betrakta en utékad matris pa trappform.

® * *x >k k| %
® *x ok |k ® x ok ok k| %

0 ® * * *| %
0 ® *|* 0 ® * * *x|x%
00 ®|* 000 ® #|* L i

0 00O0O0l®

Det forsta nollskilt element ® pa varje rad kallas ett pivaelement.
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Hur manga losningar har LES med en trappmatris?

Systemet med en utokade trappmatris

* | %
*

®
(Ab) = 0 *
0 ® | *

o ® %

har en enda losning
om och endast om

matrisen A ar kvadratisk (n x n) och varje dess kolonn innehaller ett
pivaelement.

Varje variabel z; ar da entydigt bestamd.
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Hur manga losningar har LES med en trappmatris?

Systemet med en utokade trappmatris

[ * * * | sk
Ab)=| 0 ® =% =x =x|=x
0 0 0 ® =x|=x

har oandligt manga losningar
om och endast om

HL-vektorn b och minst en kolonn i A innehaller inget pivaelement.
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Hur manga losningar har LES med en trappmatris?

Systemet med en utokade trappmatris

[ * * * | sk
Ab)=| 0 ® =% =x =x|=x
0 0 0 ® =x|=x

har oandligt manga losningar
om och endast om
HL-vektorn b och minst en kolonn i A innehaller inget pivaelement.

Variabeln z; ar fri om i:e kolonn saknar ett pivaelement.
Denna variabel kan valjas godtyckligt som en parameter i losningen.
Varje losning x kan skrivas som

X =1t1Vy +1love + -+t Vy,

dar t; ar reella tal (parameter), v; ar vissa vektorer och & ar antalet fria

variabler i systemet.
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Hur manga losningar har LES med en trappmatris?

Systemet med en utokade trappmatris

® ok * * * *

0 ® * * x| x
(Afb) =

0 0 0 ® =] %

0O 0 0 0 0|®

har ingen l6sning
om och endast om

HL-vektorn b innehaller ett pivaelement.

Raden med pivan i HR motsvarar ekvationen 0 = ® som inte kan uppfyllas.
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Linjart (o)beroende vektorer

Definition 4.6 (linjart beroende och oberoende vektorer)

Lat k,n € N. Betrakta vektorer vy, vs, ..., v, fran R". Dessa vektorer
(eller mangden bestaende av dem) kallas

(i) linjart beroende om det finns reella tal ¢y, .. ., ¢, sadana att
k

0=Zciv1-:clv1+-~—|—ckvk (2)
=1
och minst ett av talen ¢; inte ar noll;
(ii) linjart oberoende om de inte &r linjart beroende, dvs. om ekva-
tionen (2) géller endast da alla ¢; dar ar lika med noll.

e Man sager: "mangden {vy,..., v} ar linjart beroende” eller "vektorerna
Vi,...,vy ar linjart beroende”. Bade betyder samma sak.
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Linjart (o)beroende vektorer

Sats 4.7 (alternativ beskrivning av LB vektorer)

Lar k,n € R™, k > 2. Vektorer vy, ..., vy (alla fran R™) dr linjért beroen-
de om och endast om en av dem dr en linjarkombination av de andra.

e Att en vektor ar en LK av de andra betyder formellt att det finns
je{l,...,k}saatt

Vj=cC1Vi+ -+ Ci1Vj—1 + CraVipl + o+ CpVg,

dar alla ¢; ar reella tal (3ven 0).
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Linjart beroende (LB) vektorer

e Envektorv, c R*ar LB < vy = 0.
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Linjart beroende (LB) vektorer

e Envektorv, c R*ar LB < vy = 0.

e Tva vektorer v,,v, € R” ar LB < en ar en multipel av den andra < punk-
ter 0,vy, vy ligger pa samma linje i R™.
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Linjart beroende (LB) vektorer

e Envektorv, c R*ar LB < vy = 0.

e Tva vektorer v,,v, € R” ar LB < en ar en multipel av den andra < punk-
ter 0,vy, vy ligger pa samma linje i R™.

e Tre vektorer vi,vo,v3 € R™ ar LB < punkter 0, vy, vo, v3 ligger i samma
planiR™,
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Linjart beroende (LB) vektorer

En vektor vi € R® ar LB < vy = 0.

Tva vektorer v;, v, € R™ ar LB < en ar en multipel av den andra < punk-
ter 0,vy, vy ligger pa samma linje i R™.

Tre vektorer vi,vy,vs € R™ ar LB < punkter 0, vy, vo, v3 ligger i samma
planiR™,

Detaljer pa nasta tre sidor.
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En linjart beroende vektor

En vektor v; € R"™ ar linjart beroende omm
0=cvy

dar ¢ # 0. Det betyder dock att v; = 0.

Alltsa
Vi ar LB S vy =0.
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Tva linjart beroende vektorer

Tva vektorer v,, v, € R™. ar linjar beroende omm en av dem kan uttryckas
som en multipel av den andra, t. ex.

Vi = CVo.
Da galler:
0=0+0vo,
vy =0+ cvg,
vy =0+ 1vs.
Linjens parameterekvation: X=p-+tr.
(har:p=0,r =vy)
Alltsa:

v, Vo ar LB < vy, v, ar parallella < punkter 0, vy, v, ligger pa samma linje.

Obs: Det kan dven hdnda att v, = 0. Da ar dock vy, v, och 0 samma punkt

och darfor ligger alla pa samma linje anda. 20043



Tre linjart beroende vektorer

Tre vektorer vy, vo, v3 € R™ar linjar beroende omm en av dem kan uttryckas
som en LK av de andra, t. ex.

V1 = CoVy + C3V3.

Da galler:
0=0+40vy + Ovg,
vi =04+ covy +c3v3,
vo =04+ 1vy +0vsg,
vy =04+ 0vy + 1vs.
Planets parameterekvation: X=p+sq+tr.

(har:p=10,q=vs, r =v3)
Alltsa:
v1,va, vz ar LB < punkter 0, vy, vo, v3 ligger i samma plan.

Obs: Det kan aven handa att v, = 0. eller v3 = 0. Da ligger 0, vy, vo, v3 till

och med pa samma linje eller ar dven alla lika med 0.
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Linjart oberoende vektorer: exempel

Exempel.
Vektorerna

) 0

ar linjart oberoende.
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Linjart oberoende vektorer: exempel

Exempel.
Vektorerna
1 2 4
vi=10 5 vo= |3 s vy= |5
0 0 6

ar linjart oberoende.

Observera:
Ingen av dem kan uttryckas som en LK av de andra - nollorna skulle inte
stamma.
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Linjart beroende vektorer: exempel

Exempel.
Vektorerna

1 -3

2 v —6

V] = =
1 _9 ) 2 6

4 —12
ar linjart beroende.
Observera:

vo = —3vq, dvs. 0 =3vy + vs.
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Linjart beroende vektorer: exempel

Exempel.
Vektorerna
2 7
vi=|1], vo=1|0], vy = |3
1 o)
ar linjart beroende.
Observera:
vy = 3v1 + 2va, dvs. 0= 3vy + 2vy — v3.
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Underrum av R"

Definition 4.8 (underrum av R")

En mangd V C R™ kallas ett underrum om den har bada féljande
egenskaper:

(i) For varje tva vektorer u,v som hor till VV hor deras summa u + v
ocksa till V;

(ii) For varje vektor usom hor till V och varje skaldr ¢ € R hor multi-
peln cu ocksa till V.
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Underrum av R"

Definition 4.8 (underrum av R")

En mangd V C R™ kallas ett underrum om den har bada féljande
egenskaper:

(i) For varje tva vektorer u,v som hor till VV hor deras summa u + v
ocksa till V;

(ii) For varje vektor usom hor till V och varje skaldr ¢ € R hor multi-
peln cu ocksa till V.

e Underrummet ar slutet under addition och skalarmultiplikation:
(ueV&veV) = u+vel,

(ueV&ceR) = cueV.

36/43



Underrum av R"

Definition 4.8 (underrum av R")

En mangd V C R™ kallas ett underrum om den har bada féljande
egenskaper:

(i) For varje tva vektorer u,v som hor till VV hor deras summa u + v
ocksa till V;

(ii) For varje vektor usom hor till V och varje skaldr ¢ € R hor multi-
peln cu ocksa till V.

e Underrummet ar slutet under addition och skalarmultiplikation:
(ueV&veV) = u+vel,

(ueV&ceR) = cueV.

Slogan:
"What happens in Vegas, stays in Vegas.”
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Underrum - egenskaper och exempel

Observera:

e Bade den tomma mangden @ och mangden {0} ar underrum av R"
(s.k. triviala underrum).
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Underrum - egenskaper och exempel

Observera:

e Bade den tomma mangden @ och mangden {0} ar underrum av R"
(s.k. triviala underrum).

e Varje linje som innehaller 0 &r ett underrum av R™.
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Underrum - egenskaper och exempel

Observera:

e Bade den tomma mangden @ och mangden {0} ar underrum av R"
(s.k. triviala underrum).

e Varje linje som innehaller 0 &r ett underrum av R™.

e Varje plan som innehaller 0 ar ett underrum av R (n > 2).
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Underrum - egenskaper och exempel

Observera:

e Bade den tomma mangden @ och mangden {0} ar underrum av R"
(s.k. triviala underrum).

e Varje linje som innehaller 0 &r ett underrum av R™.
e Varje plan som innehaller 0 ar ett underrum av R (n > 2).

e Hela rummet R”™ ar sitt eget underrum.
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Underrum - egenskaper och exempel

Observera:

e Bade den tomma mangden @ och mangden {0} ar underrum av R"
(s.k. triviala underrum).

Varje linje som innehaller 0 &r ett underrum av R”.

Varje plan som innehaller 0 ar ett underrum av R™ (n > 2).

e Hela rummet R”™ ar sitt eget underrum.

Varje icke-trivialt underrum maste innehalla 0.
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Underrum - egenskaper och exempel

Observera:

e Bade den tomma mangden @ och mangden {0} ar underrum av R"
(s.k. triviala underrum).

Varje linje som innehaller 0 &r ett underrum av R”.

Varje plan som innehaller 0 ar ett underrum av R™ (n > 2).

e Hela rummet R”™ ar sitt eget underrum.

Varje icke-trivialt underrum maste innehalla 0.

Icke-triviala underrum av R™ ar alltid oandliga mangder.
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Definition 4.9 (bas)

jande egenskaper:
(i) by,...,b, arlinjart oberoende;

(ii) varje vektor ve V ar en linjarkombination av by, . .

Lat V vara ett underrum till R”. Lat by,...,b; vara vektorer fran V.
Dessa vektorer bildar en bas till underrummet V, om de har bada f6l-

., by,

e Ekvivalent formulering till (ii): Varje v € V kan uttryckas som

k
v = Zcibi = c1by + - - - + cxbyg,
=il
darecy,...,c arreella tal.

e Vektorer kallas basvektorer (till V) om de bildar en bas (till V).
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Exempel.
Vi vet redan att R3 ar ett underrum till R3. Vektorer

1 0 0
et=101, e2= (1], e3s=10
0 0 1

bildar en bas av R® (den kanoniska basen - har vi redan sett!)

Det finns oandligt manga andra baser till R3. Varje bestar dock exakt av tre
vektorer.
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Hur manga vektorer kan en bas innehalla?

Obs: En bas ar en mangd av vektorer.

Sats 4.10 (antal basvektorer)

Lat V vara ett underrum till R™. Alla baser till V innehdller samma
antal basvektorer. Detta antal kRallas dimensionen av V.

Exempel.

e Varje linje som innehaller 0 ar ett underrum. Dess dimension ar 1.

e Varje plan som innehaller 0 ar ett underrum. Dess dimension ar 2.
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Bas till hela rummet R”

Sats 411 (bas till R")

Varje linjdrt oberoende mdngd bestdende av n vektorer fran R™ bildar
en bas till R™.
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Linjart oberoende vektorer: exempel

Exempel.
Vektorerna
V], =

Vo = V3 =

o O =
S W N
S Ot A

bildar en bas till R? eftersom de ar linjart oberoende och tre.
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Egenskaper av LO-mangder

Observera:

e Om {vy,...,v;} ar linjart oberoende, da ar {v,,...,v;_;} ocksa linjart
oberoende.
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Egenskaper av LO-mangder

Observera:

e Om {vy,...,v;} ar linjart oberoende, da ar {v,,...,v;_;} ocksa linjart
oberoende.

e Om vi daremot lagger till en vektor v, 1, kan {vy, ..., v, vi1} blilinjart
beroende.
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Egenskaper av LO-mangder

Observera:

e Om {vy,...,v;} ar linjart oberoende, da ar {v,,...,v;_;} ocksa linjart
oberoende.

e Om vi daremot lagger till en vektor v, 1, kan {vy, ..., v, vi1} blilinjart
beroende.

e Mangden av fler ar n vektorer fran R” maste vara linjart beroende.

Slogan:
"Fler vektorer, storre risk av beroende.”
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