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Linjara avbildningar



Avbildningar

Lat X, Y vara tva mangder.

En avbildning (funktion, transform) f ar en regel som till varje element
x € X tilldelar precis ett elementy € Y.

Notation:
f: X — Y
T )
defnitions- mal-
mangd mangd

f(z)...element tilldelat till .
Har kallas » € X argumentet; f(z) € Y kallas f:s varde (i argumentet z).

Om y = f(xz), kallas y bilden av x och z kallas urbliden av y.
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Avbildningar

Lat f: X — Y.

Vardemangden av avbildningen f ar mangden
f(X)={f(z) |z € X}

Denna ar mangden av samtliga varden f(z). Det galler f(X) C Y.

OBS!
Vardemangden kan vara strikt mindre an malmangden.
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Specifika avbildningar

Det finns manga avbildningar mellan manga mangder.

Vi ska nu fokusera pa avbildningar mellan R” och R™, alltsa pa

f:R® —R™

De ska aven vara linjara, som ar en ytterligare egenskap.
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Linjara avbildningar

Definition 6.1 (linjar avbildning mellan R™ och R™)

Avbildningen f : R® — R™ kallas linjar om for varje x € R™ och
y € R" och varje c € R galler

fx+y) =)+ f)

och

Flex) = ¢ f(x).
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Linjara avbildningar
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Linjara avbildningar

Definition 6.1 (linjar avbildning mellan R™ och R™)

Avbildningen f : R® — R™ kallas linjar om for varje x € R™ och
y € R" och varje c € R galler

fx+y)=fx)+f(y)
och

Flex) = ¢ f(x).

e Om x € R™, ar dess bild f(x) en vektor fran R™.
e Varianter n = 1 eller m = 1 ar ocksa tillatna.

e Alternativ benamning: linjara transformer.

4[4



Inte allt ar linjart

Exempel.
Avbildningen f : R? — R? angiven genom

f il - 2I1 — T9 + 4I3
2 4o + 313

xs3

ar linjar.
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Inte allt ar linjart

Exempel.
Avbildningen f : R? — R? angiven genom

f il - 2I1 — T9 + 4I3
2 4o + 313

ar linjar.

Exempel.
Visa att avbildningen g : R — R angiven genom
g(z) =z

inte ar linjar genom att hitta motexempel till villkoren fran Def. 6.1.
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Hur ser linjara avbildningar ut?

Sats 6.2 (geometriska egenskaper av linjira avbildningar)

Om f : R* — R™ dr en linjdr avbildning, da har den de féljande
egenskaperna:

(i) f(0)=0;

(ii) varje linje i R™ avbildas med f till en linje eller punkt i R™.
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Hur ser linjara avbildningar ut?

Sats 6.2 (geometriska egenskaper av linjira avbildningar)

Om f : R* — R™ dr en linjdr avbildning, da har den de féljande
egenskaperna:

(i) f(0)=0;

(ii) varje linje i R™ avbildas med f till en linje eller punkt i R™.

OBS!
Dessa villkor ar endast nodvandiga for att f ska vara linjar.
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Linjara avbildningar vs. linjara kombinationer

Kom ihag:

Den kanoniska basen till R":

1
0
0

O = O

e, =
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Linjara avbildningar vs. linjara kombinationer

Lat f : R® — R™ vara en linjar avbildning. Lat x € R™ vara en godtycklig
vektor. Den uppfyller
X = Z €I;€;.
=1
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Linjara avbildningar vs. linjara kombinationer

Lat f : R® — R™ vara en linjar avbildning. Lat x € R™ vara en godtycklig
vektor. Den uppfyller
X = Z €I;€;.
=1

Eftersom £ ar linjar, foljer det (hur?) att

Fx) = a;f(e;).
j=1
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Linjara avbildningar vs. linjara kombinationer

Lat f : R® — R™ vara en linjar avbildning. Lat x € R™ vara en godtycklig
vektor. Den uppfyller
X = Z €I;€;.
=1

Eftersom £ ar linjar, foljer det (hur?) att
Fx) = wif(e).
§=1

Observera:
For att rakna ut vardet f(x) i en godtycklig punkt x racker det att kanna
varden f(ey),..., f(e,) (dessa tillhor R™).

OBS!
For icke-linjara avbildningar skulle detta inte funka.
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Linjara avbildningar vs. linjara kombinationer

Kom ihag:
Den linjara kombinationen
Fx) = w;f(e;)
j=1

kan skapas genom matrismultiplikation:

o R
f(x) = E zif(e;) = | fler) flea) -+ flen) .| = Ax
o )

A

Observera:
Matrisen A:s kolonner ar vektorerna f(e;).
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Linjara avbildningar vs. matriser

Foregaende observationen sammanfattas i denna sats.

Sats 6.3 (matris for en linjar avbildning)

Lat f : R® — R™ vara en avbildning. Da dr féljande ekvivalenta:
(i) f dr linjdr;
(ii) Det finns en matris A € R™*™ sadan att
f(x) = Ax
gdller for varje x € R™.

e Matrisen A ar entydigt bestamd och kallas avbildningsmatrisen for f.
e Dess kolonner ar vektorer f(e;), dvs. bilder av kanoniska basvektorer e;
under avbildningen f.
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Linjara avbildningar vs. matriser

Foregaende observationen sammanfattas i denna sats.

Sats 6.3 (matris for en linjar avbildning)

Lat f : R® — R™ vara en avbildning. Da dr féljande ekvivalenta:
(i) f dr linjdr;
(ii) Det finns en matris A € R™*™ sadan att
f(x) = Ax
gdller for varje x € R™.

e Matrisen A ar entydigt bestamd och kallas avbildningsmatrisen for f.
e Dess kolonner ar vektorer f(e;), dvs. bilder av kanoniska basvektorer e;
under avbildningen f.

Slogan:
"En matris ar en kod for en linjar avbildning”.
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Att hitta avbildningsmatrisen

Exempel.
Hitta avbildningsmatrisen for f : R®> — R? angiven genom

f zl o (21’1 — X9 + 41’3)
2 - o

4dxo + 323
T3
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Att hitta avbildningsmatrisen

Exempel.
Hitta avbildningsmatrisen for f : R®> — R? angiven genom

Z1
f " o (21’1 — X9 +41’3>
2 — .

4dxo + 323
T3

Observera:
Matrisens storlek motsvarar definitions- och malrummets dimensioner.
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Enkla linjara avbildningar

Exempel.
Pa tavlan hittar vi matriser for dessa linjara avbildningar mellan R? och R:

dilatation i koordinataxelns riktning

spegling (genom en angiven axel)

vridning (rotation) kring origo

skjuvning

0G projektion mot en angiven linje innehallande 0
Kom ihag:

For att hitta avbildningsmatrisen, rakna ut bilder av basvektorerna och an-
vand dem som kolonner.
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Sammansatta avbildningar

Definition 6.4 (sammansatt linjar avbildning i R™)

Lat f : R™ — R* och g : R¥ — R” vara linjara avbildningar. Avbild-
ningen g o f som till varje x € R™ tilldelar elementet g(f(x)) € R
kallas sammansattningen av avbildningarna g och f.
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Sammansatta avbildningar

Definition 6.4 (sammansatt linjar avbildning i R™)

Lat f : R™ — R* och g : R¥ — R” vara linjara avbildningar. Avbild-
ningen g o f som till varje x € R™ tilldelar elementet g(f(x)) € R
kallas sammansattningen av avbildningarna g och f.

Sats 6.5 (matrisen till en sammansatt linjar avbildning)

Lat f : R™ — R* och g : R* — R” vara linjdra avbildningar med
avbildningsmatriserna A € R**™, respektive B € R"**. Da dr den
sammansatta avbildningen go f ocksa linjér och dess avbildningsma-
tris dr BA.
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Sammansattning ar inte kommutativ

Exempel.
Hitta avbildningsmatrisen for:

e speglingen genom vertikala axeln i R? foljd med vridningen om 7 /4 kring
origo i R?;

e foljden av dessa tva avbildningar i omsatt ordning.
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Sammansattning ar inte kommutativ

Exempel.
Hitta avbildningsmatrisen for:

e speglingen genom vertikala axeln i R? foljd med vridningen om 7 /4 kring
origo i R?;

e foljden av dessa tva avbildningar i omsatt ordning.

Observera:
Detta visar pa ett annat satt att matriser inte behover vara kommutativa
med avseende pa multiplikation.
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