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Overbestimda linjira
ekvationssystem

Definition
Lat AX = B vara ett linjart ekvationssystem pa matrisform, med en koefficientmatris A av format
m X n, en variabelvektor

o
X = (X1y..0yXn) =
_X"_
samt en hogerledsvektor -
by
B=(b1y...,bn) = | :
[

Vi sdger att systemet ar dverbestdmt om m > n, dvs om det finns fler ekvationer &n obekanta.
Vi kallar systemet verkligt Sverbestimt om (rad)rangen r av den augmenterade matrisen

[A | B]

uppfyller r > n.
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Overbestimda linjira
ekvationssystem

Approximativ I6sning,
felvektor,
minstakvadrat-avstand

Minstakvadrat-
metoden

Tillampningar av
minstakvadrat-
metoden

Definitionen innebar att

x+y=1
x+y=1
2x +2y =2

skall raknas som ett Gverbestamt ekvationssystem, trots att det ar ekvivalent med det
underbestimda systemet
x+y=1

Det ar dock inte verkligt dverbestamt.
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Approximativ 16sning,
felvektor,
minstakvadrat-avstand

Definition
Lat AX = B vara ett linjart ekvationssystem, samma som tidigare. Fér en n x 1-vektor X sa ar

felvektorn
AX; — B

och felets magnitud

|AX, — B|| = \/(AX; — B|AX; — b)

S3 Xj ar en l6sning till AX = B omm felvektorn &r nollvektorn, och felets magnitud ar noll.
Om systemet inte &r I8sbart, sa kan vi i alla fall férsoka hitta en approximativ I6sning X1 med

liten felvektor; helst med s3 liten felvektor som mgjligt. En vektor som minimerar felets magnitud

kallas for en minstakvadrat-I6sning till AX = B.
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2x +y=-1
—3x+y=-2
—x+y=1
X+
el
A2

Vi studerar féljande system (fran Wikipedia):
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Tar vi X1 = (0,0) sa blir felvektorn

2 1] 1 0 —1 1
AX;—B=|-3 1 [o}_ —2| = ol - |2 =]2
-1 1 1 0 1 -1

vilket har norm /6. Tar vi istillet Xo = (1/4,1/2) far vi

2 1 1/4 -1 1 —1 2
AX,—B=|-3 1 [1/2}— —2| = |-1/4| — | 2| = | 7/4
-1 1 1 1/4 1 —3/4

som har norm /64 + 49 + 9/4 > /6.

S3 den férsta approximationen dr bittre, men den 3r inte optimal.
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Minstakvadrat-
metoden

Ortogonal projektion minimerar avstand

I definition 6.2.6 (b) definierades avstand mellan tva element i ett euklidiskt rum. Vi
definierar nu
avstandet mellan v och underrummet U som mi[{]l |[v —ul.
ue

Utnyttjar vi uppdelningen i Sats 6.3.9 far vi svaret pa vilket u € U som minimerar avstandet.
For alla u € U giller att

v—u= leU + Vip—u= (vHU = u) -+ Viy och (V“U = u) 1 Viu

eftersom (VHU — u) € U och Vg€ U, Pythagoras sats ger da att

Py 2 2 2 2
[v—uf = |(vig=u) +vig| = |y —u] +[vi] 2 [viy

och vi har likhet i olikheten omm u = Viw: Foljaktligen dr u = v,

nérmast v och avstandet dem emellan &r ‘VLU’. Vi har visat

v det element i U som ligger

Sats 6.3.15. Lat U vara ett underrum av ett euklidiskt rum E. Da gdller att

miptv —ul =[v—viy| = |

Viv

dvs minsta avstandet = ortogonala avstandet.
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Sats
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. Lat A vara en matris av format m X n, och B en kolonnvektor i R™. Kalla kolonnrummet till A for
Tx
% V.
TEKNISKA HOGSKOLAN ® Vektorn X minimerar ||AX — B|| om och endast om AX &r ortogonala projektionen av B pa

LINKGPINGS UNIVERSITET

V, vilket intraffar precis da AX — B ar ortogonal mot varje kolonn i A, dvs ligger i det
ortogonala komplementet till V.

® Ett ekvivalent villkor dr att normalekvationerna
AHAX —B)=0 <= A'AX=A'B

Minstakvadrat- ar uppfyllda.
metoden

Beuvis.

® Limnas darhan.

@ AX ger en godtycklig linjarkombination av kolonnerna i A, sa varierar fritt i kolonnrummet.
Tag u = AX, v = B i foregaende sats.

® Lat Y vara ortogonala projektionen av B pa V. Det innebadr att Y € V, Y — B L V, dvs att
Y — B &r ortogonal mot varje kolonn i A. Detta kan uttryckas som att Aj(Y — B) =0 for

varje kolonn Aj, vilket kan sammanfattas som A*(Y — B) =0.
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Skriv X/ = X + Z med X en 8sning till A’AX = A!B. Eftersom detta &r likvirdigt med
At(AX — B) =0 sa finns 16sning, vilj X s3 att AX — B ortogonalt mot kolonrummet av A; detta
gor vi genom att se till att AX &r ortogonalprojektionen av B pa kolonnrummet till A.

Da har vi att
|AX" = B|* = [|AX + AZ — B|]?
Minstakvadrat- = (AX + AZ - B)'(AX + AZ - B)

metoden

= (AX — B){(AX — B) + (AZ)T(AZ) + (AZ)'(AX — B) + (AX — B){(AZ)
= (AX — B){(AX — B) + (AZ)T(AZ) + 2(AZ){(AX — B)

= |AX — B|2 + ||AZ||? + 2Z(A'AX — A*B)

= ||AX - B|* + ||AZ|]?

vilket minimeras omm AZ = 0, vilket bland annat sker d3 Z

=0.
Om kolonnerna i A &r linjirt oberoende s& 4r AZ =0 omm Z =

0.
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Sats

Lat AX = B vara ett linjart ekvationssystem.
©® Felvektorns norm ||AX — B|| &r minimal fér varje X som &r en I6sning till normalekvationerna

AtAX = A'B

® Normalekvationerna har alltid minst en I6sning, som kan fis genom att I6sa AX = BH' dar

m;’t‘ztj'ekr:’ad'at' By &r ortogonalprojektionen av hégerledsvektorn B pa kolonnrummet till A.

©® Om kolonnerna i A &r linjart oberoende sa ir denna minstakvadrat-I6sning unik, och ges av

X = (AtA)LAIB
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Vi gar tillbaka till det Sverbestdamda linjara ekvationssystemet

2x+y =—1
—3x+y=-2
—x+y=1
med
2 1 . -1
A=|-3 1}, X:{], B=|-2
-1 1 4 1

Kolonnrummet till A har en ON-bas

(67 25 -5 vm). (S22 5]

med vars hjilp vi kan berdkna
6 3r 27
By=\-75>"23" 22
19° 38 38
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Eftersom B per definition ligger i kolonnrummet till A s3 & AX = B I6sbart; i det har fallet
unikt |6sbart eftersom A har linjart oberoende kolonner. Vi far

x_ (5 1
38 19

woa (1,2, %)
19 38 38

med felvektor

som har norm

1
|AX — B|| =13/ 35 ~ 210887847460001.

Vi kan forstas hitta minstakvadrat-l6sningen genom att I18sa normalekvationerna AtAX = AtB,

CEDE) = B DG

—2

14 =2,
—2 3

- 14
T\ -2 3
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©® Givet en vektor
[Gay)  Gasye) oo (xapym)]
av punkter i planet
@ Vill anpassa funktion
f(x;cty...ycn)
dér ci,...,cm dr parametrar, vilka skall véljas val
© Mal:
[Gayn)  Gayye) oo (xapym)]
och
[, Fxa)) O Fx2)) v (xmy F3n))]"

skall vara sa ndra varandra som mgjligt
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3t
Tecervess eareamy 0 Rimligt avstandsmatt (beror av parametrarna c):
‘ 2 t t|2
> (Flg) =y = | [Fx) Fxe) o] =n v2 ol
j=1

® Om f(x;c1,...,cm) beror linjart av parametrarna, sd blir detta ett minstakvadratproblem.

Att forsoka fa kurvan att gd genom alla punkter blir ett verbestamt linjart ekvationssystem,
olosligt, vi kan bara hoppas pa basta approximation.

@ Observera att f(x;c1,...,cm) inte behdver vara linjar i x, bara i parametrarna c. Vi repeterar
Kurvanpassning

den tidigare bilden, som ar kurvanpassning till de réda punkterna med funktionen

f(x;c1, e, ¢3) = c1 + 6%
Anpassning till polynom
Ortogonal projektion vilket med optimerade parametrar blir

x — 0.1331922358070072 (1-7758472058077772x) _ 5 7785038212047143

17/32



2.0

18/32



@ Enklaste fallet: anpassa f(x) = ¢1 + cox
@ Kallas for linjdr regression, anvands i statistik

© Linjara ekvationer

C1+X1C2 =1
C1L+X2C = Y2

C1+XnC2 = Yn

© P3 matrisform

1 x 1
1 x o Y2
: [Cz} a
1 X Yn
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® Normalekvationer

1 x yi
11 1|t a1 o1 o 1|2
X oxe o xaf |1 1| e T Xt o xe o xn
1 Xn. n.

@ Forenklas till

n DI [q]: 7
2% Zf:lsz €2 2%y
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Kurvanpassning
Anpassning av it linje
Anpassning till polynom

Ortogonal projektion

Vi har punkterna

och vill anpassa linjen f(x) = ¢ + cox till dessa.
Vi bildar vektorn av x-koordinater och av y-koordinater:

Exempel: Linjar regression

0.000000000000000
0.300000000000000
0.600000000000000
0.900000000000000
1.20000000000000
1.50000000000000
1.80000000000000

Y

0.315493201330617
0.463576093268737
0.0670997232430671
0.851539585175487
1.04521962744560
1.45980600706990
2.69407339557138

21/32



TATA24 Linjar Algebra, F6 10

Jan Snellman

TEKNISKA HOGSKOLAN

LINKOPINGS UNIVERSITET

Overbestamda linjira
ekvationssystem

Approximativ I6sning,
felvektor,
minstakvadrat-avstand

Minstakvadrat-
metoden

Tillampningar av
minstakvadrat-
metoden
Kurvanpassning
Anpassning av rit linje
Anpassning till polynom

Ortogonal projektion

Vi far det 6verbestamda linjara ekvationssystemet

dvs

1.00000000000000
1.00000000000000
1.00000000000000
1.00000000000000
1.00000000000000
1.00000000000000
1.00000000000000

|2

0.000000000000000
0.300000000000000
0.600000000000000
0.900000000000000
1.20000000000000
1.50000000000000
1.80000000000000

2

]_

1
2

0.315493201330617
0.463576093268737
0.0670997232430671
0.851539585175487
1.04521962744560
1.45980600706990
2.69407339557138
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Kurvanpassning
Anpassning av it linje
Anpassning till polynom

Ortogonal projektion

Normalekvationerna . .
1 c1 1
e 1afg) =[] v

7.00000000000000 6.30000000000000 cal|
6.30000000000000 8.19000000000000 ol

blir

vilket har 16sningen
ca| ([ —0.0975618003986527
ol 1.20313337077704

Felvektorn
—0.413055001729270

—0.200197882434277
0.557218498824505

A [q} Y= 0.133718648125198
0.300978617088193
0.247332248697008
—0.625995128571357

har norm 1.0405277646744033.
Bésta linjara approximation ar

x +— 1.2031333750626523 x — 0.09756180417121407

6.89680763310479
9.23902296415246
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® Vill anpassa till polynom f(x) = ¢y + +c1x + - - + cmx™

® Linjara ekvationer

c+xic1+ -+ x"cm =y

+xc 4+ X em =y

€ +XnCL+ -+ X7 Cm = Y

©® P3 matrisform

1 x - X[ 71
1 x -+ X3 a Y2
. -
1 xp - X7 Yn
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Overbestamda linjira
ekvationssystem

Approximativ I6sning,
felvektor,
minstakvadrat-avstand

Minstakvadrat-

metoden ® P3a matrisform

Tillampningar av
minstakvadrat-
metoden
Kurvanpassning
Anpassning av rit linje
Anpassning till polynom

Ortogonal projektion q
& (- © Normalekvationer

n .
21X
n 2
j=1%j

c + x1c1 + xlzcz =y

Co + X2C1 +x§cm =y

Co + XnC1 +x§cm = Yn

1 x1 X12 V1
1 x x5 & Y2
I

1 x x,% Yn.

n . n 2 n ;
Zj:lxj Z_,:lxj @ ijlyj
n 2 n 3 _ n v
2 X% 2 /1%
n 3 n a4l L€ M A
j=1% j=1% j=1% Y

© Antag specifikt att vi vill anpassa till ett andragradspolynom f(x) = cg + c1x + cox?
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Kurvanpassning
Ortogonal projektion

Ortogonalprojektion via minstakvadrat

® Minstakvadratlésning av AX = B &r 1&sning av AX = By, didr B &r ortogonalprojektionen
av B pa kolonnrummet till A.

® Metod med normalekvationer: 16s AtAX = AtB
© Effektivt!
0 Vill ortogonalprojicera B pa span(uy,...,Um)
@ Lat
A=m | & [ -+ | Ta

matrisen med U; som kolonner
0 Minstakvadratlos AX = B
@ AX &r nu ortogonalprojektionen!
® B—-AX ir B}
© Kan parallelliseras: om man har fix span(t,...,am) och ett antal olika v; att

ortogonalprojisera pa detta, lat

B=fm | % | | %
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metoden
Kurvanpassning
Ortogonal projektion

Lat V = span(uy, Uz, u3) < R8, ¥1,V2 € R® med

ﬁ1:(]-) 1,1,1,1,1, 1, 1))ﬁ2:(1, 2,1,21,2,1, 2))ﬁ3=(03 1,2,0,1, 20, 1))
v1:(11 23 3) 4) 5> 6) 7) 8))V2:(2) 3> 4) 5) 6) 7) 83 1)

Vi kan ortogonalprojisera v1,vo pa V samtidigt genom att satta

>

Il
e i
NEFENRFENRFRNR
HONFKFONKREO

O ~NO O WN -
H 0O ~NO O~ WwWwN

och sedan minstakvadrat-16sa AX = B, dvs |6sa normalekvationerna AtAX = A!B.
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Overbestimda linjira
ekvationssystem

Approximativ I6sning,
felvektor,
minstakvadrat-avstand

Minstakvadrat-
metoden

Tillampningar av

minstakvadrat-

metoden
Kurvanpassning
Ortogonal projektion

Vi far att

och

och I6sningen till ALAX = A!B ar

AA =

A'B =

8
12
7

36 36
56 52
33 32

Gl~ols0lG

12
20
11

g

7

7
11
11
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Minstakvadrat-
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Tillampningar av
minstakvadrat-
metoden
Kurvanpassning
Ortogonal projektion

For denna l6sning X sa ar

=~
o= (nolw
=
S L3I
S poln

kD—'lOO

AX =

Il
S22 alRG]

._.
[6; <]

|
»©

sd vi kan ldsa ut ortogonalprojektionen av ¥; och V1 pa V som kolonnerna i den matrisen.
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Antag att V = span(uj,up,u3) ar fixt men att det med hindanefter dd och d3 kommer att drilla
in en massa v, som alla skall ortogonalprojiseras pa V. Da ar det mest effektivt att forbereda sig
o genom att (med GS) rikna ut en ON-bas fér V, eller:

berdkna forst

T 0 1 3 4 3 T 0
19 19 1? 19 1? 19 1
0 ; 0 3 0 3 0 2
1l 9 1 _ 5 6 5 1l 9
21 ¥ B ¥ ¥ ¥
C=AAAT = B & ¥ ©® B B P 3
21 ¥ ¥ ¥ B ¥
(I B T B e B
19 1 19 1? 19 1? 19 1
o o I o 1 o1
Kurvanpassning
Ortogonal projektion Ett nytt ¥, tex

v=(0,1,01,0,1,1,1),
kan nu ortogonalprojiceras pa V genom att multipliceras med C:
_ 7 1 22 4 16 7
v = == iy =5 =5 =5 =5 == 1
19 19" 19 19 19 19
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