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linjära ekvationssystem

Kofaktorutveckling,
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Hur elemenetära operationer förändrar
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4 Räkneregler för determinanten

Determinanter för speciella matriser
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Översikt av dagens föreläsning:
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Hur elemenetära operationer förändrar
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linjära ekvationssystem

Kofaktorutveckling,
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5 Determinanter och linjära ekvationssystem
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Jan Snellman

Motiverande exempel

Permutationer

Definitionen av
determinant
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Exempel

Vi tittar p̊a ekvationssystemet

ax + by = e

cx + dy = f

i variablerna x , y . Det kan skrivas som AX = B, och vi löser det genom att beräkna den
reducerade trappstegsformen för den augmenterade matrisen(

a b e
c d f

)
Vi f̊ar(

a b e
c d f

)
∼

(
1 b/a e/a
c d f

)
∼

(
1 b/a e/a
0 d − cb/a f − ce/a

)
∼(

1 b/a e/a

0 1 f−ce/a
d−cb/a

)
∼

(
1 0 e/a − b

a
f−ce/a
d−cb/a

0 1 f−ce/a
d−cb/a

)

under förutsättning att a ̸= 0 och att d − cb/a ̸= 0. Det sista villkoret är likvärdigt med att
ad − bc ̸= 0, och kvantiteten ad − bc kallas för determinanten till koefficientmatrisen A.
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Exempel (forts)

Det visar sig att villkoret a ̸= 0 inte är nödvändigt, men att

ad − bc ̸= 0

är nödvändigt och tillräckligt för att

ax + by = e

cx + dy = f

skall ha en unik lösning. Notera:

• Om vi skalar om första ekvationen till λax + λby = λc s̊a blir determinanten
λac − λbd = λ(ad − bc), dvs den skalas likadant

• Samma sak om vi skalar om andra ekvationen!
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Exempel (forts)

• Om vi byter x mot λx överallt s̊a blir systemet

aλx + by = e

cλx + dy = f

och determinanten blir ånyo skalad med en faktor λ

• Om vi listar ekvationerna i omvänd ordning,

cx + dy = f

ax + by = e

s̊a byter determinanten tecken till cb − da. S̊a egenskapen “nollskiljd determinant” bevaras
av detta, vilket är bra om vi vill att determinanten skall determinera (avgöra) om systemet
har unik lösning.
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Räkneregler för
determinanten

Determinanter och
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Permutationer

Definition

• En permutation (p̊a {1, 2, . . . , n}) är en bijektion σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}. Mängden av
dessa betecknas med Sn. Den inneh̊aller n! element.

• Vi skriver στ för den sammansatta permutationen σ ◦ τ som har (σ ◦ τ)(k) = σ(τ(k)).
Observera att τ utförs först.

• Vi kan skriva permutationen med enradsnotation, som en lista [σ(1), σ(2), . . . , σ(n)].

• Vi kan definiera en permutationsmatris hörande till σ som den matris man f̊ar när man
permuterar raderna i enhetsmatrisen enligt σ; det innebär att rad i best̊ar av nollor utom en
enda etta, som finns i kolonn σ(i).

• En transposition är en permutation som byter plats p̊a elementen i och j och fixerar övriga
element. En transposition är närliggande om |i − j | = 1.
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Exempel

Elementen i S3 är
[1, 2, 3] [1, 3, 2] [2, 1, 3] [2, 3, 1] [3, 1, 2] [3,2,1] och motsvarande matriser blir

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

  1 0 0
0 0 1
0 1 0

  0 1 0
1 0 0
0 0 1


 0 0 1

1 0 0
0 1 0

  0 1 0
0 0 1
1 0 0

  0 0 1
0 1 0
1 0 0


Av dessa är [1, 3, 2], [2, 1, 3] och [3, 2, 1] transpositioner; [1, 3, 2] och [2, 1, 3] är närliggande
transpositioner.
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Tecknet av en permutation

Definition

Permutationen σ har en inversion i paret (i , j) om i < j men σ(i) > σ(j). Tecknet för en partition
är pariteten för antalet inversioner, sgn(σ) = (−1)#inversioner

Exempel

Permutationerna i S3 och deras inversioner och tecken:

permutation inversioner tecken

1, 2, 3 1
1, 3, 2 (2, 3) −1
2, 1, 3 (1, 2) −1
2, 3, 1 (1, 3), (2, 3) 1
3, 1, 2 (1, 2), (1, 3) 1
3, 2, 1 (1, 2), (1, 3), (2, 3) −1
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Tecknet av en permutation

Sats

1 Varje permutation kan skrivas som en produkt av tranpositioner

2 Varje tranposition kan skrivas som en produkt av ett udda antal närliggande tranpositioner

3 Om σ ∈ Sn och τ är en närliggande transposition s̊a

#inversioner(τσ) = #inversioner(σ)± 1

4 Om σ ∈ Sn och τ är en transposition s̊a

sgn(τσ) = −sgn(σ)

5 Om σ ∈ Sn och sgn(σ) = +1 s̊a kan σ skrivas som en produkt av ett jämnt antal
permutationer, men inte som en produkt av ett udda antal permutationer.

6 Om σ ∈ Sn och sgn(σ) = −1 s̊a kan σ skrivas som en produkt av ett udda antal
permutationer, men inte som en produkt av ett jämnt antal permutationer.
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Definition

L̊at A = (aij ) vara en n × n-matris. Då ges determinanten av A av

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

j=1

aj,σ(j) (1)

Termen
∏n

j=1 aj,σ(j) är ett schackbrädesmönster av element fr̊an A, utmaskade med motsvarande
permutationsmatris.
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Exempel

En 1× 1-matris är sin egen determinant:

det
(
a
)
= a

Exempel

Fallet med en 2× 2-matris är enkelt:

det

(
a b
c d

)
= produkt

(
a 0
0 d

)
− produkt

(
0 b
c 0

)
= ad − bc
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Exempel

Vi tittar p̊a den allmänna matrisen A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 och studerar bidraget till det(A) fr̊an

permutationen σ = [3, 2, 1], som har tecken −1. Permutationsmatrisen är

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 s̊a

bidraget blir

− produkt

 0 0 a13
0 a22 0
a31 0 0

 = −a13a22a31

För att f̊a hela determinanten s̊a f̊ar man summera bidragen fr̊an alla 6 permutationerna i S3.
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Exempel (forts)

Vi beräknar hela determinanten av A, och summerar de positiva bidragen först:

det

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

produkt

a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33

 + produkt

 0 a12 0
0 0 a23
a31 0

 + produkt

 0 0 a13
a21 0 0
0 a32 0


− produkt

 0 0 a13
0 a22 0
a31 0 0

 − produkt

 0 a12 0
a21 0 0

0 a33

 − produkt

a11 0 0
0 0 a23
0 a32 0

 =

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

Detta specialfall (3× 3-matris) kallas för Sarrus regel.
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Exempel

För att beräkna determinanten av en 4× 4-matris s̊a behöver vi summera över 4! = 24
permutationer, 12 med positivt tecken och 12 med negativt. De med positivt tecken är

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0




1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1




0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0




0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1




0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0




0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0




0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


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Räkneregler för
determinanten

Determinanter och
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Exempel (forts)

De med negativt tecken är
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0




0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0




0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1




0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0




0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0




0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0


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Det följer att

det


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 = a14a23a32a41 − a13a24a32a41 − a14a22a33a41 + a12a24a33a41

+ a13a22a34a41 − a12a23a34a41 − a14a23a31a42 + a13a24a31a42

+ a14a21a33a42 − a11a24a33a42 − a13a21a34a42 + a11a23a34a42 + a14a22a31a43 − a12a24a31a43

− a14a21a32a43 + a11a24a32a43 + a12a21a34a43 − a11a22a34a43 − a13a22a31a44

+ a12a23a31a44 + a13a21a32a44 − a11a23a32a44 − a12a21a33a44 + a11a22a33a44

Detta tämligen bökiga uttryck blir först̊as än värre för 5× 5-matriser osv. Vi kan dock beräkna
dessa effektivt mha radelimination.
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operationer förändrar
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Sats

Determinanten för en diagonalmatris

D =



d11 0 0 · · · 0
0 d22 0 · · · 0

0 0
. . . · · ·

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 dnn


ges a produkten av diagonalelementen, dvs av

d11d22 · · · dnn

Bevis.

Alla till̊atna produkter utom denna stöter p̊a en nolla.
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Determinanter och
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Sats

Determinanten för en övertriangulär matris

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 a23 · · · a2n
0 0 a33 · · · a3n
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 ann


ges a produkten av diagonalelementen, dvs av

a11a22 · · · ann

Bevis.

Alla till̊atna produkter utom denna stöter p̊a en nolla.
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Sats

L̊at A vara en n × n-matris, här illustrerat för n = 3

A =

 x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22


1 Att multiplicera en rad med en konstant k multiplicerar determinanten med k:

det

 k 0 0
0 1 0
0 0 1

  x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22

 = det

 x00k x01k x02k
x10 x11 x12
x20 x21 x22

 =

k det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22


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2 Att byta plats p̊a tv̊a rader i matrisen byter tecken p̊a determinanten:

det

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

  x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22

 = det

 x10 x11 x12
x00 x01 x02
x20 x21 x22

 =

− det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22


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linjära ekvationssystem

Kofaktorutveckling,
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Sats (forts)

3 L̊at B ha samma element som A utom i rad i, och l̊at likas̊a C ha samma element som A
utom i rad i; i denna rad är C summan av raden fr̊an A och raden fr̊an B. D̊a är
det(C ) = det(A) + det(B).
Med andra ord:

det

 y0 + x00 y1 + x01 y2 + x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22

 = det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22

+

det

 y0 y1 y2
x10 x11 x12
x20 x21 x22


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4 A och dess transponat At har samma determinant, dvs

det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22

 = det

 x00 x10 x20
x01 x11 x21
x02 x12 x22


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5 Om n̊agon rad i A är en linjärkombination av de övriga raderna s̊a är detA = 0. Speciellt s̊a
är detA = 0 om n̊agon rad i A best̊ar av enbart nollor, eller om tv̊a rader är lika, eller
proportionerliga.
S̊a

det

 0 0 0
x10 x11 x12
x20 x21 x22

 = det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12

x00 + x10 x01 + x11 x02 + x12

 = 0
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linjära ekvationssystem

Kofaktorutveckling,
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Sats (forts)

6 Om B f̊as fr̊an A genom att n̊agon multipel av en rad adderas till en annan (i A) s̊a är
det(B) = det(A).
Exempelvis s̊a

det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12

10x00 + x20 10x01 + x21 10x02 + x22

 = det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22


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Sats (forts)

7 Om A ∼ B, dvs B är radekvivalent med A, s̊a är

detB = k detA

där k är en faktor som enbart beror p̊a vilka elementära radoperationer som utförts.
Exempel:

det

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 = det

 1 2 3
0 −3 −6
7 8 9

 =

det

 1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −12

 = (−3) det

 1 2 3
0 1 2
0 −6 −12

 =

(−3) det

 1 2 3
0 1 2
0 0 0

 = (−3)× 0 = 0
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Algoritm för beräkning av determinant

1 Indata: matris A av format n × n

2 Sätt k = 1

3 Om det uppst̊ar en nollrad eller en nollkolumn s̊a är determinanten noll

4 Utför radoperationer för att f̊a matrisen till övertriangulär form. Uppdatera k:
i Om vi bytte rader, byt tecken p̊a k
ii Om vi multiplicerade n̊agon rad med c, dividera k med c
iii Om vi adderade en multipel av en rad till en annan, l̊at k vara oförändrad.

5 Vi kan om vi s̊a önskar utföra kolumnoperationer; dessa behövs inte men kan leda till en
snabbare lösning. Kolumnbyte byter tecken, division med c leder till att k multipliceras med
c, addition av en kolumn till en annan p̊averkar inte k.

Notation: vi skriver |A| som alternativ till det(A).
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88 KAPITEL 4. DETERMINANTER

Gör operationerna s̊a att B i satsen ovan, är en med A radekvivalent trappstegsmatris T .
Eftersom k 6= 0 följer nedanst̊aende resultat direkt.

Korollarium 4.5.2. L̊at A vara en n×n-matris och T en trappstegsmatris s̊adan att
A ∼ T . D̊a gäller

detT 6= 0 ⇐⇒ detA 6= 0.

Vi avslutar detta avsnitt med ett exempel.

Exempel 4.5.3. Beräkna ∣∣∣∣∣∣∣∣

6 1 4 7
3 4 4 3
1 1 8 1
2 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Lösning: Vi skall beräkna determinanten genom att göra rad- och kolonnoperationer p̊a ett
s̊adant sätt att vi kan koppla den givna determinanten till determinanten av en trappstegs-
matris. D̊a raderna 2, 3 och 4 har samma element i kolonn 1 och 4 börjar vi med att fr̊an
kolonn 1 subtrahera kolonn 4. Enligt ovanst̊aende ändrar denna operation ej determinantens
värde.

∣∣∣∣∣∣∣∣

6 1 4 7
3 4 4 3
1 1 8 1
2 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

k1−k4=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 4 7
0 4 4 3
0 1 8 1
0 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

[
Byt plats p̊a
rad 2 och rad 3
Bryt ut 2 ur k3

]
= −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2 7
0 1 4 1
0 4 2 3
0 2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

r3−4r2
r4−2r2= −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2 7
0 1 4 1
0 0 14 1
0 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
[
Byt plats p̊a
kolonn 3 och kolonn 4

]
=

= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 7 2
0 1 1 4
0 0 1 14
0 0 0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2·(−1)·1·(−1)·(−7) = −14

Längre fram skall vi effektivisera detta förfarande ytterligare. �

4.6 Kofaktorer. Utveckling efter rad/kolonn

Vi skall nu studera ett sätt att “krympa” en determinant till en summa av determinanter av
en storlek mindre. För detta ändamål behöver vi göra följande definition.

Definition 4.6.1. L̊at A vara en n×n-matris och l̊at (n− 1)×(n− 1)-matrisen Aij vara
den matris som f̊as d̊a rad i och kolonn j stryks ur A. D̊a kallas Mij = detAij minoren
till elementet aij och Cij = (−1)i+jMij kallas kofaktorn till elementet aij .

27 / 43



TATA24 Linjär Algebra, Fö 12
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92 KAPITEL 4. DETERMINANTER

= (x+ n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 x− 1 0 . . . 0
0 0 x− 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x+ n− 1)(x− 1)n−1. �

4.7 Determinanter och ekvationssystem

L̊at A vara en given n×n-matris och Y en given n×1-matris. Betrakta ekvationssystemet
AX = Y där allts̊a den obekanta n×1-matrisen X söks. D̊a kan vi genom ett antal lämpliga
radoperationer överföra ekvationssystemet till TX = Y ′ där T är en trappstegsmatris rade-
kvivalent med A, d v s




a11 a12 · · · an1 b1
a21 a22 · · · an2 b2
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann bn


 ∼ . . . ∼




a′11 a′12 ··· a′n1 b′1
0 a′22 ··· a′n2 b′2
...

...
. . .

...
0 0 ··· a′nn b′n


 . (4.7.1)

Fr̊an den tidigare teorin för kvadratiska linjära ekvationssystem vet vi

Entydig lösbarhet ⇐⇒ Ett pivotelement p̊a varje rad,

(pivotelement = nollskilt matriselement med nollor under och till vänster) d v s ekvationssy-
stemet (4.7.1) är entydigt lösbart precis d̊a elementen a′ii, i = 1, . . . , n, är pivotelement. Enligt
tidigare resonemang gäller d̊a att

detT = a′11·a′22· . . . ·a′nn 6= 0

och enligt sats 4.5.1 följer att även detA 6= 0. Följaktligen har ekvationssystemet AX = Y
entydig lösning för varje högerled Y omm detA 6= 0. Vi kan nu sammanlänka stora delar
av teorin för kvadratiska matriser och ekvationssystem med determinantbegreppet genom att
utvidga sats 3.6.2 med ett p̊ast̊aende.

Sats 4.7.1. L̊at A vara en n×n-matris. Följande p̊ast̊aenden är ekvivalenta:

(a) detA 6= 0.

(b) A är inverterbar.

(c) Matrisekvationen (ekvationssystemet) AX = Y har entydig lösning för alla n×1-
matriser Y .

(d) Matrisekvationen (ekvationssystemet) AX = 0 har endast den triviala lösningen,
X = 0 .

(e) rangA = n.

(f) A är radekvivalent med enhetsmatrisen.

Bevis:

92 KAPITEL 4. DETERMINANTER

= (x+ n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 x− 1 0 . . . 0
0 0 x− 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x+ n− 1)(x− 1)n−1. �

4.7 Determinanter och ekvationssystem

L̊at A vara en given n×n-matris och Y en given n×1-matris. Betrakta ekvationssystemet
AX = Y där allts̊a den obekanta n×1-matrisen X söks. D̊a kan vi genom ett antal lämpliga
radoperationer överföra ekvationssystemet till TX = Y ′ där T är en trappstegsmatris rade-
kvivalent med A, d v s




a11 a12 · · · an1 b1
a21 a22 · · · an2 b2
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann bn


 ∼ . . . ∼




a′11 a′12 ··· a′n1 b′1
0 a′22 ··· a′n2 b′2
...

...
. . .

...
0 0 ··· a′nn b′n


 . (4.7.1)

Fr̊an den tidigare teorin för kvadratiska linjära ekvationssystem vet vi

Entydig lösbarhet ⇐⇒ Ett pivotelement p̊a varje rad,

(pivotelement = nollskilt matriselement med nollor under och till vänster) d v s ekvationssy-
stemet (4.7.1) är entydigt lösbart precis d̊a elementen a′ii, i = 1, . . . , n, är pivotelement. Enligt
tidigare resonemang gäller d̊a att

detT = a′11·a′22· . . . ·a′nn 6= 0

och enligt sats 4.5.1 följer att även detA 6= 0. Följaktligen har ekvationssystemet AX = Y
entydig lösning för varje högerled Y omm detA 6= 0. Vi kan nu sammanlänka stora delar
av teorin för kvadratiska matriser och ekvationssystem med determinantbegreppet genom att
utvidga sats 3.6.2 med ett p̊ast̊aende.

Sats 4.7.1. L̊at A vara en n×n-matris. Följande p̊ast̊aenden är ekvivalenta:

(a) detA 6= 0.

(b) A är inverterbar.

(c) Matrisekvationen (ekvationssystemet) AX = Y har entydig lösning för alla n×1-
matriser Y .

(d) Matrisekvationen (ekvationssystemet) AX = 0 har endast den triviala lösningen,
X = 0 .

(e) rangA = n.

(f) A är radekvivalent med enhetsmatrisen.
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Vi kan nu visa

Lemma

Om A är en n × n-matris och BA = I , s̊a är AB = I .

Bevis.

Om BA = I och AX = 0 s̊a B(AX ) = 0, men ocks̊a (BA)X = IX = X , s̊a X = 0. Enligt
föreg̊aende s̊a är A inverterbar, dvs det finns C s̊a att CA = AC = I . Vi har allts̊a att
BA = CA = I , s̊a

BAC = CAC =⇒ BI = CI =⇒ B = C
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4.7. DETERMINANTER OCH EKVATIONSSYSTEM 93

Vi lyfter ut p̊ast̊aendena (c) och (a) ur sats 4.7.1 och formulerar dem tillsammans med
deras negation. Resultatet blir ett mycket användbart hjälpmedel vid problemlösning.

Korollarium 4.7.2. (Determinantkriteriet)

detA 6= 0 ⇐⇒ Ekvationssystemet AX = Y är entydigt lösbart för alla n×1-
matriser Y .

detA = 0 ⇐⇒




AX = Y saknar lösning

eller
AX = Y har oändligt m̊anga lösningar

Bevis: P̊ast̊aendet följer av att ett linjärt ekvationssystem har antingen entydig lösning, ingen
lösning eller oändligt många lösningar. �

Exempel 4.7.3. Avgör ∀a, b ∈ R huruvida




x + 2y + az = 5
2x + ay + 8z = 12
ax − 2y = b

har entydig lösning, oändligt många lösningar eller saknar lösningar.
Lösning: Formulera systemet som en matrisekvation och beräkna determinanten av koeffici-
entmatrisen:

detA =

∣∣∣∣∣∣

1 2 a
2 a 8
a 2 0

∣∣∣∣∣∣

r2−2r1
r3−ar1=

∣∣∣∣∣∣

1 2 a
0 a− 4 8− 2a

0 −2− 2a −a2

∣∣∣∣∣∣
=

= (a−4)

∣∣∣∣∣∣

1 2 a
0 1 −2

0 −2(a+ 1) −a2

∣∣∣∣∣∣
r3+2(a+1)r2=

= (a−4)

∣∣∣∣∣∣

1 2 a
0 1 −2

0 0 −a2 − 4(a+ 1)

∣∣∣∣∣∣
= −(a− 4)(a2 + 4a+ 4) =

= −(a− 4)(a+ 2)2

Determinantkriteriet visar att det som är intressant är ifall detA är noll eller ej.
Ovanst̊aende kalkyl ger detA = 0 omm a = 4 eller a = −2. För dessa a-värden har

systemet antingen ingen lösning eller oändligt många lösningar. Vilket av fallen det blir beror
p̊a högerledet.

Eftersom determinantkalkylen inte har n̊agot med vad som st̊ar i högerledet att göra måste
fallen a = 4 och a = −2 undersökas separat. Vidare, om a 6= 4 och a 6= −2, s̊a har systemet
entydig lösning.

Med a = −2 f̊as systemet



1 2 −2 5
2 −2 8 12

−2 −2 0 b




r2−2r1
r3+2r1∼




1 2 −2 5
0 −6 12 2
0 2 −4 b+ 10


 r2+3r3∼




1 2 −2 5
0 0 0 3b+ 32
0 2 −4 b+ 10


 (4.7.2)

Den entydiga lösningen i första fallet är

X = A−1Y

Om detA = 0 men AX = Y har n̊agon partikulärlösning X = Xp , och AX = 0 har den allmänna
(oändligt många) lösningen Xh, s̊a ges samtliga lösningar av

X = Xp + Xh
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linjära ekvationssystem

Kofaktorutveckling,
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Exempel

Lös

x + ay = 1

x + a2y = b

för alla värden p̊a parametrarna a, b.
Determinanten för koefficientmatrisen är

det

(
1 a
1 a2

)
= a2 − a

1 Om a ̸∈ {0, 1} ges den unika lösningen av(
x
y

)
=

(
a

a2−a
+ 1 − a

a2−a

− 1
a2−a

1
a2−a

) (
1
b

)
=

(
a−b
a−1
b−1
a2−a

)
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Exempel (forts)

2 Om a = 0 s̊a blir systemet

x = 1

x = b

s̊a vi ser att vi f̊ar tv̊a underfall:
i Om b ̸= 1 saknas lösning.
ii Om b = 1 s̊a f̊ar vi det oändligt många lösningarna x = 1, y = t, t ∈ R. Notera att t ocks̊a kallas

för “parameter” men att den har en annan roll än parametrarna a, b, som modifierar problemet.

3 Om a = 1 s̊a blir systemet

x + y = 1

x + y = b

s̊a vi f̊ar åny tv̊a underfall:
i Om b ̸= 1 saknas lösning.
ii Om b = 1 har vi lösningarna y = t, x = −t, t ∈ R.
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Gör operationerna s̊a att B i satsen ovan, är en med A radekvivalent trappstegsmatris T .
Eftersom k 6= 0 följer nedanst̊aende resultat direkt.

Korollarium 4.5.2. L̊at A vara en n×n-matris och T en trappstegsmatris s̊adan att
A ∼ T . D̊a gäller

detT 6= 0 ⇐⇒ detA 6= 0.

Vi avslutar detta avsnitt med ett exempel.

Exempel 4.5.3. Beräkna ∣∣∣∣∣∣∣∣

6 1 4 7
3 4 4 3
1 1 8 1
2 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Lösning: Vi skall beräkna determinanten genom att göra rad- och kolonnoperationer p̊a ett
s̊adant sätt att vi kan koppla den givna determinanten till determinanten av en trappstegs-
matris. D̊a raderna 2, 3 och 4 har samma element i kolonn 1 och 4 börjar vi med att fr̊an
kolonn 1 subtrahera kolonn 4. Enligt ovanst̊aende ändrar denna operation ej determinantens
värde.

∣∣∣∣∣∣∣∣

6 1 4 7
3 4 4 3
1 1 8 1
2 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

k1−k4=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 4 7
0 4 4 3
0 1 8 1
0 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

[
Byt plats p̊a
rad 2 och rad 3
Bryt ut 2 ur k3

]
= −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2 7
0 1 4 1
0 4 2 3
0 2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

r3−4r2
r4−2r2= −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2 7
0 1 4 1
0 0 14 1
0 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
[
Byt plats p̊a
kolonn 3 och kolonn 4

]
=

= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 7 2
0 1 1 4
0 0 1 14
0 0 0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2·(−1)·1·(−1)·(−7) = −14

Längre fram skall vi effektivisera detta förfarande ytterligare. �

4.6 Kofaktorer. Utveckling efter rad/kolonn

Vi skall nu studera ett sätt att “krympa” en determinant till en summa av determinanter av
en storlek mindre. För detta ändamål behöver vi göra följande definition.

Definition 4.6.1. L̊at A vara en n×n-matris och l̊at (n− 1)×(n− 1)-matrisen Aij vara
den matris som f̊as d̊a rad i och kolonn j stryks ur A. D̊a kallas Mij = detAij minoren
till elementet aij och Cij = (−1)i+jMij kallas kofaktorn till elementet aij .
4.6. KOFAKTORER. UTVECKLING EFTER RAD/KOLONN 89

Exempel 4.6.2. L̊at

A =




11 12 13
21 22 23
31 32 33


.

Bestäm A12, C12 och M31.
Lösning: Stryk rad 1 och kolonn 2 ur A, d v s tänk




11 12 13
21 22 23
31 32 33


.

Vi f̊ar

A12 =

(
21 23
31 33

)
, C12 = (−1)1+2

∣∣∣∣
21 23
31 33

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣
21 23
31 33

∣∣∣∣ = −(21·33− 23·31) = 20.

P̊a samma sätt f̊as M31 =

∣∣∣∣
12 13
22 23

∣∣∣∣ = 12·23− 13·22 = −10. �

Varför är det meningsfullt att införa dessa begrepp? En orsak är först̊as att man vill
förenkla skrivsättet och slippa skriva ut stora “allmänna” matriser. En annan mer konkret
har med determinantkalkyl att göra. Betrakta följande determinant:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a21
... A11

an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

De till̊atna produkter som ej inneh̊aller n̊agon av nollorna ur rad 1 måste inneh̊alla a11. Om
vi summerar alla till̊atna produkter ur A med tecken kan vi bryta ut a11. Vi kan därför tänka
att vi stryker rad 1 och kolonn 1 ur A, determinanten av återstoden är just M11 och därmed
f̊ar vi i detta fall

detA = a11M11.

Antag nu att alla element i rad i, utom aij, är noll. Vi återför denna nya situation p̊a
situationen ovan genom att göra ett antal rad- och kolonnbyten s̊a att aij st̊ar i position (1, 1)
efter bytena.

Det är nu viktigt att det endast är de negativa och positiva par där aij ing̊ar som f̊ar
p̊averkas. Vi f̊ar allts̊a inte förändra de inbördes lägena mellan övriga element. Detta kan
åstadkommas om vi gör successiva rad/kolonnbyten mellan närliggande rader/kolonner.

Allts̊a, förflytta kolonn j till kolonn 1, j−1 kolonnbyten, sedan rad i till rad 1, i−1 radbyten.
Totalt blir det i+ j − 2 teckenbyten. D̊a detta ger samma teckeneffekt som i+ j teckenbyten
f̊ar vi i detta fall

detA = (−1)i+jaij detAij = (−1)i+jaijMij = aijCij .

Vi exemplifierar med fallet att A är en 3×3-matris, i = 3, j = 2:

detA =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
0 a32 0

∣∣∣∣∣∣
= (−1)1

∣∣∣∣∣∣

a12 a11 a13
a22 a21 a23
a32 0 0

∣∣∣∣∣∣
=
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= (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣

a32 0 0
a12 a11 a13
a22 a21 a23

∣∣∣∣∣∣
= (−1)3a32

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
a12 a11 a13
a22 a21 a23

∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)3+2a32M32 = a32C32

Matriser i allmännhet har ingen rad eller kolonn av den form vi utnyttjat i ovanst̊aende
härledningar. För att återföra det allmänna fallet till det ovan studerade kan vi använda oss
av spaltning, sats 4.3.4.

Vi exemplifierar återigen med fallet att A är en 3×3-matris. Det allmänna fallet är i
princip likadant men jobbigare att skriva ut.

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 0 0

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
0 a32 0

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
0 0 a33

∣∣∣∣∣∣

= a31C31 + a32C32 + a33C33.

Det vi gjort ovan kallas utveckling efter rad (i detta fall, rad 3). D̊a allt som kan göras p̊a rader
i determinanter ocks̊a kan göras p̊a kolonner finns en motsvarande utveckling efter kolonn. Vi
sammanfattar:

Sats 4.6.3. L̊at A vara en n×n-matris. D̊a gäller att

detA = ai1Ci1 + ai2Ci2 + . . .+ ainCin Utveckling efter rad i

detA = a1jC1j + a2jC2j + . . . + anjCnj Utveckling efter kolonn j

Exempel 4.6.4. För att belysa satsen ovan skall vi utveckla nedanst̊aende determinant efter
rad 2.
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 1
2 0 5 3
1 3 2 0
0 6 3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2(−1)2+1

∣∣∣∣∣∣

2 3 1
3 2 0
6 3 6

∣∣∣∣∣∣
+0(−1)2+2

∣∣∣∣∣∣

1 3 1
1 2 0
0 3 6

∣∣∣∣∣∣
+5(−1)2+3

∣∣∣∣∣∣

1 2 1
1 3 0
0 6 6

∣∣∣∣∣∣
+

+ 3(−1)2+4

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
1 3 2
0 6 3

∣∣∣∣∣∣
= −2

∣∣∣∣∣∣

2 3 1
3 2 0
6 3 6

∣∣∣∣∣∣
−5

∣∣∣∣∣∣

1 2 1
1 3 0
0 6 6

∣∣∣∣∣∣
+3

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
1 3 2
0 6 3

∣∣∣∣∣∣
.

Att bara kofaktorutveckla blir, som vi ser, inte speciellt effektivt. Vi har ju fortfrande kvar att
beräkna tre 3×3-determinanter, vi slapp ju ifr̊an en d̊a den andra kofaktorn multiplicerades
med 0. �

Vi har nu härlett tv̊a väsentligen olika sätt att räkna ut en determinant: radoperationer till
trappstegsmatris och kofaktorutveckling. Dessa är var för sig ganska otympliga. Kombinerar
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att man kan bryta ut en faktor, inneh̊allande variabeln, ur determinanten, sats 4.3.3. I detta
exempel är detta lätt ordnat d̊a summan av respektive kolonns element blir 6.

A− λI =




1 2 3
2 2 2
3 2 1


−




λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ


 =




1− λ 2 3
2 2− λ 2
3 2 1− λ




det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ 2 3
2 2− λ 2
3 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣
r3+r2+r1=

∣∣∣∣∣∣

1− λ 2 3
2 2− λ 2

6− λ 6− λ 6− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (6− λ)

∣∣∣∣∣∣

1− λ 2 3
2 2− λ 2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣

k1−k3
k2−k3= (6− λ)

∣∣∣∣∣∣

2− λ 1 3
0 λ 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
=

= (6− λ)(2 + λ)λ

Icke-triviala lösningar finns omm det (A− λI) = (6− λ)(2 + λ)λ = 0, d v s omm λ = 6,−2, 0.
�

Anmärkning: För de värden p̊a λ som f̊as f̊ar vi alltid oändligt många lösningar, ty för det
ekvationssystem vi löser är determinanten av koefficientmatrisen lika med noll.

Avslutningsvis skall vi titta p̊a tv̊a satser som är mer av teoretiskt än praktiskt intresse.

Sats 4.7.5. (Cramers regel) L̊at A vara en n×n-matris med detA 6= 0, B en n×1-
matris och betrakta ekvationssystemet AX = B. L̊at Ai vara den matris som erh̊alls d̊a
kolonn i ur A ersätts med B. D̊a ges den entydiga lösningen till ekvationssystemet av

X =
1

detA




detA1

detA2
...

detAn


.

Satsen ser tilltalande ut men tänk p̊a att det krävs en hel del räknande för att beräkna
en determinant. Följande sats är en direkt konsekvens av Cramers regel.

Sats 4.7.6. L̊at A vara en inverterbar n×n-matris. L̊at Ã vara A:s matris av kofaktorer,
d v s elementet ãij ur Ã är kofaktorn Cij fr̊an A. D̊a gäller att

A−1 =
1

detA
Ãt.

För 2×2-matriser ger detta följande enkla minnesregel:
(

a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d b
c a

)
,

d v s vi inverterar en 2×2-matris genom att byta plats p̊a elementen p̊a huvuddiagonalen, byta
tecken p̊a de andra tv̊a och dividera med matrisens determinant. Med lite övning kan man
ocks̊a använda sats 4.7.6 p̊a 3×3-matriser.
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För 3× 3-matris f̊ar vi den st̊atliga formeln x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22

−1 = det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22

 Ãt

med

det

 x00 x01 x02
x10 x11 x12
x20 x21 x22

 = −x02x11x20+x01x12x20+x02x10x21−x00x12x21−x01x10x22+x00x11x22

och

Ãt =

 −x12x21 + x11x22 x02x21 − x01x22 −x02x11 + x01x12
x12x20 − x10x22 −x02x20 + x00x22 x02x10 − x00x12

−x11x20 + x10x21 x01x20 − x00x21 −x01x10 + x00x11


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Jan Snellman

Motiverande exempel

Permutationer

Definitionen av
determinant
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Exempel

Vi tittar ånyo p̊a systemet

x + ay = 1

x + a2y = b

Determinanten för koefficientmatrisen är

det

(
1 a
1 a2

)
= a2 − a

s̊a lösningen ges av

x =

det

(
1 a
b a2

)
det

(
1 a
1 a2

) =
a2 − ab

a2 − a

y =

det

(
1 1
1 b

)
det

(
1 a
1 a2

) =
b − 1

a2 − a
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Determinanten av produkten av tv̊a matriser

Sats

L̊at A,B vara n × n-matriser. D̊a gäller att

detAB = detA detB

Bevis.

Vi har att A ∼ J1 där J1 är p̊a radreducerad form, vilket kan skrivas som∏
ℓ

EℓA = J1,

där varje Eℓ är en elementär matris eller en permutationsmatris (hörande till en transposition).
Om J har en nollrad s̊a är detA = 0. I detta fall har vi även att∏

ℓ

EℓAB = J1B

har en nollrad, s̊a elementära radoperationer producerade en nollrad i AB, s̊a detAB = 0.
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Bevis (forts).

Antag därför att J1 inte har en nollrad, s̊a J1 = I . Då är detA = k, en faktor som bara beror p̊a
radoperationerna; denna faktor är precis ∏

ℓ

detEℓ.

Vi har nu att ∏
ℓ

EℓAB = IB = B,

som reduceras till trappstegsform J2 mha en följd av elementära radoperationer; allts̊a gäller

J2 =
∏
ν

Eν

Om J2 har en nollrad s̊a är det(B) = det(AB) = 0. Annars är detB = s det J2, där s är en
konstant som bara beror av radoperationerna, och mer precist

s =
∏
ν

detEν.

Men p̊a samma sätt är detAB = ks det J2. Eftersom detA = k, detB = s det J2, s̊a föjer att
detAB = detA detB.
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Area av parallellogram
som determinant

Volymen av
parallellepiped som
determinant

Kryssprodukt som determinant

Kom ih̊ag:

2.6. ON-BASER OCH BERÄKNING AV SKALÄR- OCH VEKTORPRODUKT 37

börjar med att undersöka vektorprodukterna mellan basvektorerna. Fr̊an definitionen av vek-
torprodukt och det faktum att e1, e2, e3 är en höger ON-bas följer det att e1×e2 = e3. H̊all
med vänsterhanden tre pennor som ett ungefärligt ON-system. Använd sedan högerhandsre-
geln (tumme × pek = l̊ang) för att illustrera de andra vektorprodukterna mellan basvektorerna
s̊a inser du att e2×e3 = e1 och att e3×e1 = e2. Vad gäller vinklar s̊a är moturs = positiv
riktning och nedanst̊aende figur är användbar för att komma ih̊ag dessa samband. Figuren
h̊aller ocks̊a reda p̊a vad som händer om vi g̊ar medurs, d v s i negativ riktning. Exempelvis är

e2×e1
(2.5.11)
= −e1×e2 = −e3. Sammanfattningsvis har vi följande vad gäller vektorprodukter

mellan basvektorerna i en högerorienterad ON-bas:

e2 e3

e1
Moturs Medurs

=⇒





e1 × e2 = e3 , e2 × e1 = −e3
e2 × e3 = e1 , e3 × e2 = −e1
e3 × e1 = e2 , e1 × e3 = −e2

e1 × e1 = e2 × e2 = e3 × e3 = 0

(2.6.3)

Vi kan nu göra precis som för skalärprodukten (jämför (2.6.2))

u× v = e




x1
x2
x3


× e




y1
y2
y3


 = (x1e1 + x2e2 + x3e3)× (y1e1 + y2e2 + y3e3) =

= x1y1 (e1 × e1)︸ ︷︷ ︸
=0

+x1y2 (e1 × e2)︸ ︷︷ ︸
=e3

+x1y3 (e1 × e3)︸ ︷︷ ︸
=−e2

+

+ x2y1 (e2 × e1)︸ ︷︷ ︸
=−e3

+x2y2 (e2 × e2)︸ ︷︷ ︸
=0

+x2y3 (e2 × e3)︸ ︷︷ ︸
=e1

+

+ x3y1 (e3 × e1)︸ ︷︷ ︸
=e2

+x3y2 (e3 × e2)︸ ︷︷ ︸
=−e1

+x3y3 (e3 × e3)︸ ︷︷ ︸
=0

=

= (x2y3 − x3y2)e1 + (x3y1 − x1y3)e2 + (x1y2 − x2y1)e3 = e




x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1




Denna formel är lite väl komplicerad för att försöka lära sig utantill. Här behövs en minnes-
regel för att komma ih̊ag strukturen. Nedan illustreras en (av många), se (2.6.4): skriv upp
vektorerna p̊a koordinatform, skriv 1:a och 2:a koordinaten under respektive koordinatmatris,
börja p̊a mitten och betrakta det första korsande pilparet, multiplicera ihop elementen som
förbinds av pilen riktad snett ned̊at höger, gör detsamma med elementen som förbinds av
pilen riktad snett upp̊at höger, beräkna skillnaden mellan dessa produkter (tänk att pilen
snett upp̊at höger ger ett minustecken) och vi har f̊att första koordinaten i vektorprodukten.
Gör likadant med de andra tv̊a pilparen.

x1
x2

y1
y2

e




x1
x2
x3


 × e




y1
y2
y3


 = e




x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1


 (2.6.4)

Vi kan formulera detta som
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Korollarium 4.8.2. L̊at A vara en inverterbar n×n-matris. D̊a gäller att

detA−1 =
1

detA

Bevis: Enligt definition av invers matris är A·A−1 = I s̊a att

1 = det I = det(A·A−1)
sats 4.8.1

= detA· detA−1 ⇐⇒ detA−1 =
1

detA
. �

Anmärkning:Korollarium 4.8.2 ger ytterligare en p̊aminnelse om att en matris är inverterbar
omm dess determinant är skild fr̊an noll.

4.9 Geometriska tolkningar

Om man studerar hur vektorprodukten beräknas ser man att varje koordinat kan skrivas
som en 2×2-determinant. Kombinerar man detta med utveckling efter rad baklänges s̊a kan
vektorprodukten skrivas som en 3×3-determinant:

e




x1
x2
x3


× e




y1
y2
y3


 = e




x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1


 = e




∣∣∣∣
x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣




=

= e1

∣∣∣∣
x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣−e2

∣∣∣∣
x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣+e3

∣∣∣∣
x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3
x1 x2 x3
y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
. (4.9.1)

(a) (b)

u

θ

v

h

|u|

|v|
α

hα
u×v

w

v

u

Figur 4.1: (a) Arean av en parallellogram. (b) Volymen av en parallellepiped.

D̊a b̊ade area av parallelogram och volym av parallellepiped har med vektorprodukt att
göra f̊ar determinanten sin geometriska tolkning just som area eller volym. För att tydliggöra
detta börjar vi i planet med en parallelogram som spänns upp av vektorerna u och v enligt
figur 4.1 (a).

D̊a vektorprodukten är definierad endast i rummet inför vi en z-axel ortogonal mot och
pekande upp ur papperet. B̊ade u och v kan d̊a ses som vektorer i rummet och b̊ada har
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Exempel

Vad är arean av triangeln med hörn i
A = (0, 0, 1), B = (2, 2, 2), C = (1, 0, 3)?

Kantvektorerna är AB = e

2
2
1

 och

AC = e

1
0
2

 s̊a arean av triangeln, vilket är

hälften av arean av parallellogrammet, blir halva
längden av vektorn∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3
2 2 1
1 0 2

∣∣∣∣∣∣ = e

 4
−3
−2


dvs

1

2

√
42 + (−3)2 + (−2)2 =

1

2

√
29
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Om a, b ligger i planet s̊a sätter vi bara z = 0:

a = axe1 + ay e2

b = bxe1 + by e2

a× b =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
ax ay 0
bx by 0

∣∣∣∣∣∣
= e3

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣

Exempel

Vad är arean av parallellogrammet ABCD med
A = (1, 1), B = (2, 2), C = (0, 2), D = (1, 3)? Vi
har att AB = e1 + e2, AC = −e1 + e2, s̊a arean
blir längden av

e3

∣∣∣∣( 1 1
−1 1

)∣∣∣∣ = 2e3

dvs 2. Obs: om determinanten hade varit negativ
s̊a hade vi f̊att ta beloppet av den för att f̊a
arean. Tecknet för determinanten anger
parallellogrammets orientering.
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Cramérs regel,
Adjungerad matris

Determinant av
produkt

Geometrisk tolkning
Kryssprodukt som
determinant

Area av parallellogram
som determinant

Volymen av
parallellepiped som
determinant

Repetition: Trippelprodukt

2.7. AREA OCH VOLYM 39

2.7 Area och volym

Via vektor- och skalärprodukt f̊ar vi enkla metoder att räkna ut arean av parallellogrammer,
trianglar och parallellepipeder. P̊a köpet f̊ar vi ocks̊a ett enkelt kriterium för att avgöra om
tre givna vektorer i rummet är ett högersystem.

Studera figur 2.29. Där har vi en parallello-
gram med kantvektorer u, v och höjd h. Fr̊an
definitionen av sin θ följer det att h = |v| sin θ.
Arean av en parallellogram är bas·höjd och ba-
sen är i detta fall |u|. Därav följer det att arean
A av parallellogrammen blir

A = |u| · |v| sin θ = |u×v| .

u

θ

v

h

|u|

|v|

Figur 2.29: Area av parallellogram ur
kryssprodukt.

Trots att vektorprodukten endast är definierad i rummet g̊ar det att använda detta även i
planet. Vi kan ju flytta över problemet till rummet genom att lägga till en tredje koordinat
som sätts till 0.

Exempel 2.7.1. Vi skall beräkna arean av den parallellogram som har hörn i origo, (7, 0),
(9, 4) och (2, 4). Figur 2.29 stämmer väl överens. Fr̊an koordinaterna ser vi att basen är 7 och
höjden 4 s̊a arean är 28. Vi skall visa att detta är vad som f̊as d̊a vi använder kryssprodukten.
Vi lyfter över problemet till rummet. Hörnen f̊ar d̊a koordinater (0, 0, 0), (7, 0, 0), (9, 4, 0) och
(2, 4, 0) s̊a att

u = e




7
0
0


, v = e




2
4
0


 =⇒ u×v = e




7
0
0




7
0

× e




2
4
0




2
4

= e




0
0

7 · 4


,

d v s |u×v| =

∣∣∣∣∣∣
e




0
0
28



∣∣∣∣∣∣
= 28. �

En parallellepiped är en kropp uppbyggd av tre parvis lika parallellogrammer, se figur 2.30.
Välj och namnge kantvektorer enligt figur 2.30. Som det är gjort i figuren är u, v, w ett
högersystem.

α
hα

u×v
w

v

u
Figur 2.30: Volymprodukt.

Volymen av en parallellepiped ges av basyta · höjd. Ur den tidigare diskussionen följer att
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(9, 4) och (2, 4). Figur 2.29 stämmer väl överens. Fr̊an koordinaterna ser vi att basen är 7 och
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


7
0
0


, v = e


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2
4
0


 =⇒ u×v = e




7
0
0




7
0

× e




2
4
0




2
4

= e




0
0

7 · 4


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d v s |u×v| =

∣∣∣∣∣∣
e




0
0
28



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= 28. �

En parallellepiped är en kropp uppbyggd av tre parvis lika parallellogrammer, se figur 2.30.
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α
hα
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w

v
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Figur 2.30: Volymprodukt.

Volymen av en parallellepiped ges av basyta · höjd. Ur den tidigare diskussionen följer att

• Volym V = ∥(u× v) · w∥.

•
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basytan = |u×v| och ur definitionen av cosinus följer att höjden h = |w| cosα. Följaktligen
f̊as volymen som

V = |u×v| · |w| cosα = (u×v) •w.

Härledningen ovan är starkt beroende av att vi vet att u, v, w är ett högersystem. Givet tre
vektorer s̊a är det inte s̊a lätt att se hur de skall ordnas för att bli ett högersystem. För att
se hur härledningen p̊averkas, byt plats p̊a u och v i figur 2.30. D̊a skulle u×v f̊a motsatt
riktning och vinkeln α mellan u×v och w skulle bli trubbig och därmed cosα < 0. |cosα| är
dock fortfarande detsamma s̊a att

V = |(u×v) •w| . (2.7.1)

P̊a grund av kopplingen till parallellepipedens volym (om vi bortser fr̊an tecknet) s̊a kallas
u×v•w för volymprodukten av u, v och w. Ur ovanst̊aende resonemang f̊ar vi det kriterium
som nämndes i inledningen:

Sats 2.7.2. Om u, v, w är tre vektorer i rummet s̊a gäller:

(u×v) •w > 0 ⇐⇒ u, v, w är ett högersystem

(u×v) •w < 0 ⇐⇒ u, v, w är ett vänstersystem

(u×v) •w = 0 ⇐⇒ u, v, w ligger i samma plan

Exempel 2.7.3. (a) Beräkna arean av den parallellogram som har ett hörn i (1,−1, 1) och
de tv̊a närliggande hörnen i (2, 1, 3) och (4, 2, 3).

(b) Beräkna volymen av en parallellepiped som har parallellogrammen i (a) som en sidoyta
och ett av de andra hörnen i (3,−2, 1).

Lösning:

(a) Sätt P1 = (1,−1, 1), P2 = (2, 1, 3) och P3 = (4, 2, 3). D̊a f̊as

P1P 2 = OP 2 −OP 1 = e




2
1
3


− e




1
1
1


 = e




1
2
2


,

P1P 3 = OP 3 −OP 1 = e




4
2
3


− e




1
1
1


 = e




3
3
2




P1P 2 × P1P 3 = e




1
2
2




1
2

× e




3
3
2




3
3

= e




2
4
3


 =⇒

=⇒ A =
∣∣P1P 2 × P1P 3

∣∣ =
√

(−2)2 + 42 + (−3)2 =
√
29

(b) Flera olika parallellepipeder passar in i förutsättningarna. Även om de är olika s̊a har de
alla samma volym. För att se detta, välj w i figur 2.30 som rymddiagonalen eller en av
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Cramérs regel,
Adjungerad matris

Determinant av
produkt

Geometrisk tolkning
Kryssprodukt som
determinant

Area av parallellogram
som determinant

Volymen av
parallellepiped som
determinant
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(u× v) · w =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
ux uy uz
vx vy vz

∣∣∣∣∣∣ ·
wz

wy

wz

 =

∣∣∣∣∣∣
wx wy wz

ux uy uz
vx vy vz

∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣
ux uy uz

vx vy vz
wx wy wz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
ux vx wx

uy vy wy

uz vz wz

∣∣∣∣∣∣
Tecknet för determinanten anger återigen en orientering: är u, v,w, i den ordningen, ett
högersystem (tecknet +) eller ett vänstersystem (tecknet −).
Till skillnade fr̊an vektorprodukten, som är specifik för tre dimensioner, fungerar
determinantformeln i högre dimensioner.

Exempel

Hyperparallellepipeden spännt av vektorerna

e1 + e2 + 17e3 + 17e4, e1 + e2 + e3, e1, 2e1 + e2

har 4-dimensionell volym 2 och är negativt orienterad m.a.p. den givna uppräkningen av
kantvektorer.
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