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Oversikt av dagens foreldsning:

© Dimensionssatsen
O Nollrum och virderum till sammansatta
avbildningar

@ Berikning av nollrum och virderum
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Definition
Exempel

Definition

Lat U, V vara vektorrum och lat F: U — V vara en linjar avbildning. Vi kallar U fér

definitionsmangd till F och V fér malmangd.

® Nollrummet till F ar

® Virderummet till F ar

N(F)={ue UlF[@ =0}

V(F) ={v € V|finnsu € U s3 att F(u) =V}

L)
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éi‘ Sats
TEKNISKA HOGSKOLAN Lat U,V vara vektorrum och lat F : U — V vara en linjar avbildning.

® N(F) ar ett delrum till U,
® V/(F) ar ett delrum till V.

Definition
Exempel

Bevis.

© Lituy,uz € N(F), c€R. Dd ar F(uy) =0s3 F(cuy) = cF(u1) = c0 =0, sa ctu; € N(F).
Vidare s§ ar F(uy +12) = F(W1) + F(W2) =0+0=0, s3 u; + 1 € N(F).

® Lit vi,v3 € V(F), c € R. D3 finns u1,u2 € U med F(u1) = vy, F(uz) = V2. Men
F(cu1) = cF(u1) = ¢v1, s& ¢vy € V(F). Dessutom s3 ar
F(u; +1) = F(y) + F(p) =V1 + Vo, s V1 + Vo € V(F).

.
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Det

andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och varderum
till sammansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

Lat F vara projektion pa linjen £ genom origo med riktningsvektor v = e [Z] av langd ett. D3 ar

2 cd
s [cd d2]

Varderummet &r linjen {, nollrummet ar normallinjen genom origo.

avbildningsmatrisen for F given av

O%Ebjo«w\glv P rz;jc,bum/\
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Nollrum och varderum
Definition

Exempel

Det

andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och varderum
till sammansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

Lat P vara ett plan genom origo, i rummet, och |at £ vara normallinjen till planet, genom origo.
Lat F vara ortogonal projektion pa planet, och G vara ortogonal projektion pa normallinjen. Da:

o F+G=1I
® V(F)=P, N(F)=t
® V(G)={( NG)=P

L
i
l
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Nollrum och varderum
Definition
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Det

andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och varderum
till sammansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

Lat @, v vara en nollskilda ickeparallella vektorer.
En godtycklig vektor w kan skrivas unikt

W = cu + dv.

Lt F(W) = cu. D3 &r F en linjir avbildning, sned projektion, i riktning ¥, p3 linjen genom origo
spand av u. Vi har

S V\('A Frﬁ‘ e[c Hou_

g
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Nollrum och varderum
Definition

Exempel

Det

andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och varderum
till sammansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

Lat U = V = C*®(R), vektorrummet av oandligt deriverbara rellvdrda funktioner p3 rella axeln.
L&t D : V — V vara deriveringsoperatorn, D(f(x)) = f’(x). Den &r linjir:

D(f(x) + g(x)) = D(f(x)) + D(g(x))
D(cf(x)) = cD(f(x))

Djupt? resultat fran TATA41 (foljer av medelvirdessatsen tex):

N(D) &r precis de konstanta funktionerna, dvs ett 1-dim delrum.

Annu djupare? resultatat fran TATA41:

V(D) =V, dvs viarderummet 3r hela alltet.

Beuvis.
Tag f(x) € V. Vi vill visa att f(x) € V(D) dvs att det finns g(x) € V med D(g(x)) = f(x).
M.a.o vill vi hitta en primitiv funktion till f(x), men analysens fundamentalsats ger att

duger. Ll 26
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Nollrum, védrderum till matris

Sats
L3t F:R" — R™ ges av
X — AX

dar A 4r en m X n-matris.
©® N(F) &r nollrummet till A, dvs {X|AX =0}

® V/(F) ar kolonnrummet till A, dvs V(F) = { ZJ"’:I XjAj ‘XJ S R}

1 1 1
Lat A= |1 2 3| och Iat F:R3 — R3 vara motsvarande linjira avbildning. Reducerad
2 3 4

1

(1) (1) _21] sa nollrummet blir spannt av | —2| och har dimension 1,
1

medan kolonnrummet spanns upp av de forsta tva kolonnerna och alltsd har dimension 2.

trappstegsform till A ar {
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Sats

Nollrum, vdrderum i d@ndligtdimensionella fallet

Lat U, V vara andligtdimensionella vektorrum med ordnade baser e och f. Lat

F:U—>V

F(eX) = fAX

vara en linjar avbildning med avbildningsmatris A.

©® N(F) &r i princip nollrummet till A, dvs N(F) ={eX|AX =0}
® V/(F) &r i princip kolonnrummet till A, dvs V(F) = {ZII":I ﬁxjAj‘xj € R}

Lat F: P, — P, ges av F(p(x)) = xp’(x). Lt e = (1 X

0 0 O
0 1 O0f vilken har nollrum span
0 0 2

).
1
0

0

och kolonnrum span

0
1
0

)

0
0
1

x2) . Da har F avbildningsmatris

sa nollrummet

till F &r spannt av det konstanta polynomet 1, och virderummet av polynomen x, och x2.
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Det
andligtdimensionella
fallet

Sats

Lat U, V vara adndligtdimensionella vektorrum
med ordnade baser e och f. Lt

F:U—V
FleX) =fAX
vara en linjar avbildning med avbildningsmatris
A. Latv =fY.
Da:

©® vV € V(F) omm det linjéra
ekvationssystemet AX =Y &r I6sbart

@ Varje lésning X till AX =Y geru € U med
F(u)=vV viau=eX
©® Omu; =eXy, u; =eXp och
F(u1) = F(u2) =V s3
@ AX = AX = Y
0 AXi—X2)=0
@ W — 1w e N(F)

Viardeméangd och godtagbara hogerled

R™
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Det
andligtdimensionella
fallet

Sammansatta avbildningar, ekvationssystem, matrisfaktorisering

Sats
L3t U, V, W vara andligtdimensionella vektorrum med
ordnade baser e och f och g. Lat

F:U—>V
F(eX) =£fAX

vara en linjar avbildning med avbildningsmatris A, och lat

G:V—-> W
G(fY) =gBX

vara en linjar avbildning med avbildningsmatris B. L4t
w=gZecW.D3ar

{(te U|G(F(m) =w}={ae U|F(a) € H} med
H={bev|ch) =w}.

Annorlunda uttryckt: ekvationssystemet (BA)X = Z kan
I6sas genom att forst I6sa BY = Z och sedan fér varje
16sning Y l6sa AX =Y.
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Nollrum och varderum

Det
andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och vdarderum
till ssmmansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

Vi vill 16sa ekvationssystemet

1 1 2\ /x
4 10 14| | x
2 22 36| | xs
2 7 18) \x

X =

=R R
|
S~ W N =

Vi kan gora detta direkt, men om vi vet att koefficentmatrisen C kan faktoriseras som C = LU
med

1 0 0 O 1 1 1 2
1 3 0 O 0 1 3 4
L= 1 1 6 0f° U= 0 0 3 5
1 1 1 1 0 0 0 7

sd ar det enklare att I6sa LUX = Z genom att forst I6sa LY = Z och fa fram
Y =(1,1/3,5/18,43/18) och sedan I6sa UX = Y och fa fram
X = (25/63,25/63,—10/21,43/126).
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L3t U,V vara vektorrum, och It e = {€1,...,€n} vara en bas fér U, som allts3 har indlig
dimension n. Lat F : U — V vara en linjar avbildning.

® V(F) =span(F(e1,...,F(€n)). Speciellt sd dr V(F) &ndligtdimensionell.
® dim N(F) 4+ dim V(F) = n.

[

I — NN
= LT

LT

i

|
|
|
|
I
I
I
|
I
|0

14/26



TATA24 Linjar Algebra, F6 15

LINKOPINGS UNIVERSITET

Nollrum och varderum

Det
andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och vdarderum
till ssmmansatta
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Sats 7.5.6. (Dimensionssatsen)
Lat U och V vara tva vektorrum och F: U=V en linjir avbildning. Antag att dimU = n.
Da dr

dim N(F) + dim V (F) = n.

Bevis: Om dim N(F) = dimU = n sa foljer det att 0 ér det enda viirde vi far fran F, dvs
V(F) = {0}. Da dim {0} = 0 stimmer pastaendet i satsen.

Antag nu att 1 < dim N(F) = k < n. Lat uy, ..., u; vara en bas fér N(F) och fyll ut med
Upi1,- .., Uy till en bas f6r U. Eftersom F(u) = ... = F(ug) = 0 foljer det att

V(F) = [F(ap41), - Fun)]

och pastaendet féljer om vi kan visa att {F(u41),..., F(u,)} dr linjirt oberoende. Beroen-
deekvationen ger

Met1 F(ags1) + oo+ A F(wn) = F(Ap41Uk1 + .- + Apu,) = 0

88 att Apy1Upt1+. ..+, € N(F). Om Agyupp+. ..+ u, # 0saskulle \ppjupyq+.. .+

Anu, vara en linjarkombination av uy, ..., u;. Detta strider mot att uy,...,ug, upq1,...,up
ar en bas for U. Enda mojligheten blir da att A\gpiupsq + ...+ Au, = 0. Da ugyg, ..., u,
&r linjédrt oberoende foljer det att A1 = ... =\, =0, dvs {F(ug41),...,F(u,)} ir linjart

oberoende och didrmed dr dim V (F) =n — k s att dim N(F) +dimV(F) =k + (n — k) = n.
Om dim N(F) = 0 sa fungerar beviset ovan efter nagra smiirre justeringar. Dessa limnas
som Gvning. | |
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och varderum

Lat a € R och Iat

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 -1 =2
A=A,=|1 2 3 4~|0 1 2 3 [~]|0 1 2 3 |~|0 1 2 3
2 3 4 a 0 1 2 a-2 0 0 0 a—>5 0 0 0 a-—5
1 0 -1 0
Om a # 5 s3 ir reducerad trappstegsform [0 1 2 0| s& nollrummet spanns av (1,—2,1,0)
0 0 0 1

och har dim 1, virderummet spinns av de tre sista kolonnerna (varfor inte de tre férsta?) och har
dim 3. Den linjara avbildningen X — AX gar fran R? till R3, och 1 +3 = 4.
Om a =5 sa ar reducerad trappstegsform

1 0 -1 -2

0 1 2 3

0 0 O 0
sd nollrummet ges av c3 = r,cs = s,cp = —2r — 3s,c; = r + 2s dvs har bas
((1,—2, 0,1) (2,-3, 1,0)). Varderummet spanns tex av de tva forsta kolonnerna. Notera att
2+2=4.
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Nollrum och varderum

Det
andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och vdarderum
till ssmmansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

Lat P4 beteckna vektorrummet av polynom av grad hogst 4, och 1t V std for vektorrummet av

alla 2 x 2-matriser. Lat A = [1 2]. Definiera

3 4

F:Pys >V

F(p(x)) = p(A).

(Verifiera att detta &r en linjar avbildning!)
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Nollrum och varderum

Det
andligtdimensionella
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Dimensionssatsen

Nollrum och varderum
till ssmmansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

Lat P4 beteckna vektorrummet av polynom av grad hogst 4, och 1t V std for vektorrummet av

L 2]. Definiera

alla 2 x 2-matriser. Lat A = [3 4

(Verifiera att detta &r en linjar avbildning!)
Eftersom dim P4 =5 sd dr dim V(F) < 5. Eftersom V(F) < V och dim(V) = 4 s3 ar
dim V(F) < 4.
Men vi har relationen
A2 =5A+2]

sd V(F) = span([/, A]). Dimensionssatsen s3ger nu att
dim N(F) = dim P4 — dim V/(F) = 5 — 2 = 3. Relationen ovan ger att

A2 _B5A—2/=0

sa g(x) = x> —5x — 2 € N(F). Samma sak giller fér xg(x) och x?g(x), dar har du ditt N(F)!
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Nollrum och vdarderum
till ssmmansatta
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Berdkning av nollrum
och varderum

Lat P vara ett plan genom origo,

i rummet, och It { vara normallinjen till planet, genom origo.

Lat F vara ortogonal projektion pa planet, och G vara ortogonal projektion pa normallinjen. Da:

©F+G=1

® V(F)=P, N(F) =¢ dim V(F) =2, dimN(F) =1,2+1=3
© V(G)=¢ N(G)=P, dim V(G) =1, dim N(G) =2, 1 +2 =3

s
HE
|
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® Lat U, V, W vara vektorrum

® |3t F: U — Voch G:V — W vara linjara avbildningar
® D3 dr GoF: U — W ocksa linjar

® N(GoF)= {ﬁe U|G(F(ﬁ)) =6}

® V(GoF)={we W|finnsue Usaatt G(F(w) =w}

fam I

Gl

[ ! \A
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Nollrum och varderum

Det
andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och vdarderum
till sammansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

Lat

0 1
B‘[o 0

1
1

| =

1 1
0 1
0 0

)

CB =

0 1 2
0 0 1
0 0 O

. Be=|

Nollrummet till B spannt av (1,0,0) medan nollrummet till CB &r samma.

Virderummet till C, dvs kolonnrummet, ar spant av (1,0,0) och (1,1,0) och virderummet

till CB ar samma.

Kolonnrummet till CB bestar i slutindan av (vissa) linjirkombinationer av kolonnerna i C.

0 1
0 0

)

At andra hallet s3 ir nollrummet till C trivialt medan nollrummet till BC ir stdrre, spant av

[1,0t.

Virderummet till B dr hela R? men virderummet till BC &r spant av (1,0)
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Nollrum och vdarderum
till sammansatta
avbildningar

Lat F:R* — R* ges av X — AX med

>
Il
ocooo

3
5
6
0

O OO
oo B~ N

Den sammansatta avbildningen F o F har d3 avbildningsmatris A2, och s3 vidare, med

0 0 4 17 0 0 0 24 0 0 0 O
2 |0 0 0 24 3 |0 0 0 O 4 |0 0 0 O
AT = 0 0 0 O AT = 0 0 0 O AT = 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
Vi har att
k N(F¥) dim N(F¥) V(FX) dim V/(F¥)

0 {0} 0 R? 4

1 span(€;) 1 span(€y, €2, €3) 3

2 span (€, €2) 2 span(ey, €2) 2

3  span(e, e, €3) 3 span(e;) 1

4 R* 4 {0} 0

Vi ser att nollrum och viarderum kan Sverlappa.
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Berdkning av nollrum
och varderum

Berdkning av nollrum och virderum

® L3t A vara en matris
@® Lat B vara den reducerade trappstegsformen till A
® A och B hara samma radrum och samma nollrum, olika kolonnrum (varderum)

0 Vi kan hitta en bas fér N(A) genom att hitta en bas fér I6sningsrummet till AX = 0 som ar
I16sningsrummet till BX =0

@ De nollskiljda raderna i B &r en bas fér radrummet

@ Vi far en bas till kolonnrummet for A, dvs varderummet for den associerade linjara
avbildningen, genom att vilja de kolonner i A s3 att motsvarande kolonn i B har ett
pivotelement
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Berdkning av nollrum
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138
397

nss | (\/
3409

6 Cufli'/
_11 C3 1"4£
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Nollrum och varderum

Det
andligtdimensionella
fallet

Dimensionssatsen

Nollrum och varderum
till ssmmansatta
avbildningar

Berdkning av nollrum
och varderum

@ Alternativ teknik: bilda forst M = (At
® Reducerad trappstegsform (R S)

® Nollskiljda rader i R bas for kolonrummet till A, dvs varderummet
0 Rader i S horande till nollrader i R bildar bas fér nollrummet till A

1 1 1

1 2 3

OmAf234

4 2 1
via

1

1

(Afll):l

1

1

~N oA

G~ WN

~N o o

O~ WN

O O O o~

O O O+ O

)

O O O O~

o= OO O

O O O+ O

= O O O o

O O O =

O O OO

O = OO o

H O O O o

| ool

(SIS ST

| |
borm Lo

ol

o=

[SIEN SIS

sa har virderummet dim 3 och nollrummet dim 2, berikna baser
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