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O Lite = (El 62) vara nagon bas for planet
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Bassamband och

koordinatsamband

Inledande exempel 7
Bassamband

Omviént bassamband

Koordinatsamband

Fler baser

Exempel: triangel

Samband f6r
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte
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O Lite = (El 62) vara nagon bas for planet

LINKOPINGS UNIVERSITET

TEKNISKA HOGSKOLAN ®Litu=26; +3e =¢ (:2)))

© Infor en ny bas f = (fl fg) med

Bassamband och
koordinatsamband

Inledande exempel _ 1 7
Bassamband fi=e;1+tex=¢ <1>

Omviént bassamband

Koordinatsamband _

_ = -1 u
Fler baser fr=—€+er=¢e ( 1 )

Exempel: triangel

Samband f6r
avbildningsmatris
Ortonormalt basbyte \
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Bassamband
Omviént bassamband
Koordinatsamband
Fler baser

Exempel: triangel

Samband f6r
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte

O Lite = (El 62) vara nagon bas for planet
(2] Létﬁ:2€1+352:§(§)

© Infor en ny bas f = (fl fg) med

O Vi kan |6sa ut

&1 = -F — oF
1 21 22

1. 1.
& = 2f + =
€2 2 1 2 2

e
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O Lite = (El 62) vara nagon bas for planet

. . o _ 2
RO EL S 9Latu:2el+362:§(3)
Baeeanbaniloeh ® Infor en ny bas f = (fl fg) med
koordinatsamband
Inledande exempel _ _ _ 1
Bassamband fi=e;1+tex=¢ 1

Omviént bassamband
Koordinatsamband _ -1
Fler baser fr=—=6t+ex=¢

i 1
Exempel: triangel
Samband for
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte @ Vi kan l6sa ut
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Inledande exempel
Bassamband
Omvént bassamband
Koordinatsamband
Fler baser

Exempel: triangel

Bassamband

Definition
Lite=(ey --- @) vara en ordnad bas fér vektorrummet V (“den gamla basen”).
Lat e = (fl fn) vara en annan ordnad bas fér vektorrummet V' (“den nya basen”).
Skriv, for 1 < j <n,
tj1
gj:tjlél+"'+tjn§n:§
tin

Vi sammanfattar detta som

f=eT
dar
t11 tin
T=|
th1 tan

ar basbytesmatrisen fran e till f.
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Bassamband och
koordinatsamband
Inledande exempel
Bassamband
Omviént bassamband
Koordinatsamband
Fler baser

Exempel: triangel

Samband f6r
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte

| vart exempel sa skriver vi bassambandet

som

vilket blir

6 w-@ o 7)
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Om de ordnade baserna e, f ar relaterade med bassambandet

sa ar T inverterbar, och det omvianda bassambadet ges av

e=fT!

Det omvéanda bassambandet ger “gamla basen uttryckt i nya”.
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Bassamband och
koordinatsamband
Inledande exempel
Bassamband
Omvint bassamband
Koordinatsamband
Fler baser

Exempel: triangel

Samband f6r
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte

| vart exempel si ar bassambandet
- = 5 o 1 -1
6 B)=@E o) (1 . )
och det omvanda bassambandet &r

~ ~ _ _ 1/2 1/2
@ &)= f) (_1//2 1§2>

i
&L
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Inledande exempel
Bassamband
Omvént bassamband
Koordinatsamband
Fler baser

Exempel: triangel

Koordinatsamband

Sats
Lat
O ¢, f vara ordnade baser fér vektorrummet V
ef=eT
© Vektorn u har koordinater X m.a.p “gamla basen” e, dvs u = eX

O Samma vektor u har koordinater Y m.a.p “nya basen” f, dvsu ={Y

D3 dr X, Y relaterade via koordinatsambandet

X=TY
och det omvéinda koordinatsambandet

Y =T1X
Bevis.
Eftersom

eX=u=1fY =(eT)Y =¢(TY)

sé foljer frén unikhet av koordinater att X = TY, och vidare (eftersom T &r inverterbar) att
Y =T-1X. O
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Bassamband och | vart exempel sd dr koordinatsambandet

koordinatsamband

Inledande exempel 1) 1 -1 yiy _ (ni—»x2
Bassamband X2 1 1 2 yi+y
Omviént bassamband

Famfio s b och det omvinda koordinatsambandet ar

Fler baser
Exempel: triangel yi _ 1/2 1/2 X1 _ X1/2 4L X2/2
Samband for V2 —-1/2 1/2 X2 —x1/2+ xp/2
avbildningsmatris
(0) It basb
bbb Vart givna u har e-koordinater X = (§> men M\

. _(b/2
f-koordinater Y = (1/2)
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Inledande exempel
Bassamband
Omvént bassamband
Koordinatsamband
Fler baser

Exempel: triangel

Upprepat basbyte

Sats
Antag att
® V vektorrum
@ ¢, f, g ordnade baser for V
© basbytesmatrisen frin e till £ 4r T och basbytesmatrisen fran £ till g &r S
O u har koordinater X map bas e, koordinater Y map bas £, samt koordinater Z map bas g
Da:
©® Basbytesmatrisen fran e till g ar TS
® Koordinatsambandet blir X = TSZ
© Omvinda koordinatsambandet blir Z = ST1T—1X.
© Vi har dven att att Z=S"1Y =S1T-1X.

Beuvis.
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Bassamband och
koordinatsamband
Inledande exempel
Bassamband
Omviént bassamband
Koordinatsamband
Fler baser

Exempel: triangel

Samband f6r
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte

Antag att vi introducerar en tredje bas g genom

g = 1/2f2
g =1/2f1

Da blir den sista basbytesmatrisen

0 1/2
(1/2 0)

medan den totala basbytesmatrisen blir

1 —1\/o0 1/2\ [-1/2 12
(1 1><1/2 o>*<1/2 1/2)

och koordinatsambanden
_(-1/2 1/2 (-1 1
X*(l/z 1/2)2’2*(1 1)X

Speciellt, om X = (g) s blir Z = (;)
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Bassamband och
koordinatsamband
Inledande exempel
Bassamband
Omviént bassamband
Koordinatsamband
Fler baser

Exempel: triangel

Samband f6r
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte

Triangel ABC
C

A
8 Or]da D
Vilka sidor kan ses fran
punkt D?

1) Subtrahera A fran allt
sa Ablirorigo
a-8-c

!
o = t}?DJ%:D’

2) Kantvektorer f1 =B'
och f2 =C'bildar ny bas,
koordinatery1,y2

C-H+C

- !
O ﬁ . ?D~/}1D/
3) Ge begransningslinjernas
ekv i y-koord

y1+y2>1
y1=0

y2=0

T +
y2<0 B!

D'=(y1,y2) med y1>0,y2<0,y1+y2>1

s ser sidan 0B" och sidan B'C" dvs i originalbild
ser D sidan AB och sidan BC
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LINKBPINGS UNIVERSITET @ e,f vara ordnade baser fér U

® U, V vara andligtdimensionella vektorrum

© g,h vara ordnade baser fér V

0 f=eS
@h=gT
Basbyte i malrum och i @ F : U — V vara en linjar avbildning
bildrum
Basbyte for linjar o F(EX) = gAX
avbildning pa V
Sammanfattning (6} F(iy) :hBY
D3 ar
B=T1AS
Bevis.

Vi anvinder g =hT ! och X = SY och far

F(fY) = F(eX) =gAX =hT 'ASY
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Basbyte i malrum och i
bildrum

Basbyte for linjar
avbildning pa V
Sammanfattning

Sats

Lat F: U — V vara linjar, U,V andligtdimensionella vektorrum. D& kan vi vilja baser s att
avbildningsmatrisen blir

1 0 0 0 O
01 0 0 O
0 0

0 0 1 0
0 0 0 0

Antal ettor pa diagonalen kallas for avbildningens rang.

Beuvis.

Viélj bas i U sa att e,;1,...,em utgdr bas for nollrummet till F. D3 &r ey1,...,&, linjart
oberoende, och g; = F(€1),...,8, = € ar linjart obereoende och utgér en bas for virderummet.
Fyll ut till bas fér V. Avbildningsmatrisens kolonn j ar koordinaterna map g for F(€;), dvs
(0,...,1,0,...,0) om j < k, och nollvektorn annars. B O
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Bassamband och
koordinatsamband

Samband foér
avbildningsmatris

Basbyte i malrum och i
bildrum

Basbyte for linjar
avbildning pa V
Sammanfattning

Ortonormalt basbyte

Vi har att

Nollrum(A) = span

och forstés att

o = O o

sd vi satter

S ~oo
~ooo
| o
[

| -
)

\'

Il
S

och far att

Rangen fér A &r alltsd 2.
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Sats
Lat

@ V vara ett andligtdimensionellt vektorrum

@ e,f vara ordnade baser fér V

©f=eT

O F :V — V vara en linjar avbildning

0 F(eX)=eAX

B=T AT, A=TBT!

Vi anvinder f =eT och Y = T—1X och far

eAX = F(eX) = F(fY) = fBY = eTBT 1X
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koordinatsamband o — . .
Lat u, ¥ spanna upp ett plan genom origo, och
Samband for

S e IaE F vara sned projektion pa planet i riknting w.
Basbyte i malrum och i Da ar

bildrum

Basbyte for linjar T) — 7 Fl—T =) — 0

avbildning pa V F(a) =1, F(v) =¥, F(w) =0,
Sammanfattning
(0] It bast 100

rt alt basbyt < I .

AL LEL A sa F har avbildningsmatris B= |0 1 0

Y
0 0 O

map basen f = (@ ¥ W) och matris
A= TBT ! map basen e, dir T &r
basbytesmatrisen vars kolonner innehéller
e-koordinaterna for u, v, w.
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Lat u, v, w vare tre vektorer i rummet som inte
Bassamband och - o s o e
koordinatsamband ligger i nagot plan, och Iat F vara den linjara
- avbildningen s3 att
Samband fo6r
avbildningsmatris

Basbyte i malrum och i F(ﬁ) =7, F(V) =W, F(W) =1
bildrum
Ba:ll;gtg for !in\j/éir 0 0 1
avbildnin, a . . -
Sammanfgatptning D3 har F avbildningsmatris B= |1 0 0
0 1 0
Ortonormalt basbyte . .
map basen f = (@ ¥ W) och matris W .
A= TBT ! map basen e, dir T &r U
basbytesmatrisen vars kolonner innehaller
e-koordinaterna for u, v, w.
0 1 0
Notera att F—! har matris [0 0 1| map f.
1 0 O

Vad visar bilden?
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Basbyte i malrum och i
bildrum

Basbyte for linjar
avbildning pa V

Sammanfattning

Sammanfattning basbyte

® V i.d. vektorrum

@e= (g1 -+ &) “gammal bas”

e f= (fl f,,) “ny bas”

© f =eT “"bassamband”, kol j i T: koord fér f; m.a.p. e

@ e =fT! “omvint bassamband”

@i—eX=fYcV

@ X=TY, Y =T71X "koordinatsamband”

® F:V — Vlinjar, F(eX) =eAX, F(fY) =£BY, avbildningsmatris m.a.p. e resp. f
@ A= TBT 1, B= T 1AT, "konjugera avbildningsmatrisen med basbytesmatrisen”

@ Kan ses som
Y 5 X =TY 5 ATY — T LATY

dvs gor om till X-koord, applicera A, konvertera tillbaka till Y-koord
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Lat V vara ett 4.d. vektorrum och lat F : V. — V vara linjar. D3 beror inte determinanten av
avbildningsmatrisen pa valet av bas.

Lat f =eT. Vi har att
det(B) = det(T1AT) = det(T) ! det(A) det(T) = det(A).
O

Vi kan alltsa definiera determinanten fér F som determinanten av nagon avbildningsmatris for F.
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Definition
En n X n-matris M ar ortonormal om féljande likvardiga villkor ar uppfyllda
o MM =]
Ortonormala matriser e MMt =|
Skillnad mot vanligt . 1
basbyte ® M ir inverterbar och M—1 = Mt
Avbildningsmatris for . . . .
vanliga avbildningar map 0 Kolonnerna i M bildar en ON-bas i R” m.a.p. standardskalirprodukten

lamplig bas

@ Raderna i M bildar en ON-bas i R” m.a.p. standardskaldrprodukten
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TEKMISKA HOGSKOLAN L&t e vara en ON-bas fér det euklidiska rummet V' av dimension n < co. L3t f vara en annan bas

for V. Latf=eT.
® f dr en ON-bas omm T &r en ortonormalmatris
® OmfiarON, u=¢eX; =£fY1, V=eXo =£Y>, 53

(afv) = XltXQ E Ylt Y>

Ortonormala matriser

Skillnad mot vanligt

basbyte Bevis
Avbildningsmatris for :

vanliga "l“;';“d"i“%af map Se kursboken fér ON-bas svarar mot ON-matris.
amplig b . . ° m . ° .
Om vi anvander basbytesformeln X = TY p3 nista sida far vi

XXy = (TY)ITY: = YiTITY, = YEIY, = YiYs
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Ortonormala matriser
Skillnad mot vanligt
basbyte
Avbildningsmatris for
vanliga avbildningar map
lamplig bas

Sats

Ortonormalt basbyte

L3t V vara ett 4.d. euklidiskt rum, och It e, f vara tvd ordnade ON-baser for V.

©® Om f =eT s3 ar basbytesmatrisen T ortonormal, s4 T-1 = Tt
® Koordinatsambanden kan alltss skrivas X = TY och Y = TtX
® Om F :V — V ar linjar, med

F(u) = F(eX) =eAX = F(fY) = £fBY

s3 ar

A=TBT!, B=TAT
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Bassamband och
koordinatsamband

Samband foér
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte
Ortonormala matriser
Skillnad mot vanligt
basbyte
Avbildningsmatris for
vanliga avbildningar map
lamplig bas

Om U < V och f dr en ON-bas for V s3 att de
forsta k vektorerna utgor en ON-bas for U, sa ar

f; j<k

F(E = {0
(& 0 j>k

sa avbildningsmatrisen B blir

och

)

A= TBT".

Projektion

Flei)
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Om f 3r ON-bas fér rummet och E,E spanner
ett plan som F speglar i, blir avbildningsmatrisen

1 0 O
B=10 1 0
0 0 -1

och A= TBT?

=
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Bassamband och
koordinatsamband

Samband foér
avbildningsmatris

Ortonormalt basbyte
Ortonormala matriser
Skillnad mot vanligt
basbyte
Avbildningsmatris for
vanliga avbildningar map
lamplig bas

Om £ 4r ON-bas fér rummet och E,E spanner
ett plan, och F vrider « radianer runt linjen
spind av f3, moturs sett frin spetsen av f3, s3
blir avbildningsmatrisen

cos() —sin(x) O
B = | sin(a) cos(x) O
0 0 1

och A= TBT?

Vridning

RS
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