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Spektrum, egenvirde,
egenrum, egenvektor

Varfér ordet “spektralteori”?

Spektrum: Inom fysiken &r ett spektrum (plural spektrum, spektrer eller spektra) en
uppdelning av elektromagnetisk stralning eller annan typ av vagrérelse i olika vaglangder
eller frekvenser. —Wikipedia

Spektrallinjer &r ljusa eller mérka linjer i spektrumet fran en ljuskélla. De uppstar nar
elektronerna i ljuskéllans (eller mellanliggande materias) atomer &vergér fran en energiniva
till en annan. Eftersom dessa energinivier (och skillnaden mellan dem) &r fasta och
specifika (diskreta) fér varje enskilt mne, kan spektrallinjerna anvindas for att identifiera
vilket eller vilka &mnen som &r inblandade. —Wikipedia
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Spektrum, egenvirde,
egenrum, egenvektor

Spektrum i linjdr algebra

Definition
Lat V vara ett 4.d. vektorrum och lat F : V — V vara en linjér avbildning. Lat /: V — V
beteckna identitetsavbildningen.

©® Spektrum av F ir mingden Sp(F) ={A € R|(F — Al) €j inverterbar }
® Om A € Sp(F) sa sags A vara ett egenvirde till F
® Om A € Sp(F) sa kallas nollrummet till F — Al fér egenrummet till F horande till A

0 En nollskiljd vektor ¥ i egenrummet hérande till A kallas fér en egenvektor till F hérande till A

Sats

©® F ar inverterbar omm 0 inte &r ett egenvirde

@ Vektorn v € V \ {0} &r en egenvektor till F hérande till egenvirdet A omm
F(v) =Av
® Om U ar en annan egenvektor hérande till A och (c,d) # (0,0) s3 ar
cv + du
ocks3 en egenvektor hérande till A
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Skalning

Lat e, f vara baser for planet, och lat F ha avbildningsmatris B = (1(/)3 g) map f och

A= TBT ! map e. D3 &r F skalning med faktor 2 langst f> och med faktor 1/3 langst f; och
har egenvérden 1/3 och 2, och motsvarande egenrum &r linjerna genom origo uppspénnda av f;

och f5.

/
f

/
| egenrum

egenrum

e2

/ /
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Snedspegling

Lat e, f vara baser for planet, och lat F ha avbildningsmatris B = ((lJ _01) map f och
A= TBT ! map e. D3 4r F en “snedspegling” i linjen spannd av fy, i riktning f5, har egenvirden

1 och —1, och motsvarande egenrum 3r linjerna genom origo uppspannda av f; och fs.
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Vridning

Lat e vara ON-bas fér planet, och |t F vara vridning 45 grader moturs. D& har F

v2 \1

avbildningsmatris A = % <1 _11> map e. Denna har inga egenvektorer och inga egenvérden!

F(ez)

45°

€1
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L&t F: V — V vara linjir, dim(V) = n < oo, A avbildningsmatris fér F m.a.p basen e.
Funktionen

xr(A) = det(A—Al)

kallas fér sekularpolynomet (eller karakteristiska polynomet) till F

Sekularpolynomet beror ej pa val av bas.

det(B —Al) =det(T AT — T IAIT) =det(T L (A—ANT)
=det(T 1) det(A—Al)det(T) = det(A— Al)

O
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Om A, B &r n X n-matriser och det finns nagon inverterbar matris T s3 att
A=TBT!

sa sdgs A och B vara similéra.

Vi definierar egenvirden och egenvektorer till en kvadratisk matris A som nollskiljd vektor v € R”
sa att AV = AV.
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Sekularpolynomet

Sats

Antag att dim(V) =n, F:V — V linjar, e,f baser for V.
©® Simildra matriser har samma egenvirden och sekularpolynom
® Omu=eX =1Y och F(u) = Au s3d ar AX =AX och BY =AY
© A ar ett egenvirde omm det ar ett nollstille till sekularpolynomet

0 Sekularpolynomet ar ett polynom av grad n, hégstagradskoefficienten &r (—1)",
konstanttermen dr produkten av egenvirdena, Al-koefficienten &r summan av
diagonalelementen (som allts3 inte beror av bas) vilket kallas fér spiret av matrisen
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Lat A= (Z 01). Da &r sekularpolynomet
5—-A -1 2
XA(A) =det(A—Al) = 6 A =(B—-A)(-A)—(-1)6 =A°—5A+6(A—3)(A—2)

sa egenvdrdena ar 3,2. Determinanten &r 3 x 2 = 6 och sparet ar 5.

Egenrummet till 3 ar nollrummet till A—3/ = (2 :;) Det ar ett-dimensionellt, spannt av

(1,2).

Egenrummet till 2 dr nollrummet till A—2/ = (3

-1 .. . . .
>. Det &r ett-dimensionellt, spannt av

6 —2
(1,3)%
L3t T = (; ;) och sitt B= T 1AT = (g g) Da ar A, B similéra, s3 har samma

egenvirden, determinant, och spar. Men egenrummet till 3 f6r B spinns av (0,1)t och
egenrummet for 2 spianns av (1,0)%; vi kan se det som ett basbyte.
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9‘{‘ Lat F:V — V vara linjar, dim(V) = n < oo. Vi sdger att F ar diagonaliserbar om det finns

e ——— nagon ordnad bas f s3 att avbildningsmatrisen for F m.a.p. f ar en diagonalmatris.

Sats
Fér F : V — V linjar, dim(V) = n < oo s ar féljande likvirdiga:
©® F diagonaliserbar
Diagonalisering @® Finns bas fér V bestiende av egenvektorer till F
© For varje A € Sp(F) s3 ar féljande tal lika:
@ Den algebraiska multipliciteten av A som nollstélle till x¢(A), dvs hogsta k s3 att

XF(A) = (x — A)¥g(A) med g polynom
@® Den geometriska multipliciteten av A, dvs dimensionen av nollrummet till A — Al

Z mult(A) = n

AESP(F)

Dessutom sa ar

Bevis.

Forsta delen uppenbar, andra delen visas snart. O
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o

(2]

(3]

1 0

0 -1\ . . .. o
( ) ar matrisen for en vridning 90 grader moturs, saknar egenvektorerer,
sekularpolynom (A2 + 1 saknar reella nollstillen, ej diagonaliserbar.

(g (1)> har sekularpolynom A2, dubbelrot i A =0, men egenrummet A = 0 har dim 1,

spannt av (1,0)%. Algebraisk multiplicitet 2, geometrisk multiplicitet 1. Ingen bas av
egenvektorer. Ej diagonaliserbar.

0 1 1
0 0 1| har sekularpolynom A3, trippelrot i A = 0, men egenrummet A = 0 har dim 1,
0 0 O
spannt av (1,0,0)%. Algebraisk multiplicitet 3, geometrisk multiplicitet 1. Ingen bas av
egenvektorer. Ej diagonaliserbar.
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1 1 1

© |0 1 1] harsekularpolynom A3 —2A2 + A = A(A — 1)2. Enkelrot i A = 0, med egenrum

0 0 O
av dim ett, spannt av (0,1, —1)%.
Dubbelrot A = 1, med egenrum av dim ett, spinnt av (1,0,0)t. Geometrisk multiplicitet
mindre an algebraisk multiplicitet sd ingen bas av egenvektorer, ej diagonaliserbar. Vi kan
komma néra: i basen

0 1 0
f= 1 |,({0),[1
-1 0 0
0 0 O
blir avbildningsmatrisen [ 0 1 1| vilket 4r “nastan diagonalt”.
0 0 1
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1 0 0
@ [0 0 0] harsekularpolynom A3 —A2 = A%(A —1). Enkelrot i A = 1, med egenrum av dim
0 0 O

ett, spannt av (1,0,0)%.

Dubbelrot A = 0, med egenrum av dim 2, spannt av (0,1,0)? och (0,0,1)! . Geometrisk
multiplicitet lika med algebraisk multiplicitet, multipliciteterna summerar till tre, sa finns bas
av egenvektorer, avbildningen diagonaliserbar.

Den &r ju redan diagonal i sin originalbas! Avbildningen &r ortogonal projektion pa linje.
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Egenvektorer till olika egenvérden |

Sats 8.2.5. Lat V vara ett vektorrum och F:V—V en linjir avbildning. Om vy,..., v
ir egenvektorer till F med olika egenvirden sd dr {vy,...,vg} linjirt oberoende.

Bevis: Induktion 6ver k.

1. Pastaendet dr sant for k = 1 ty vy # 0 eftersom den ér en egenvektor och varje méngd
med endast en ensam nollskild vektor &r linjirt oberoende.

II. Antag att satsen dr sann for varje uppsittning av k — 1 egenvektorer med olika egenviir-
den.
IIL. Visa att pyvy + ... + pe—1Ve—1 + Ve = 0 = g = ... = p = 0. Alltsa, bilda 0 som
en linjarkombination av egenvektorerna och siitt in i F. Vi har da
0= F(uavit. .. +pp—1Vi—1+pevi) = mF(vi) + .o+ pe1 F(vi—1) + peF (vie) =
=Mpve o+ A1 fk—1VE—1 + Melk Vi (8.2.2)
0= mvi+...+ Hk-1Vk-1+  [kV-
Genom att ta (8.2.2)—\+(8.2.3) eliminerar vi den sista termen i (8.2.2) och far
(A = A)vit . tpg—1(Ae—1 = Ak)ve—1 = 0.
£0
—
Induktionsantagandet ger da att p;(A; — A\g) = 0 for i = 1,.. 1. Foljaktligen &r
pi=0fori=1,....k—1. Av (8.2.3) aterstar da endast vy = 0 och da vj # 0 fas
slutligen att dven py = 0, dvs vektorerna ér linjért oberoende.
Punkt I, II, TIT och induktionsprincipen visar satsen. u

Om man, som i exempel 8.2.3, har lika manga olika egenviirden som vektorrummet har

dimension blir egenvektorerna inte bara linjéirt oberoende utan ocksa réitt antal och dérmed
en bas.

Korollarium 8.2.6. Om F:V—=V, dimV = n har n st olika egenvirden sa ir F dia-
gonaliserbar.

art oberoende
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Sats 8.4.1. Lat F:V—V, dim V=n < oo vara en linjir avbildning och Ay ett drde
till F. Da gdller
Ao ’s geometriska multiplicitet < X\o’s algebraiska multiplicitet.

Bevis: Antag att egenrummet Vg, har dimension k. Lat fi,f, ..., fi vara en bas i Vg,
och fyll ut denna till en bas for hela V. Byte till denna bas ger en matris av formen

XN 0 ... O A1k+1 e Qin
0 X . 0 agyr .. az
A = 0 0 ... X Grryr @sn
0 0 .. 0 Gyik+1 - Gktin
0o 0 .. 0 Ank+1 wo @

Da sekularpolynomet dr oberoende av i vilken bas avbildningsmatrisen ges foljer det, tex
genom att i tur och ordning utveckla efter kolonn 1 till k, att

Ao=A 0 0 A1k+1 ain
0 Ao-A . 0 aog41 asn,
det (Ag — M) = 0 0 P EDY All+1 agn | =
0 0 .. 0 Gpks1mA o Gkt
0 0 0 Ankt1 e Qup—A
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Geometrisk multiplicitet < algebraisk multiplicitet, forts

Aep1k+1= A o Qktin
= (Ao — NF 3 o & | (8.4.1)

Ank+1 o Gpp—A
vs Ag dr ett nollstille till sekularpolynomet med minst multipliciteten k, vilket var precis
det som skulle visas. | |

Sats 8.4.3. Lat F:V—V, dim V=n < co vara en linjir avbildning och antag att sekula-
rekvationen endast har reella rétter. Da giller:
F' dr diagonaliserbar
<~
de geometriska och algebraiska multipliciteterna dr lika for resp egenvirde.

Bevis: Motségelsebevis. I bada riktningarna utnyttjar vi att summan av de algebraiska mul-
tipliciterna = n = dim V.

(=) Om nagon av de geometriska multipliciteterna ér mindre n motsvarande algebraiska sa
har vi “for fa” egenvektorer och firre vektorer dn rummets dimension kan aldrig spinna upp
rummet, dvs F dr ej diagonaliserbar.

(<) Om F inte ér diagonaliserbar sa finns det for fa egenvektorer och dérmed #r nagon av
de geometriska multipliciteterna strikt mindre én motsvarande algebraiska. | |
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Sats
Om E euklidiskt rum med dim(E) = n < oo, F : E — E symmetrisk, F(@) = A\u och F(V) = uv,
med A #u. Da dru L v.

Beuvis.
Vi har att
p (V) = (@uv) = (@F () = (F@F) = (AT) = A (Tv)

(=N @v)=0 = (Wv)=0

S& for en symmetrisk avbildning ar de olika egenrummen ortogonala mot varandra.

Ortogonal projektion pa ett plan (i rummet) har planet som egenrum med egenvirde ett och
normallinjen som egenrum med egenvarde noll.
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Sats
Om E euklidiskt rum med dim(E) = n < oo, F : E — E symmetrisk, s &r nollstillen till
sekularpolynomet xg(A) reella.

Matrisen A = (0 e

1 0 ) har sekularpolynom

xrF(A) =A% +1

som har nollstéllen £/, vilka inte &r reella. Det finns inga egenvektorer, dvs reella egenvektorer,
men de komplexa egenvektorerna dr (i, 1)t och (1,/)t.

Beuvis.
©® Kursboken har ett bevis som inte talar om komplexa egenvirden och egenvektorer utan om
komplexa rotter till sekularekvationen.
® Om man infér komplexa vektorrum, komplexa egenvektorer, och sa kallade Hermitska
matriser s kan man ge ett enkelt bevis.
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T O skoLAN Lat E vara ett euklidiskt n-dim rum, och It F : E — E vara symmetriskt. Da géller:

® Det finns en ON-bas till E bestaende av egenvektorer till F
® F ar diagonaliserbar

© E = Drcsp(r)N(F —Al) dir de olika egenrummen dessutom &r parvis ortogonala

Beuvisskiss.

Spektralsatsen ® Vi viljer férst ndgon bas och hittar avbildningsmatrisen A

@® Sekularpolynomet xg(A) ar ett polynom av grad n; algebrans fundamentalsats siger att den
har ett komplext nollstalle Ay

© Foregdende sats ger att A; ar reellt

0 det(A—A1l) =0, s3 A— A1l har icke-trivialt nollrum, av dim r > 1. Vilj ON-bas {uy, ..., u,}
for detta nollrum, da 3r Au; = A11; dvs alla basvektorer ar egenvektorer.

@ L3t U~ vara ortogonala komplementet till U. D3 &r dim(U~L) = n— r < n enligt
dimensionssatsen.
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EKorINe UMY iRTITaT © Om v e UL s8 F(¥) € UL, ty

(F™W) = (FIF(@)) = (FIAT;) = A1 (V[T;) =0

@ Vi kan alltsa definiera

F:ut - ut
F(w) = F(w
Spektralsatsen (W) (W)
@ F ir symmetrisk, dim(UL) < n, sa med induktion &ver n kan vi anta finns ON-bas
{Tr41,...,0n} for UL bestdende av egenvektorer till F, eventuellt med olika egenvirden
forstas.
© De ir ocksa egenvektorer till F.
@ ON-basen {T,1,...,1s} for UL tillsammans med ON-basen {fy,...,T,} for egenrummet till
A = A1 bildar en ON-bas for E, eftersom allt fran forsta uppsattningen ar ortogonalt mot allt
fran andra uppsattningen.

O
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Spektralsatsen

Sats

L3t E vara ett euklidiskt n-dim rum, och I3t F : E — E vara linjar och diagonaliserbar. D3 ar F
symmetrisk.

Beuvis.

©® L3t e vara en ON-bas for E
® Lat A vara avbildningsmatrisen for F map e
® Lat f vara en ON-bas till E bestaende av egenvektorer till F

@ Lat D vara avbildningsmatrisen for F map f. D3 &r D en diagonalmatris, med egenvardena
pa diagonalen.

@ Fran bassambandet f = eT med T ortonormalmatris far vi A= TDT!
@ Vi transponerar: At = (TDT?!)t = (T)ID!Tt = TDTt=A

@ F har alltsa symmetrisk avbildningsmatris i varje ON-bas, s3 F ar symmetrisk
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Spektralsatsen

Lat u _e& _2 160
T U |
A=| 1% 1t H7 1983
% S 180 8%

117 1521 507 1521

Da &r sekularpolynomet
x*—0x%> +4x+12=(x+1)- (x+3) - (x —2)?

Vi betecknar med U egenrummet till x = 2; U &r nollrummet till A— 2/, som &r tvadimensionellt
och har en ON-bas {fl,fg}

¥_012 4 3 7 1 14 10 16

U013 131307 3739013 39
Det ortogonala komplementet UL inneh3ller egenrummet till egenvirdet —1 och egenrummet till
egenvirdet —3. Vi har att dim(U+) =4 —2 =2.

bestdende av
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Vi hittar en bas till UL genom att hitta en bas fér nollrummet till

12 _ 4 3
PR E)

13 39

LINKOPINGS UNIVERSITET

TEKNISKA HOGSKOLAN (

wr o

Efter att ha kort Gram-Schmidt p3 den basen far vi en ON-bas fér UL. En sidan &r {g3,,} med
1 9 8 2 7 5 4
=0, —==v2, — V2, —v2),8=(>v2 —Vv2, —V2,—— V2
= (’26 126 013V )T 3V 78V 26 VY T30
Vi beriknar avbildningsmatrisen fér F : U+ — UL genom att berikna avbildningsmatrisen for F

m.a.p den ordnade ON-basen (fl,f2,§3,g4) . Eftersom den temporara basbytesmatrisen T, har
kolonnvektorer ?1}2,@3,@4 sd blir den sokta avbildningsmatrisen

Spektralsatsen

2 0 0 0
0 2 0 0
D=TAT2=| 4 § » 1
0 0 1 -2

Har ser vi att vi har ett block som &r F's restriktion till U och ett block som ger restriktionen till
Ut.
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Spektralsatsen

Vi tittar pa matrisen
-2 1
1 -2

som &r avbildningsmatris for F:Uu+t > Ut m.a.p den ordnade ON-basen (§3 §4) .

Den har sekularpolynom
X2 +4x+3=(x+1)-(x+3)

vilket indikerar att vi raknat ratt.
Egenrummet A = —1 (inuti koordinatrummet R? for UL) spanns av % (1> medan egenrummet

_ . 1 (1
A= 3spannsav\/§(_1 .

Lyfter vi till F: E — E sa har vi att egenrummet till A = —1 spanns av
1 1 1 1
fi=—83+—=84 a=—=83—1—¢
PTRET R T R R
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