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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats

Maximum och
minimum av
kvadratiska former

Andragradskurvor

Definition
Lat E vara ett euklidiskt rum av dim(E) = n < oco. En reellvdrd funktion Q pad E &r kvadratisk
om det finns ndgon bas (ej nddvéandigtvis en ON-bas) fér E sa att Q kan skrivas pa formen

QI =QEeX)=Q() x&) =) > apxxc= Y  bjxx
i=1

j=1 k=1 1<j<k<n

| dimension 2 s3 ser en kvadratisk form ut som
Q(x181 + x082) = a11x% + a1ox1x2 + a1X0x1 + axXa =
a115¢ + (212 + az1)xaxe + az2x3 = brix¢ + broxixe + boox3
I dimension 3 ges en allmann kvadratisk form av
Q(x1®1 + X282 + X383) = a11xf + ar2xixe + azxixz+
az1 Xox1 + 322X22 + a23Xx2Xx3 + az1x3xy + azxex3 + 333X§ =

2 2 2
= a11xj + (a12 + ap1)xix2 + (a13 + as1)xix3 + axxy + (a23 + as2)xox3 + assxz =

= b11x¢ + biaxixa + bisxixs + bapxZ + bagxaxs + bagxd
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Definition av
kvadratisk form
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Sylvesters troghetssats
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minimum av

kvadratiska former

Andragradskurvor

Sats
Den kvadratiska formen

Q) = QeX) = Q(Z Xi€j) = aj1Xj Xk
=

j=1 k=1

kan skrivas

QeX) = XtAX

med A en kvadratisk matris, som inte &r unikt bestdimd. Den kan (unikt) véljas 6vertriangular,
eller (vanligare) symmetrisk.

Q(x1814+x082) = 3x2+5x1x0+8x5 = (a =) (g g) (2) =(a x) (532 55/;2) (2)
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® Om C ir anti-symmetrisk, dvs om Cf = —C, s3 dr (XCX)! = XtCtX = —(XtCX) dvs
XtCX = 0. S anti-symmetriska matriser ger triviala kvadratiska former.

LINKOPINGS UNIVERSITET

® Varje kvadratisk matris kan unikt uppdelas A = S+ C med S symmetrisk, C antisymmetrisk.

Definition av Vi har att

kvadratisk form XIAX = X'(S + C)X = X'SC + X'CX = X'SC

:)(I‘I’;;‘?ats'zt’ former i sd den kvadratiska formen definierad av A &r samma som den definierad av den symmetriska
( delen

Kvadratiska former

och egenvektorer ® Om X!AX = XtBX s& ir Xt(A— B)X = 0. Matrisen A — B ger alltsd upphov till en trivial
kvadratisk form. Anti-symmetriska matriser ger upphov till sidana, och omvéant, sa A— B &r

Sylvesters tréghetssats . i . - . R . X
anti-symmetrisk, dvs B skiljer sig fran A med nagot anti-symmetriskt.

Maximum och

minimum av
cecense e [Exempel

Andragradskurvor
3 5/2)_(3 5\, (0 -52
5/2 8 ) \0 8 5/2 0
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats
Maximum och
minimum av

kvadratiska former

Andragradskurvor

Lst Q(eX) = XtAX med
A (an au)
agl a2

X1 2 2
<X2)) = a11x5 + (312 + a21)x1x2 + 3225

sd att

Qle

Vi har sett att olika matriser kan ge Q, sa vi kan inte dterskapa A frdn Q's virden. Men vi har i

alla fall att
Qle <(1J)) =an

Qle ((1])) = axn

Qe

1
(1)) = a1 + (a2 + a21) + ax

sa vi kan unikt bestimma aj1, az» och ajp + a1 men “fordelningen” mellan aj» och ap; kan vara
godtycklig.
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser
Kvadratiska former och
linjara avbildningar

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats
Maximum och
minimum av
kvadratiska former

Andragradskurvor

Sats
Antag att
® ¢, f baser fér E, dim(E) = n < oo
@f=eT
© Q kvadratisk form
0 Q(eX) = XtAX men ocks3 Q(fY) = Y!BY
D3 ir B= TtAT

Beuvis.
Vi anvinder koordinatsambandet X = TY och far

XtAX = (TY)TA(TY) = (YITHA(TY) = Y TEAT)Y

O

® T behover vara ortogonall!!!

® Det dr TtAT och inte T~1AT som vis basbyte for linjéra avbildningar!
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser
Kvadratiska former och
linjara avbildningar
Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters tréghetssats

Maximum och
minimum av
kvadratiska former

Andragradskurvor

Lat Q(eX) = 3X12 + 5x1x0 + 8x22. Om f; = 108, f» = 106>, s3 &r
Qy1f1+y2f2) = Q(10y181+10y282) = 3(10y1)?+5(10y1)(10y2)+8(10y2)? = 300y£+500y1 y2+800y3

medan om g; = 1/10e1, g, = 1/565, sa &r

Q(z18; + 228,) = Q(1/10z181 + 1/5208) =
3(1/1021)% + 5(1/1021)(1/522) + 8(1/522)% = (3/100)2zZ + (5/50)z12» + (8/25)z5

Vi kan alltsa “skala om” en kvadratisk form via ett “diagonalt” basbyte.
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser
Kvadratiska former och
linjara avbildningar

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters tréghetssats

Maximum och
minimum av
kvadratiska former

Andragradskurvor

Lat aterigen Q(eX) = 3x12 + 5x1x0 + 8x22. Vi kan kvadratkomplettera och fa bort den blandade
termen:

3x2 4 5x1x2 + 8x3 = 3(x? + 5/3x1x2 + 8/3x3) =
3((x1 + 5/6x2)2 — 25/36x3 + 8/3x3) = 3(x1 + 5/6x0)% + 71/12x3 = 3y + 71/12y2
dar y1 = x3 +5/6x2, y» = xo dvs omvanda koordinatsambandet Y = T—1X blir
iy _ (1 5/6 X1
y2)  \O 1 X0
sa den nya basen f i vilken Q inte har blandade termer dr f = eT dvs

f; =& — 5/66

fo =@
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Kvadratiska former och
linjara avbildningar

Kvadratiska former och linjara avbildningar

©® Kvadratisk form Q:E —» R
® ¢ bas for E

®© | denna bas Q(eX) = X*AX f5r nigon (e]j unik) matris A. Kan vilja s& A symmetrisk, d& &r
A unik.

0O Till A och e hér linjar avbildning F : E — E given av F(eX) = eAX.
©® Om A vald symmetrisk sa d4r F symmetrisk avbildning.
0 Q(eX) = X*AX = (eX|F(eX)) = (F(eX)leX)
@ Omviant, om F symmetrisk avbildning pa E sa blir
QRQ:E—-R
Q(w) = (ulF(a))
en kvadratisk form.

@ Det ger en “koordinatfri” definition av kvadratisk form om man s3 vill
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Kvadratiska former
och egenvektorer

Sats
® E euklidiskt rum av dim n
® @ kvadratisk form pad E

D3 finns det nagon bas f m.a.p. vilken Q saknar blandade termer, dvs ges som
QYY) = Y!DY

dédr D ar en diagonalmatris.

Beuvis.

© Vi viljer férst ndgon ON-bas e och skriver Q(eX) = X!AX med A symmetrisk.

@® Lat F(eX) = eAX vara den linjira avbildning som har A som avbildningsmatris (i basen ¢)
©® D3 har E en ON-bas f bestdende av egenvektorer till F.

0 Kalla motsvarande egenvirden A, ..., A,

@ L3t T vara matrisen som har e-kordinaterna fér f-vektorerna som kolonner

@ D3dirf=eT och A=TDT! och D=T!AT och X =TY och Y = TX

@ Vifir Q = XTAX = (TY)PA(TY) = YITEATY = Y{(T!AT)Y = YIDY
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats
Maximum och
minimum av

kvadratiska former

Andragradskurvor

Lat Q(eX) = 3x2 + 5xixp + 8x% = Xt AX med
(3 5/2
A= (5/2 8 >
- —‘[ och egenvektorer (1,1 —+/2) och

A har sekularpolynom A2 — 11A + 71/4, egenvérden
(1,14 +/2). Vi sitter f = (fl fg) med

() B

D3 skrivs Q i denna bas som

B2, 1, 52,

QEY) = (= 2

~ 1.96y2 + 9.04y2
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats
Maximum och
minimum av

kvadratiska former

Andragradskurvor

Vi kan ta samma Q(eX) = 3x12 + Bx1x0 + 8x22 = X*AX och istillet, som tidigare, sitta

1 0
g_QT_9<—5/6 1)

QUZ) =2'BZ= (2 2) (g 71(/’12) (2) — 32 471/12

Vi har alltsa att

oyt 3 250\, _,:(l9%6 O (3 O
Q=X (2.50 8 )XY {0 004)Y~% 0 592)%

och fa att
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats
Maximum och
minimum av

kvadratiska former

Andragradskurvor

Sats

Lt Q(eX) = X'DX dir D &r diagonal, med Djj = A;. Infér en ny bas f via

=

\/?\jéj om 7\j >0
e

VAE

omA; =0
omA; <0

D3 ar Q(fY) = YtDY dir D iren diagonalmatris med enbart ettor, nollor, eller minusettor pa
diagonalen, dvs Q(yi,...yn) saknar blandade termer och koefficienterna dr 1.

Om Q(x1€1 + xp€r + x3€3 + x4€4) = 2x12 — 3)<32 + 7xf s3 ar

—€ +  ye aF —— €3
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Sylvesters troghetssats

Olika (diagonaliserande) baser for Q

® Givet Q(eX) = XtAX

® Kan alltid valja A symmetrisk

® Kan gora ortogonalt basbyte till egenrumsbas f

0 Far Q(fY) = Y!DY, D diagonal

@ Kan gora “omskalningsbasbyte” s3 att Q(gZ) = ZtDZ, D diagonal med bara ettor och
minusettor och nollor

@ Kan gora andra basbyten h = eT, e nédvéandigtvis ortogonala sa att Q's matris blir
diagonal. Exempelvis: kvadratkomplettering

@ Aven om diagonalmatrisen ej unik, antal positiva, negativa, nollor pa diagonalen ar alltid
sammal
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Sats (Sylvesters troghetssats)

L&t
® E vara ett euklidiskt rum med dim(E) = n < oo
® ¢ vara en ON-bas fér E
® @ vara en kvadratisk form pid E

® f vara n3gon (e nédvindigtvis ortonormal) bas fér E s3 att Q(fY) = Y'DY med D diagonal

(a1, b1, c1) vara antalet positiva,negativa,noll, virden p3 diagonalen till D

® g vara nigon (e nédvindigtvis ortonormal) bas fér E s3 att Q(gZ) = Z*HZ med H diagonal
Sylvesters troghetssats - -

(ag, bo, cp) vara antalet positiva,negativa,noll, virden pa diagonalen till H

D3 géller att (a1, b1, c1) = (a2, b2, c2)

Definition
Trippeln (a, b, c) kallas signaturen for Q.

Genom att ta f till en egenvektorbas sa blir D diagonalmatrisen av egenviarden, sa signaturen
kodar ner antalet positiva, negativa, noll, egenvarden.
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Sylvesters troghetssats

0 Lit Qe (Xl)) = x12 + dx1x0 + x22. Vi kan kvadratkomplettera:

Q = (x1 + 2x2) —4)(22 +x0 = (x1 +2x)% — 3x22 = y12 — 3y22

Det ar hur @ ser ut i en bas f som svarar mot kordinatbytet y; = x3 + 2x2, y>» = xo.

1 2\ .. -
5 1) sd ar dessa 3,—1,sd i

egenvektorbasen blir @ = 3212 — 2. Signaturen fér Q ar “tva positiva”. Det ir t.o.m samma
positiva varden i de olika baserna.

e Lat

Om vi berdknar egenvirdena till matrisen A = (

Q = 139x; + 96x1x0 + 111x5 = 139(x1 + 96/139x1 %2 + 111/139x3) =
139 ((x1 + 48/139x2)° — (48/139)%x2 + 111/139x3) =
139(x1 + 48/139x,)? + 13125/139x3 = 139y? + 13125/139y3

(5 )= HEIE D

sd Q =25 %3 % 212 + 25 % 7 % 222 uttryckt i egenvektorsbasen. Samma teckenkaraktir, olika
varden.

Vi har att
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats

Maximum och
minimum av
kvadratiska former

Andragradskurvor

En kvadradisk form i en variabel &r pa formen Q(x) = xAx = Ax2. Om A > 0 s3 har Q ett

minimum i origo, om A < 0 sa ar origo maximum for Q.

1.0 1

0.5 1

-1.0

-0.5

—-0.51

—1.0 A1

0.5 1.0
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TEKNISKA HOGSKOLAN ©® Om Q(u) > 0 for alla @ € E, med likhet omm T =0, s3 ar Q positivt definit.
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(T
® Om Q(u) > 0 for alla @ € E, men det finns ¥ # 0 med Q(¥) = 0 sa ar Q positivt semidefinit.
® Om Q(u) < 0 for alla @ € E, med likhet omm @ =0, s3 ir Q negativt definit.

© Om Q(u) < 0 for alla T € E, men det finns v # 0 med Q(¥) = 0 sa ar Q negativt semidefinit.
® Om det finns U, v € E med Q(u) > 0 och Q(Vv) < 0 sd dr Q indefinit.

Sats
L3t Q ha signatur (a,b,n— a— b), a antalet positiva kvadrattermer om Q skrivs i

Maximum och i i X
diagonaliserande bas, b antalet negativa kvadrattermer.

minimum av

kvadratiska former .. ..
O Q positivt definit omm a = n

® Q negativt definit omm b = n

® Q positivt semidefinit om0 < a<n, b=0
0 Q negativt semidefinit om0 < b<n, a=0
©® Q indefinit om a >0, b > 0.
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats

Maximum och
minimum av
kvadratiska former

Andragradskurvor

Lat n = 4.

212 + 5222 + 17232 positivt indefinit,

212 + 5222 + 17z32 + 2zf positivt definit,
212 + 5222 + 17z32 — 2zf indefinit,

—212 — 5z22 — 17z§ — 2zf negativt definit,

—212 — 5z22 — 17z§ negativt indefinit.
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TATA24 Linjéar Algebra, F6 18 Sats
Jan Snellman L3t Q(eX = X*AX di e ON-bas for E, A symmetrisk. L4t egenvdrdena till A vara
9‘{‘ M < A2 <--- < A, och motsvarande (normerade) egenvektorer heta fi,...,f,.

TEKNISKA HOGSKOLAN o Om Hﬁ” = 1 Saﬂ
KR OTIHoSRRIVIEaTTaT A< Q@) < An

med likhet i vanstra olikheten omm 1 ligger i egenrummet till A1, dvs om det dr en
linjdrkombination av egenvektorer med egenvardet A\1. P4 samma sitt rader likhet i hoger
olikhet omm 1 ligger i egenrummet till A,.
® Om |[ul| =c s3
A1 < Q@ < Ay

och maximum och minimum antas i motsvarande egenriktningar.

Maximum och
minimum av Bevis.
kvadratiska former

| basen f s3 ar

Q=diy?+ - +dny?, di<dh<--<dy,

Antag for enkelhets skull att d,—1 < d,. D& 3r Q(0,0,...,0,1) = d, och om y12 +---+y2=1s3
ar

Qy1y--yyn) = diyf + -+ day? < dayf + -+ dayp = dalyf + - + y2) = da
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Maximum och
minimum av
kvadratiska former

Vi ritar konturlinjerna (isokliner, hjdkurvor) till

3 0 1 %
o-v(3 S)v-x (& @)x
25 25
Egenvektor till 3 &r (3/5,—4/5) och till 7 (4/5,3/5), s& (positivt definita) Q vixer snabbast i den
senare riktningen, och konturlinjerna dr dar titast:

140"
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Jan Snellman Lit Cc ={u € E|Q(u) = c}. D3 ges kortaste avstindet fran Cc till origo av \/c/\n, dir A, &r det
storsta egenvardet, férutsatt att ¢, A, > 0.

e ———
LINKOPINGS UNIVERSITET

Héjdkurvan Q =3 till Q = —yl2 I 2y22 ar som narmast origo da y; =0, 2y22 =3 dvs yp = £4/3/2.
Avstandet dr dar /3/2. Nagot stdrsta avstdnd till origo finns inte.

Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i

olika baser 31
Kvadratiska former
och egenvektorer
. 21
Sylvesters troghetssats
Maximum och
minimum av
kvadratiska former 11
Andragradskurvor
0
_1 B
_2 B
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En andragradskurva K C E? &r nollstillemangden till en funktion F : E — R som i nigon bas e
(vi antar ON) ges av

Fle

(;)) =aux®+ 2a1oxy + axnys + bix + by + C

—(x V) (zzi zz> (;) + (b1 bo) <;) G

=X'AX +BX +C
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En axelparallell ellips med halvaxellangder A1,A> > 0, centrerad runt origo, har ekvation

26 /39




En axelparallell hyperbel centrerad runt origo har ekvation

X2 y2
S5 1=0
G G
eller ) )
X
N
G 9
. ) \/
2 2
0 0
-2 -2
B . /\

27/39



En axelparallell centrerad parabel har ekvation

52
S -y=0
Ci
eller )
y_2 —x=0
c
1
4 4
2 2
0 0
2 -2
-4 -4
28/39




Tva skirande linjer: x2 — y2 = 0.

Tva parallella linjer: x2 =1 eller y? = 1.
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©® Borja med X*tAX +BX + C=0

® Hitta egenvektorer till A, ortogonalt basbyte f =eT.

®@ X=TY sa

0 0=(TY)AT+BTY+C=Y!DY+EY+C

@ Nu ar kurvan axelparallell, men inte centrerad runt origo, blandade termer

@ Kvadratkomplettera!

@ Kan goras for hand eller med matriser

@ O=D(Y'Y+DEY)=D((Y + ID7E)(Y + $D1E) — 2(D71E){(DLE)
Sudiagad=kuion O Byt till Z-koord via translatering Z = Y + %D*IE

@ Nu &ar kurvan centrerad runt origo, axelparallel
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Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser

Kvadratiska former
och egenvektorer

Sylvesters troghetssats

Maximum och
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1.0 4

0.5 1

0.0
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—1.0 A
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—0.5 1

—1.0 A

33/39



TATA24 Linjar Algebra, F6 18

Jan Snellman

TEKNISKA 'SKOLAN

LINKOPINGS UNIVERSITET

Definition av
kvadratisk form

Kvadratiska former i
olika baser
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kvadratiska former
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® Tag kurvan gg X12 4F gg X1X2 + x22 —x1+2x =0

® Den kan skrivas XtAX + BX + C med

® Vi gor basbytet f = E och motsvarande variabelbyte X = TY, med

o D3 ar
D:TAT’:(

o N
w o
N———
m
(o]
\'
|
—
(S]]
~

sa i nya koordinater ar kurvan
Y!DY + EY + C =

(n }Q)(é g)(;’:)Jr(—l—; %)(ﬁ)+—1=

11 2
2)’12"‘3)’22_?}’1""5}’24‘—1:0
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© Vinsterledet 3r

11 2
20y — = 3y24+ —y)—1=
i — g2 +302 + 32
11 1 11 1
21— =) +30+ =) —-1-2(=)?-3(—=)% =
=59 +3b2 + 35) T =)

222 4 322 — 971/600

vilket ar ekvationen for en ellips. Koordinatsambandet ar

11

Z1 = _—
1 =1 20
42

Zo = —
2 = Y2 15

@ Vi hittar halvaxellangder genom att ta skadrning med z; =0 och z; = 0:

971 971
2220 o 4 /2L
“1~ 500 “ 1200
971 971
3 =—" = =4/ —
“2 = 500 i 1800
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@ Center for ellipsen har Z-koordinater (0,0) och Y-koordinater (;—é, I—sl)
® Koordinatsambandet X = TY ger

(2)-(4 DG)-(4)

© Axlarna har riktningsvektorer 1 och fa, dvs kolonnerna i

(4 1)

[SIE=S1[9

[SIE=E 1[N
(SIS SR
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1.0 4

0.5 1
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—0.5 1

—1.0 A
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