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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

LINKOPINGS UNIVERSITET

Punkter, riktade
strackor, vektorer
Origo, Ortsvektor

Addition och skalning av
vektorer

Parallellitet
Exempel: Mittpunkter

Linjarkombinationer,
baser

Lat oss forestilla oss ett plan (vi kan ocksd ténka oss rummet), med ett antal utvalda punkter.
Den riktade striackan fran punkt A till punkt B betecknas AB. Det ir inte samma sak som BA

AB
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKOPINGS UNIVERSITET

Punkter, riktade
strackor, vektorer
Origo, Ortsvektor

Addition och skalning av
vektorer

Parallellitet
Exempel: Mittpunkter

Linjarkombinationer,
baser

En riktad stricka AB fran A till B anger en férflyttning, eller en vektor. Olika riktade strickor kan
realisera samma vektor. | figuren nedan s ar AB = CD =¥V, medan AC anger en annan vektor.
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

LINKOPINGS UNIVERSITET

Punkter, riktade
strackor, vektorer
Origo, Ortsvektor

Addition och skalning av
vektorer

Parallellitet
Exempel: Mittpunkter

Linjarkombinationer,
baser

Skall man vara pedantisk sa definieras vektorn ¥ som méngden av alla riktade strdckor vilka har
samma langd och rikting som den riktade strackan AB, sa det korrekta skrivsattet blir AB € v.

Det 3r dock brukligt att identifiera representanten AB med klassen ¥.

=
2
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

LINKOPINGS UNIVERSITET

Punkter, riktade
strackor, vektorer
Origo, Ortsvektor

Addition och skalning av
vektorer

Parallellitet
Exempel: Mittpunkter

Linjarkombinationer,
baser

Vi infér en utvald punkt, som vi kallar origo och betecknar med O. Till varje punkt P hdr d& dess
ortsvektor (representerad av) OP. Omvint, varje vektor ¥ &r ortsvektor till en unik punkt A, s3

att v = OA.
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TATA24 Linjar Algebra, F5 2 Langd, skalning, nollvektor
Jan Snellman
,5% Definition
TEKNISKA HOGSKOLAN ® | dngden av en geometrisk vektor U = AB &r avstdndet mellan A och B. Vi betecknar
langden som ||u]| .

® Vektorn representerad av AA (for en godtycklig punkt A) kallas for nollvektorn och
betecknas 0. Den har langd noll.

Origo, Ortsvektor i . . B .
Addition och skalning av ® Om R > ¢ > 0 sd anger cu den vektor som ir lika riktad med U och har ldngd c ||u]|.

vektorer Om c=0s3 cu=0.

Parallellitet a — . 5 — . =
Exempel: Mittpunkter Om ¢ < 0 sd anger cu den vektor som ar motsatt riktad med U och har lingd —c |[q]|.

® Vi har allts3 att
l|cull = |<f [l

Om 1 &r den grona vektorn, kan du hitta 2a och —u i figuren? Vilka ar de Gvriga?
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Vi siger att vektorn ¥ &r parallell med vektorn @ omm ¥ = ct fér ndgon skalir c. Nollvektorn 0
ar parallell med alla andra vektorer.

R
O\

Alla dessa ar parallella.
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

Jan Snellman

3t

LINKGPINGS UNIVERSITET

Origo, Ortsvektor

Addition och skalning av
vektorer

Parallellitet
Exempel: Mittpunkter

Sats

Vi definierar —a = (—1)u och T —V = u+ (—1)v. D3 har vi féljande riknelagar fér vektorer:

@+V)+w=u+[F+w)
T+v=v+u
T+0=1u
T+v=w =

la=1
c(du) = (ed)u

1)
)
®3)
(4)
(5)
(6)
@)
(8)
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a a

b+c a+b

a+(b+c) (a+bl+c
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Jan Snellman

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKOPINGS UNIVERSITET

Punkter, riktade
strackor, vektorer
Origo, Ortsvektor

Addition och skalning av
vektorer

Parallellitet
Exempel: Mittpunkter

Linjarkombinationer,
baser

© L3t A, B vara tva punkter (i planet, eller

om de ligger i rummet: i det unika plan som
innehiller O, A, B).
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

Jan Snellman

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKOPINGS UNIVERSITET

Punkter, riktade
strackor, vektorer
Origo, Ortsvektor

B
Addition och skalning av
vektorer

Parallellitet ® L3t A, B vara tva punkter (i planet, eller
Exempel: Mittpunkter

om de ligger i rummet: i det unika plan som °
Linjarkombinationer, innehéller O, A, B).
baser

® Lat M vara mittpunkten pa strickan mellan

dem. Hur kan vi uttrycka ortsvektorn OM i
termer av A och B?

© Vi far att

e e e o e o o e e Tle—
OM = OA+AM = OA+§AB = OA+§(OB—OA) = EOA+§ OB
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TATA24 Linjér Algebra, Fo 2
Jan Snellman
AL Definition
o Lat uy,...,u, vara vektorer, och xi,...,x, skaldrer. D3 ar

n
Z Xy Uk
k=1

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKGPINGS UNIVERSITET

EIACIRE atioher en linjirkombination av 1y, ..., Uk.

baser
Koordinater
Avstand Sats
® En linjarkombination av linjdrkombinationer av Uy, ..., Uy dr dnyo en linjdrkombinationer av
Uly...,Uk-

® |3t Uy, up vara tvd icke-parallella vektorer i planet, och vV en vektor i planet. D3 kan v
uttryckas som en linjdrkombination vV = x1U1 + xpU> pa ett entydigt sitt.

® [ 3t Uy, Up,u3 vara tre vektorer planet, sddana att det inte finns nigot plan som innehaller
alla tre. L4t vV vara en vektor i rummet. D3 kan vV uttryckas som en linjarkombination
V = x1U1 + xoUp + x3U3 pa ett entydigt satt.
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

Existens (planet):

LINKOPINGS UNIVERSITET

Vo = ToUz AV

Punkter, riktade
strackor, vektorer

Linjarkombinationer,

baser U,
Koordinater
Avstand
P
..... bl "
T =
Vi =21Uuy 0] u;

Figur 2.11: v = v + vy = z1u; + 22Uy
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Existens (rummet):

21Uy

Figur 2.12: v =v' + v3 = 211y + 22uz + 23u3
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

Jan Snellman

é{. Entydighet:
'EI(NISK: II'O';\SKOI.AN O m
LINKOPINGS UNIVERSITET V= X101 + XU = y1U1 + yolo
sa
X101 + XU — y1U1 — yotz2 = 0

Linjarkombinationer, varfor
baser _ _ =
Koordinater (Xl - yl)ul + (XZ - )’2)112 =0
Avstand

Vi havdar att x, — y» = 0. Om inte, s
(1 —y1)T = (y2 — )03,

vilket ger att uy och uy ar parallella, en motsigelse.
Eftersom (xp — y» = 0, sa far vi att
(x1—y1)@ =0
Nu maste x; —y; =0, ty annars &r Uy = 0, en motsagelse eftersom nollvektorn &r parallell med
allt, inklusive 5.
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TATA24 Linjér Algebra, F6 2
Jan Snellman
TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKSPINGS UNIVERSITET

Linjarkombinationer,
baser

Koordinater

Avstand

Definition
En ordnad uppsattning vektorer i planet (eller i rummet) kallas en bas om varje vektor i planet
(rummet) pd ett entydigt sitt kan skrivas som en linjarkombination av elementen i basen.

Sats
En bas i planet bestar av tva icke-parallella vektorer. En bas i rummet bestar av tre vektorer,
sddana att det inte finns nagot plan vilket innehaller alla tre.

Ej bas, bas:
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iUy

Figur 2.12: v = v/ | v3 = 21u; + 2ouy + 23u3
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TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKSPINGS UNIVERSITET

Koordinater
Avstand

Definition
Lat up,up vara en bas i planet, och antag att v = xju; + xoup. D3 kallas talparet xj, xo for
koordinaterna fér vV i basen Uy, Up.
_ [xl]
V=u
X2

Vi skriver u = [uy, up] och
Om istillet U, Uy, U3 ar en bas i rummet rummet s far vi u = [uy, Uy, U3] och
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKOPINGS UNIVERSITET

Punkter, riktade
strackor, vektorer

Linjarkombinationer,
baser

Koordinater

Avstand

Koordinaterna beror sival pa vektorn som pa den valda basen:

v 1f5

eq 5eq

Figur 2.13: v som linjirkombination av baserna e och f.

Exempel 2.3.4. Betrakta figur2.13. Dér har vi tva olika baser, fi, f5 och ey, e;. I figuren
ser vi att v kan skrivas
V=26 + 16 = (f fg(f) =§<f)

och V:5el+492:(9182)<i):Q<Z>,

dvs v har koordinaterna ( ? ) i basen f och ( i ) i basen e. ¢
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

Jan Snellman

TEKNISKA
LINKOPINGS UNIVERSITET

Lat A, B vara tva punkter i planet, 13t
O vara origo, lat €1,€3 vara en bas for

Punkter, riktade rummet.
strackor, vektorer Antag att

Linjarkombinationer, 1 A 1 Y [ /'
baser A - y

Koordinater o4=o ( 1 ) \ /

Avstand

-Y
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Punkter, riktade
strackor, vektorer

Linjarkombinationer,
baser

Koordinater

Avstand

Definition

Antag att vi har valt origo i planet (rummet) och dessutom en ordnad bas. D3 &r koordinaterna
for en punkt M, map detta koordinatsystem, givet av koordinaterna f6ér ortsvektorn OM.

Vi skriver antingen OM = ¢ (;) eller M = (x, y). Den senare notationen beror (osynligt) pa bade

O och e.

En punkts koordinater beror saledes dven av val
av origo: vi har nedan att

oT//:EG) :o'Mzgg)

Sa beroende av val av origo sd har vi antingen
M = (2,1) eller M = (3,2).

o

™ 4
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TATA24 Linjar Algebra, F6 2

> Vi kan flytta origo sa att vart problem blir lattare. Nedan vill vi hitta mittpunkten till triangeln
s o e AT enaeTaa ABC. Genom att sitta O = C far vi en enklare figur; fér att f4 ut formeln fér M d3 origo inte

LINKOPINGS UNIVERSITET

ligger i C adderar vi bara C.

Punkter, riktade
strackor, vektorer

Linjarkombinationer,
baser

Koordinater

Avstand
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TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKOPINGS UNIVERSITET

Punkter, riktade
strackor, vektorer

Linjarkombinationer,
baser

Koordinater

Avstand

Om linjerna frén horn till mittpunkt alla skar i en gemensam punkt s3
1
OM; = —0A
2
1
OM3 = - OB
2
oM, = S0A+ L0B
272 2
_ 1— 1—
OM = sOM, = SEOA + 55 OB

OM — OA -+ tAM; — OA + t(OM; — OA) — OA + t(%@_m)

. _ . 11—
OM:OB+rBM1:OB+r(OleOB):OB+r(§OAfOB)
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Punkter, riktade
strackor, vektorer

Linjarkombinationer,
baser

Koordinater

Avstand

Vi satter uttrycken for OM lika:

1 1 J— 1 J— — 1 —
s;OA + s;0B = OA + t(;OB — OA) OB + r(;OA — 0B)

Eftersom [ﬁ, ‘OB] &r en bas, kan vi jamfora koordinater, och far
s/2=1—t=r/2
s/2=t/2=1—r

sis=t=rocht/2=1—t,sds=t=r=2/3.
Alltsa ar

— 2—— 2—— 2 1

11— — 1— 1— 11— 1—
OM = —OM, = —=OM, = OA OB = —0OA+ -0B = —OA+ -0OB + =00
5 5 i (2 + - OB) + 5 5 + 5 + 5

3 -3
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Punkter, riktade
strackor, vektorer

Linjarkombinationer,
baser

Koordinater

Avstand

Om C # O s3 sitter vi O’ = C. D3 blir 0’A= OA— OC, O’'B = OB — OC,

0’'C=0C—- 0C = 00 och

_ 1— 1— 1
B—0C) = —~OA+ OB + ~0C
( ) 5 + : + e
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ey

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKGPINGS UNIVERSITET

Koordinater
Avstand

Definition
Lat A, B vara punkter i planet (rummet). D3 &r avstdndet mellan A och B givet av ldngden av
den riktade strackan mellan punkterna,

o)

Definition

Ett koordinatsystem i planet (rummet) &r ratvinkligt (ortogonalsystem) om basvektorerna &r
parvis vinkelrdta mot varandra. Det &r ett ortonormalt system (ON) om dessutom alla basvektorer
har langd 1.

Sats (Pythagoras sats)

Om e utgér ett ON-system i planet och ¥ = x181 + x08 s3 ||¥]| = xZ + x3.
Om e utgér ett ON-system i rummet och V = x1€1 + x2€2 + x3€3 53 ||V|| = x12 + )<22 + x32.
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TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKGPINGS UNIVERSITET

Koordinater
Avstand

Losning: Av figuren framgar att

Q=0P+P (2.4.1)

Po-00-0P=e(;)-e(3)-2(7).

Pythagoras sats ger att avstandet dr

V12 4+ 22 = V5 = [PQ|.

Se (2.4.1) ovan som alternativa resviigar till sam-
ma mal, punkten @; ak antingen raka sparet fran
O till Q, dvs lings OQ eller forst fran O till P,
sedan fran P till (). Bada viigarna ger samma
slutmal @, d vs resulterar i samma vektor.

Avstand mellan punkter

Figur 2.14: Koordinatrikning i planet
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e ' r1€;

Figur 2.16: [v|*> = 2%|e1|* + 23]ea|* + 23|es|?
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