
TATA24 Linjär Algebra, Fö 2
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L̊at oss föreställa oss ett plan (vi kan ocks̊a tänka oss rummet), med ett antal utvalda punkter.
Den riktade sträckan fr̊an punkt A till punkt B betecknas AB. Det är inte samma sak som BA.

A

B

AB
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En riktad sträcka AB fr̊an A till B anger en förflyttning, eller en vektor. Olika riktade sträckor kan
realisera samma vektor. I figuren nedan s̊a är AB = CD = v, medan AC anger en annan vektor.

A

B

AB

C

D

CD
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Skall man vara pedantisk s̊a definieras vektorn v som mängden av alla riktade sträckor vilka har
samma längd och rikting som den riktade sträckan AB, s̊a det korrekta skrivsättet blir AB ∈ v.
Det är dock brukligt att identifiera representanten AB med klassen v.
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Vi inför en utvald punkt, som vi kallar origo och betecknar med O. Till varje punkt P hör d̊a dess
ortsvektor (representerad av) OP. Omvänt, varje vektor v är ortsvektor till en unik punkt A, s̊a
att v = OA.

O

P

OP

v

v

A
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Addition av vektorer

Definition

Om u = AB och v = BC s̊a är u + v = AC .

A

B

Cu

v

w
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Längd, skalning, nollvektor

Definition

• Längden av en geometrisk vektor u = AB är avst̊andet mellan A och B. Vi betecknar
längden som ∥u∥ .

• Vektorn representerad av AA (för en godtycklig punkt A) kallas för nollvektorn och
betecknas 0. Den har längd noll.

• Om R ∋ c > 0 s̊a anger cu den vektor som är lika riktad med u och har längd c ∥u∥.
Om c = 0 s̊a cu = 0.
Om c < 0 s̊a anger cu den vektor som är motsatt riktad med u och har längd −c ∥u∥.

• Vi har allts̊a att
∥cu∥ = |c| ∥u∥

Om u är den gröna vektorn, kan du hitta 2u och −u i figuren? Vilka är de övriga?
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Definition

Vi säger att vektorn v är parallell med vektorn u omm v = cu för n̊agon skalär c. Nollvektorn 0
är parallell med alla andra vektorer.

Alla dessa är parallella.
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Sats

Vi definierar −u = (−1)u och u − v = u + (−1)v. D̊a har vi följande räknelagar för vektorer:

(u + v) + w = u + (v + w) (1)

u + v = v + u (2)

u + 0 = u (3)

u + v = w ⇐⇒ v = w − u (4)

1u = u (5)

c(du) = (cd)u (6)

(c + d)u = cu + du (7)

c(u + v) = cu + cv (8)
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Exempel

1 L̊at A,B vara tv̊a punkter (i planet, eller
om de ligger i rummet: i det unika plan som
inneh̊aller O,A,B).

2 L̊at M vara mittpunkten p̊a sträckan mellan
dem. Hur kan vi uttrycka ortsvektorn OM i
termer av A och B?

3 Vi f̊ar att

OM = OA+AM = OA+
1

2
AB = OA+

1

2
(OB−OA) =

1

2
OA+

1

2
OB

O

A B

OA OB
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sträckor, vektorer
Origo, Ortsvektor

Addition och skalning av
vektorer

Parallellitet

Exempel: Mittpunkter

Linjärkombinationer,
baser

Exempel

1 L̊at A,B vara tv̊a punkter (i planet, eller
om de ligger i rummet: i det unika plan som
inneh̊aller O,A,B).

2 L̊at M vara mittpunkten p̊a sträckan mellan
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Definition

L̊at u1, . . . , uk vara vektorer, och x1, . . . , xn skalärer. Då är

n∑
k=1

xkuk

en linjärkombination av u1, . . . , uk .

Sats

• En linjärkombination av linjärkombinationer av u1, . . . , uk är ånyo en linjärkombinationer av
u1, . . . , uk .

• L̊at u1, u2 vara tv̊a icke-parallella vektorer i planet, och v en vektor i planet. D̊a kan v
uttryckas som en linjärkombination v = x1u1 + x2u2 p̊a ett entydigt sätt.

• L̊at u1, u2, u3 vara tre vektorer planet, s̊adana att det inte finns n̊agot plan som inneh̊aller
alla tre. L̊at v vara en vektor i rummet. D̊a kan v uttryckas som en linjärkombination
v = x1u1 + x2u2 + x3u3 p̊a ett entydigt sätt.
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Existens (planet):
16 KAPITEL 2. ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

P

O

vv2 = x2u2

u2

v1 = x1u1 u1

Figur 2.11: v = v1 + v2 = x1u1 + x2u2

hitta tal x1, x2, x3 s̊a att v = x1u1 + x2u2 + x3u3.

Ett uttryck av formen x1u1 + x2u2 + x3u3 kallas en linjärkombination av u1, u2 och u3.

Vi har härmed indirekt ställt ett antal fr̊agor som måste besvaras:

I. G̊ar det att uttrycka alla vektorer i planet respektive rummet som linjärkombinationer
av ett f̊atal givna?

Om svaret p̊a fr̊aga I är ja:

II. Vad måste vi ställa för krav p̊a de utvalda för att det skall g̊a?

III. Vad måste vi ställa för krav p̊a de utvalda för att det skall g̊a att göra detta p̊a precis
ett sätt?

Vi behandlar fr̊aga I och II samtidigt och börjar med planet.

(i) Klart är att vi måste välja minst tv̊a vektorer som inte är parallella.

(ii) L̊at u1 och u2 vara tv̊a s̊adana icke-parallella vektorer och l̊at v vara vilken som helst
vektor i planet.

(iii) Placera u1 och u2 ända mot ända i n̊agon punkt O i planet (se figur 2.11).

(iv) Drag en linje genom spetsen p̊a v parallell med u2 och en linje genom u1, d v s genom
O och parallell med u1.

(v) D̊a u1 och u2 inte är parallella följer att linjerna skär varandra i en punkt P .

(vi) L̊at v1 vara vektorn fr̊an O till P och v2 vektorn fr̊an P till spetsen p̊a v.
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sträckor, vektorer

Linjärkombinationer,
baser
Koordinater

Avst̊and

Existens (rummet):

2.3. BAS OCH KOORDINATER 17

(vii) Härmed f̊as att v kan skrivas v = v1 + v2 där v1 är parallell med u1 och v2 med u2

(se figur 2.11).

(viii) Därmed finns, enligt definition av parallellitet, tal x1 och x2 s̊a att v1 = x1u1 och
v2 = x2u2, d v s v = x1u1 + x2u2.

Det räcker allts̊a med tv̊a icke-parallella vektorer för att varje annan vektor i planet skall
kunna skrivas som linjärkombination av dessa.

Över till rumsfallet. Lägg tv̊a pennor p̊a golvet och l̊at dessa representera tv̊a icke-parallella
vektorer i rummet. Enligt vad som visats ovan kan alla vektorer (som har representanter) som
kan läggas p̊a golvet skrivas som linjärkombinationer av dessa tv̊a. När vi säger att en vektor
ligger i ett plan menas allts̊a att vektorn har en representant som kan läggas i det aktuella
planet. Vi säger därför att tv̊a icke-parallella vektorer i rummet med gemensam utg̊angspunkt
genererar eller spänner upp ett plan genom den gemensamma utg̊angspunkten.

v′

u1

x2u2

x1u1

v v3

u3

P

O

u2

Figur 2.12: v = v′ + v3 = x1u1 + x2u2 + x3u3

För att p̊a samma sätt som i det plana fallet representera en vektor i rummet, gör enligt
följande: l̊at u1, u2 och u3 vara tre vektorer som inte ligger i samma plan och l̊at v vara
vilken som helst vektor i rummet. Placera dessa fyra vektorer ända mot ända i n̊agon punkt
O i rummet (se figur 2.12). Drag sedan, genom spetsen p̊a v, en linje parallell med u3. Denna
skär d̊a planet som spänns upp av u1 och u2 i en punkt P . L̊at v′ vara vektorn fr̊an O till P
och v3 vektorn fr̊an P till spetsen p̊a v (se figur 2.12).
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Entydighet:
Om

v = x1u1 + x2u2 = y1u1 + y2u2

s̊a
x1u1 + x2u2 − y1u1 − y2u2 = 0

varför
(x1 − y1)u1 + (x2 − y2)u2 = 0

Vi hävdar att x2 − y2 = 0. Om inte, s̊a

(x1 − y1)u1 = (y2 − x2)u2,

vilket ger att u1 och u2 är parallella, en motsägelse.
Eftersom (x2 − y2 = 0, s̊a f̊ar vi att

(x1 − y1)u1 = 0

Nu måste x1 − y1 = 0, ty annars är u1 = 0, en motsägelse eftersom nollvektorn är parallell med
allt, inklusive u2.
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Definition

En ordnad uppsättning vektorer i planet (eller i rummet) kallas en bas om varje vektor i planet
(rummet) p̊a ett entydigt sätt kan skrivas som en linjärkombination av elementen i basen.

Sats

En bas i planet best̊ar av tv̊a icke-parallella vektorer. En bas i rummet best̊ar av tre vektorer,
s̊adana att det inte finns n̊agot plan vilket inneh̊aller alla tre.

Ej bas, bas:
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2.3. BAS OCH KOORDINATER 17

(vii) Härmed f̊as att v kan skrivas v = v1 + v2 där v1 är parallell med u1 och v2 med u2

(se figur 2.11).

(viii) Därmed finns, enligt definition av parallellitet, tal x1 och x2 s̊a att v1 = x1u1 och
v2 = x2u2, d v s v = x1u1 + x2u2.

Det räcker allts̊a med tv̊a icke-parallella vektorer för att varje annan vektor i planet skall
kunna skrivas som linjärkombination av dessa.

Över till rumsfallet. Lägg tv̊a pennor p̊a golvet och l̊at dessa representera tv̊a icke-parallella
vektorer i rummet. Enligt vad som visats ovan kan alla vektorer (som har representanter) som
kan läggas p̊a golvet skrivas som linjärkombinationer av dessa tv̊a. När vi säger att en vektor
ligger i ett plan menas allts̊a att vektorn har en representant som kan läggas i det aktuella
planet. Vi säger därför att tv̊a icke-parallella vektorer i rummet med gemensam utg̊angspunkt
genererar eller spänner upp ett plan genom den gemensamma utg̊angspunkten.

v′

u1

x2u2

x1u1

v v3

u3

P

O

u2

Figur 2.12: v = v′ + v3 = x1u1 + x2u2 + x3u3

För att p̊a samma sätt som i det plana fallet representera en vektor i rummet, gör enligt
följande: l̊at u1, u2 och u3 vara tre vektorer som inte ligger i samma plan och l̊at v vara
vilken som helst vektor i rummet. Placera dessa fyra vektorer ända mot ända i n̊agon punkt
O i rummet (se figur 2.12). Drag sedan, genom spetsen p̊a v, en linje parallell med u3. Denna
skär d̊a planet som spänns upp av u1 och u2 i en punkt P . L̊at v′ vara vektorn fr̊an O till P
och v3 vektorn fr̊an P till spetsen p̊a v (se figur 2.12).
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Definition

L̊at u1, u2 vara en bas i planet, och antag att v = x1u1 + x2u2. Då kallas talparet x1, x2 för
koordinaterna för v i basen u1, u2.
Vi skriver u = [u1, u2] och

v = u

[
x1
x2

]
Om istället u1, u2, u3 är en bas i rummet rummet s̊a f̊ar vi u = [u1, u2, u3] och

v = u

x1x2
x3


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Exempel

Koordinaterna beror s̊aväl p̊a vektorn som p̊a den valda basen:

20 KAPITEL 2. ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

För att överensstämma med kommande definitioner måste radmatrisen st̊a till vänster om
kolonnmatrisen. Detta ger oss nu ett kompakt skrivsätt att utnyttja vid vektorkalkyl, ty om
v = x1u1 + x2u2 + x3u3 kan vi enligt ovan skriva

v = x1u1 + x2u2 + x3u3 = (u1 u2 u3)




x1
x2
x3


 = uX.

Vi kommer ocks̊a att utnyttja beteckningen u som förkortning och skriva

”. . . basen u . . .” istället för ”. . . basen u1, u2 . . .”.

v

f2

e1

e2

4e2

5e1

2f1

1f2

f1

Figur 2.13: v som linjärkombination av baserna e och f .

Exempel 2.3.4. Betrakta figur 2.13. Där har vi tv̊a olika baser, f1, f2 och e1, e2. I figuren
ser vi att v kan skrivas

v = 2f1 + 1f2 = (f1 f2)

(
2
1

)
= f

(
2
1

)

och v = 5e1 + 4e2 = (e1 e2)

(
5
4

)
= e

(
5
4

)
,

d v s v har koordinaterna

(
2
1

)
i basen f och

(
5
4

)
i basen e. �

Exempel 2.3.5. I praktiken är det först̊as enklast att använda sig av basvektorer som är av
samma längd och vinkelräta mot varandra, t ex som basen e i figur 2.13. Ur den är det lätt
att se att

f1 = 3e1 + e2 = e

(
3
1

)
och f2 = −e1 + 2e2 = e

(
1
2

)
.

Det är inte s̊a lätt att se att

e1 =
2

7
f1 −

1

7
f2 = f

(
2/7
1/7

)
och e2 =

1

7
f1 +

3

7
f2 = f

(
1/7
3/7

)
.

�
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Exempel

L̊at A,B vara tv̊a punkter i planet, l̊at
O vara origo, l̊at e1, e2 vara en bas för
rummet.
Antag att

OA = e

(
−1
1

)
OB = e

(
2
1

)

Enligt vad vi gjort tidigare s̊a är

OM =
1

2
OA+

1

2
OB =

1

2
e

(
−1
1

)
+
1

2
e

(
2
1

)
= e

(
1/2
1

)1.0 0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

O

A B

OA OB

ABM
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Definition

Antag att vi har valt origo i planet (rummet) och dessutom en ordnad bas. Då är koordinaterna
för en punkt M, map detta koordinatsystem, givet av koordinaterna för ortsvektorn OM.

Vi skriver antingen OM = e

(
x
y

)
eller M = (x , y). Den senare notationen beror (osynligt) p̊a b̊ade

O och e.

Exempel

En punkts koordinater beror s̊aledes även av val
av origo: vi har nedan att

OM = e

(
2
1

)
= O ′M = e

(
3
2

)
S̊a beroende av val av origo s̊a har vi antingen
M = (2, 1) eller M = (3, 2).

1.0 0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

1.0

0.5

0.5

1.0
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Exempel

Vi kan flytta origo s̊a att v̊art problem blir lättare. Nedan vill vi hitta mittpunkten till triangeln
ABC . Genom att sätta O = C f̊ar vi en enklare figur; för att f̊a ut formeln för M d̊a origo inte
ligger i C adderar vi bara C .

O A

B

M1

M2M3

M
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O A

B

M1

M2M3

M

Exempel (forts)

Om linjerna fr̊an hörn till mittpunkt alla skär i en gemensam punkt s̊a

OM1 =
1

2
OA

OM3 =
1

2
OB

OM2 =
1

2
OA +

1

2
OB

OM = sOM2 = s
1

2
OA + s

1

2
OB

OM = OA + tAM3 = OA + t(OM3 − OA) = OA + t(
1

2
OB − OA)

OM = OB + rBM1 = OB + r(OM1 − OB) = OB + r(
1

2
OA − OB)
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O A

B

M1

M2M3

M

Exempel (forts)

Vi sätter uttrycken för OM lika:

s
1

2
OA + s

1

2
OB = OA + t(

1

2
OB − OA) = OB + r(

1

2
OA − OB)

Eftersom [OA,OB] är en bas, kan vi jämföra koordinater, och f̊ar

s/2 = 1 − t = r/2

s/2 = t/2 = 1 − r

s̊a s = t = r och t/2 = 1 − t, s̊a s = t = r = 2/3.
Allts̊a är

OM =
2

3
OM2 =

2

3
OM2 =

2

3
(
1

2
OA +

1

2
OB) =

1

3
OA +

1

3
OB =

1

3
OA +

1

3
OB +

1

3
OO
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O A-C

B-C

M1-C

M2-CM3-C

M-C

C A

B

M1

M2M3

M

Exempel (forts)

Om C ̸= O s̊a sätter vi O ′ = C . Då blir O ′A = OA − OC , O ′B = OB − OC ,
O ′C = OC − OC = OO och

O ′M =
1

3
O ′A +

1

3
O ′B

Vi f̊ar

OM = OC + O ′M = OC +
1

3
(OA − OC ) +

1

3
(OB − OC ) =

1

3
OA +

1

3
OB +

1

3
OC
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Definition

L̊at A,B vara punkter i planet (rummet). Då är avst̊andet mellan A och B givet av längden av
den riktade sträckan mellan punkterna,

d(A,B) =
∥∥∥AB∥∥∥

Definition

Ett koordinatsystem i planet (rummet) är rätvinkligt (ortogonalsystem) om basvektorerna är
parvis vinkelräta mot varandra. Det är ett ortonormalt system (ON) om dessutom alla basvektorer
har längd 1.

Sats (Pythagoras sats)

Om e utgör ett ON-system i planet och v = x1e1 + x2e2 s̊a ∥v∥ = x21 + x22 .
Om e utgör ett ON-system i rummet och v = x1e1 + x2e2 + x3e3 s̊a ∥v∥ = x21 + x22 + x23 .
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Avst̊and mellan punkter

2.4. ORTSVEKTORER, PUNKTER OCH KOORDINATSYSTEM 23

Lösning: Av figuren framg̊ar att

OQ = OP + PQ (2.4.1)

⇐⇒

PQ = OQ−OP = e

(
4
2

)
− e

(
2
3

)
= e

(
2
1

)
.

Pythagoras sats ger att avst̊andet är√
12 + 22 =

√
5 = |PQ|.

Se (2.4.1) ovan som alternativa resvägar till sam-
ma mål, punkten Q; åk antingen raka sp̊aret fr̊an
O till Q, d v s längs OQ eller först fr̊an O till P ,
sedan fr̊an P till Q. B̊ada vägarna ger samma
slutmål Q, d v s resulterar i samma vektor.

2 3

1

2

3

4

PQ

OQ

OP

O

e2

e1

1
2

P=(2, 3)

Q=(4, 2)

41
Figur 2.14: Koordinaträkning i planet

�

Exempel 2.4.3. L̊at O, u vara ett koordinatsystem i rummet, ej nödvändigtvis rätvinkligt.
L̊at P = (2, 3, 2) och Q = (4, 2, 1). Bestäm koordinaterna för PQ samt avst̊andet mellan P
och Q.
Lösning: Av figuren framg̊ar att

OQ = OP + PQ

⇐⇒

PQ = OQ−OP = u




4
2
1


−u




2
3
2


 = u




2
1
1


 .

Vi kan ej beräkna avst̊andet mellan P och Q d̊a vi
inte vet hur l̊anga basvektorerna är eller vilka vinklar
dessa bildar med varandra.

PQ

OQ

OP

O

P=(2, 3, 2)

Q=(4, 2, 1)

Figur 2.15: Koordinaträkning i rum-
met.

�

Observera likheterna mellan exempel 2.4.2 och 2.4.3. Inte bara kalkylen är s̊a gott som
identisk. Om vi tar bort koordinataxlarna och basvektorerna ur figur 2.14 s̊a f̊ar vi figur 2.15.

Dessa tv̊a exempel f̊ar ocks̊a illustrera en användbar princip när det gäller figurer:

I planet: rita alltid figurer i s̊a god överensstämmelse som möjligt med de
aktuella koordinaterna.

I rummet: bry dig aldrig om koordinaterna när du ritar din figur.

Skall du lyckas illustrera en situation i rummet i enlighet med de givna koordinaterna genom
att rita i planet (ritpapperets plan) måste du vara konstnärligt lagd. Illustrera istället den
geometriska situationen utan att ta hänsyn till koordinaterna.

Av exempel 2.4.2 framg̊ar att det är enkelt att beräkna längden av en vektor i planet d̊a
basvektorerna är en längdenhet l̊anga och ortogonala. En vektor som är en längdenhet l̊ang
kommer fortsättningsvis att kallas enhetsvektor. Det blir inte direkt sv̊arare, bara opraktiskt,
att använda ortogonala basvektorer av olika längd. Detta illustreras i figur 2.16. Där skrivs
vektorn v först som v = v′ + x3e3 och vi kan tänka p̊a v som hypotenusa och v′ respektive
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Pythagoras i rummet
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e1 x1e1

x2e2

x3e3

v′

e3

e2

v

Figur 2.16: |v|2 = x21|e1|2 + x22|e2|2 + x23|e3|2

x3e3 som kateter i en rätvinklig triangel. Pythagoras sats ger d̊a att

|v|2 = |v′|2 + |x3e3|2 = |v′|2 + x23|e3|2.

Därefter kan vi se v′ som hypotenusa och x1e1 respektive x2e2 som kateter i en annan
rätvinklig triangel (se figur 2.16) varvid

|v′|2 = |x1e1|2 + |x2e2|2 = x21|e1|2 + x22|e2|2.

Följaktligen blir

|v|2 = |v′|2 + x23|e3|2 = x21|e1|2 + x22|e2|2 + x23|e3|2.

2.5 Skalär- och vektorprodukt

Vi skall nu införa tv̊a nya räkneoperationer p̊a vektorer, skalärprodukt och vektorprodukt.
De benämns produkt d̊a de räknelagar som visar sig gälla för dem för tankarna till ”vanlig”
produkt mellan tal. Ordet skalär är synonymt med tal. Operationen skalärprodukt heter s̊a
därför att resultatet av en skalärprodukt mellan tv̊a vektorer är just en skalär, ett tal. Namnet
vektorprodukt kommer av samma skäl d̊a resultatet av en vektorprodukt mellan tv̊a vektorer
är en vektor.

Det finns flera anledningar till att vi inför skalärprodukten. Via skalärprodukten kan vi en-
kelt beskriva begrepp som ortogonalitet, vinkel (indirekt) och längd p̊a ett beräkningsmässigt
användbart sätt och utan koppling till en specifik bas. Detta är en stor fördel när vi skall
bevisa satser och lösa konkreta problem.

Vektorprodukten är mer ett verktyg och den är endast definierad i rummet.
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