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Linköping, HT 2022
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Högersystem
Definition av vektorprodukt
Area av parallellogram
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Tillämpningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Vi börjar med följande observation:

Sats

Givet tv̊a icke-parallella vektorer u, v i rummet, s̊a finns det ett unikt plan som inneh̊aller u och v.
Varje linjärkombination c1u + c2v av dessa tv̊a vektorer ligger kvar i detta plan.

Vi kan allts̊a rita konstruktioner involverande tv̊a vektorer i rummet tv̊a-dimensionellt.
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Definition

L̊at u och v vara tv̊a vektorer i planet eller rummet. Vi definierar skalärprodukten mellan dem som

u · v =

{
0 om u = 0 eller v = 0

∥u∥ ∥v∥ cos(θ) u, v ̸= 0

där θ är minsta vinkeln mellan u och v, dvs vinkeln mellan de str̊alar fr̊an origo som u, v anger.
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Sats

L̊at u och v vara tv̊a vektorer i planet eller rummet. D̊a är

• u · v = 0 om n̊agon av vektorerna är nollvektorn, eller om u ⊥ v, d.v.s om det är vinkelräta
mot varandra.

• u · v > 0 om vinkeln θ mellan dem är spetsig, dvs 0 < θ < π/2 radianer.

• u · v < 0 om vinkeln θ mellan dem är trubbig, dvs π/2 < θ ≤ π/2 radianer.

• u · v = ∥u∥ ∥v∥ omm u ∥ v och lika riktade, d.v.s om v = cu med c > 0.

• u · v = − ∥u∥ ∥v∥ omm u ∥ v och motsatt riktade, d.v.s om v = cu med c < 0.

2.5. SKALÄR- OCH VEKTORPRODUKT 25

(c)(a) (b)

u•v < 0

v

u

θ

u•v > 0

v

u

θ

u•v = 0

v

u
Figur 2.17: Skalärproduktens tecken.

2.5.1 Skalärprodukt

Vad är d̊a en skalärprodukt?

Definition 2.5.1. L̊at u och v vara tv̊a nollskilda vektorer i planet eller rummet.
Skalärprodukten mellan u och v definieras som

u•v = |u| · |v| · cos θ

där θ är vinkeln mellan u och v. Om u = 0 eller v = 0 definieras u•v som 0.

Hur vinkeln θmellan u och v definieras framg̊ar av figur 2.17 nedan. Härav följer att 0 ≤ θ ≤ π.

Av definitionen följer att om θ är trubbig, d v s
π

2
< θ ≤ π s̊a är u•v < 0 ty i detta

vinkelintervall är cos θ < 0. P̊a samma sätt f̊as att u•v > 0 om θ är spetsig. Det följer ocks̊a

att u•v = 0 om och endast om θ =
π

2
eller u = 0 eller v = 0. Notera ocks̊a att

u•u = |u| · |u| · cos 0 = |u|2.

Exempel 2.5.2. Om |u| = 2, |v| = 3 och θ =
2π

3
s̊a är

u•v = 2 · 3 · cos 2π
3

= 2 · 3 ·
(
−1

2

)
= −3. �

Tanken är inte att vi skall rita och mäta för att beräkna skalärprodukter. Lite senare
skall vi se hur man kan beräkna skalärprodukten med hjälp av vektorernas koordinater. När
detta är gjort ger ovanst̊aende diskussion att skalärprodukten blir b̊ade linjal, vinkelhake och
gradskiva, allt i ett.

Vi avslutar med räknelagarna för skalärprodukt.

Sats 2.5.3. För alla vektorer u, v och w och skalärer λ gäller

u•v = v•u (Kommutativa lagen) (2.5.1)

u • (v +w) = u•v + u•w (Distributiva lagen) (2.5.2)

u•λv = λu•v (2.5.3)

u•u = |u|2 (2.5.4)

u•u = 0 ⇐⇒ u = 0 (2.5.5)
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tillämpningar av
skalärprodukt

Skalärprodukt i
ON-koordinater

Exempel

Vektorprodukt
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Räknelagar för skalärprodukten

Sats

För alla vektorer u, v, och w och skalärer c s̊a gäller

u · v = v · u (1)

u · (v + w) = u · v + u · w (2)

u · (cv) = c(u · v) (3)

u · u = ∥u∥2 (4)

u · u = 0 ⇐⇒ u = 0 (5)

Alla egenskaper ovan, bortsett additiviteten, är uppenbara! Vi visar additiviteten genom att
relatera skalärprodukt till ortogonalprojektion.
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26 KAPITEL 2. ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

Alla utom (2.5.2) följer direkt ur definitionen. Vi skjuter p̊a beviset av (2.5.2) till nästa
avsnitt.

2.5.2 Ortogonal projektion

Vi skall här beskriva vad skalärprodukten egentligen mäter. Detta blir ocks̊a ett av de för
fortsättningen viktigaste användningsomr̊adena för skalärprodukt, ortogonal projektion.

θ

v
v⊥u

û v‖u u

Figur 2.18: Ortogonal projektion.

L̊at u och v vara tv̊a vektorer. Hur stor del av v pekar i u:s riktning? Denna fr̊aga är lite
vagt ställd och behöver preciseras. Det vi skall göra är en s̊a kallad komposantuppdelning av
v i tv̊a ortogonala komposanter, d v s uttrycka v som

v = v‖u + v⊥u

där v‖u är parallell med u och v⊥u
ortogonal mot u. D̊a det endast är u:s riktning som är

av betydelse för v‖u använder vi en enhetsvektor û med samma riktning som u. En s̊adan är

enkelt ordnad d̊a den tidigare definitionen av multiplikation med tal (se definition 2.2.2 (a),
sid 13) ger

∣∣∣∣
1

|u|u
∣∣∣∣ =

1

|u| |u| = 1 =⇒ û =
1

|u|u.

Att p̊a detta sätt skapa en enhetsvektor med samma riktning som en given kallas att normera
vektorn. Symbolen ˆ ovanför en vektor kommer i fortsättningen betyda att vektorn är en
enhetsvektor.

Antag att v•u > 0 (som i figur 2.17 (c)). Studera figur 2.18 ovan. Definitionen av cosinus
ger att

∣∣∣v‖u
∣∣∣ = |v| cos θ =

[
|û| = 1

]
= |v| |û| cos θ = v•û. (2.5.6)

D̊a v‖u och û har samma riktning finns ett tal λ > 0 s̊a att v‖u = λû (se definition 2.2.3,

sid 13). D̊a |û| = 1 och λ > 0 följer det att
∣∣∣v‖u

∣∣∣ = |λû| = |λ| |û| = λ
(2.5.6)
= v•û (2.5.7)

v = v∥u + v⊥u

v∥u ∥ u

v⊥u ⊥ u

û =
u

∥u∥
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[
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D̊a v‖u och û har samma riktning finns ett tal λ > 0 s̊a att v‖u = λû (se definition 2.2.3,

sid 13). D̊a |û| = 1 och λ > 0 följer det att
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∣∣∣ = |λû| = |λ| |û| = λ
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= v•û (2.5.7)

∥∥v∥u∥∥ = cos(θ) ∥v∥ = cos(θ) ∥v∥
∥∥û∥∥ = v · û

Eftersom v∥u ∥ u ∥ û s̊a v∥u = cu för n̊agon skalär c. Vi f̊ar att∥∥v∥u∥∥ =
∥∥cû∥∥ = |c|

∥∥û∥∥ = |c| = c =
∥∥v∥u∥∥

om c > 0, som i figuren. Vi f̊ar

v∥u = cû = (v · û)û =

(
v ·

u

∥u∥

)
u

∥u∥ =

(
v · u
∥u∥2

)
u
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Att p̊a detta sätt skapa en enhetsvektor med samma riktning som en given kallas att normera
vektorn. Symbolen ˆ ovanför en vektor kommer i fortsättningen betyda att vektorn är en
enhetsvektor.

Antag att v•u > 0 (som i figur 2.17 (c)). Studera figur 2.18 ovan. Definitionen av cosinus
ger att
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[
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(2.5.6)
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Sats

L̊at u, v vara tv̊a vektorer, med u ̸= 0. D̊a ges den ortogonala projektionen av u p̊a v av

v∥u =

(
v · u
∥u∥2

)
u

och den vinkelräta komposanten av
v⊥u = v − v∥u
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Sats

Om u, v,w är vektorer i rummet (planet) och u ̸= 0, s̊a gäller att

(v + w)∥u = v∥u + w∥u

2.5. SKALÄR- OCH VEKTORPRODUKT 29

v‖u

(v +w)‖u

w‖u

w‖uv‖u

v +w
w

v

u

Figur 2.21: Distributiva lagen för skalärprodukt.

Projektionsformeln ger d̊a

(v +w)‖u =
(v +w) •u

|u|2
u

v‖u +w‖u =
v•u

|u|2
u+

w•u

|u|2
u =

v•u+w•u

|u|2
u





=⇒ (v +w) •u = v•u+w•u

vilket följer ur definitionen av multiplikation med tal, sid 13.

Exempel 2.5.6. L̊at u, v och w vara tre vektorer i planet s̊adana att |u| = 5, |v| = 7,

|w| = 11 och där u ⊥ v, vinkeln mellan u och w är
2π

3
och vinkeln mellan v och w är

π

6
.

Bestäm koordinaterna för w i basen u, v.
Lösning: Beräkna ortogonalprojektionen av w p̊a u respektive v.

w‖u =
w•u

|u|2
u =

|w| |u| cos θ
|u|2

u =

=
1

52
11 · 5 cos 2π

3
u = −11

10
u

w‖v =
w•v

|v|2
v =

|w| |v| cos θ
|v|2

v =

=
1

72
11 · 7 cos π

6
v =

11
√
3

14
v

u

v

w‖u

w = w‖u +w‖v

w‖v w‖v

Figur 2.22: Komposantuppdelning.

Obs: v,w i papperets plan, u ej nödv. i detta plan.
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Sats

Om u, v,w är vektorer i rummet (planet) s̊a gäller att

(v + w) · u = v · u + w · u

Bevis.

Om u = 0 s̊a är b̊ada kvantiteterna noll. Om inte, s̊a

(v + w) · u
∥u∥2

= (v + w)∥u = v∥u + w∥u =
v · u
∥u∥2

+
w · u
∥u∥2

s̊a vi multiplicerar VL och HL med ∥u∥2 och f̊ar

(v + w) · u = v · u + w · u.
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0.5
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Exempel

L̊at f1, f2, v vara tre vektorer i planet. Antag att f1, f2 b̊ada har
längd 2, och att de är vinkelräta mot varandra. Antag att v har
längd 3 och bildar vinkeln π/3 mot f1 och π/6 mot f2. Skriv v som
en linjärkombination av f1 och f2.
Lösning:

v∥f1 =
v · f1∥∥∥f1∥∥∥2 f1 =

∥v∥
∥∥∥f1∥∥∥ cos(θ)∥∥∥f1∥∥∥2 f1 =

3 · 2 · 1
2

22
f1

=
3

4
f1

v⊥f1
= v∥f2 =

v · f2∥∥∥f2∥∥∥2 f2 =
∥v∥

∥∥∥f2∥∥∥ cos(π/2 − θ)∥∥∥f2∥∥∥2 f2 =
3 · 2 ·

√
3

2

22
f2

=
3
√
3

4
f2

s̊a v = 3
4
f1 + 3

√
3

4
f2.
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Exempel

Vi visar att höjderna i en triangel skär varandra en en punkt m.h.a skalärprodukt.
Drag linjen A till mittpunkt BC och C till mittpunkt AB, sätt origo O i denna skärning.
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Tillämpningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

30 KAPITEL 2. ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

Följaktligen är

w = −11

10
u+

11
√
3

14
v =

11

70
(−7u+ 5

√
3v) = (u v)

11

70

(
7

5
√
3

)
(2.5.10)

d v s w har koordinaterna
11

70

(
7

5
√
3

)
i basen u, v. �

Koordinaterna kan först̊as skrivas p̊a oändligt många olika sätt (se (2.3.7)). Här valdes att
bryta ut minsta gemensam nämnare och s̊a många gemensamma faktorer som möjligt. Vilket
som är bäst bestäms av vad de skall användas till.

Exempel 2.5.7. Samma förutsättningar som föreg̊aende exempel men bestäm istället koor-
dinaterna för u i basen v, w.
Lösning: Enligt (2.5.10) ovan är

w =
11

70
(−7u+ 5

√
3v) ⇐⇒ 7u = 5

√
3v − 70

11
w ⇐⇒ u =

5
√
3

7
v − 10

11
w = (v w)

(
5
√
3/7

10/11

)
,

d v s u har koordinaterna

(
5
√
3/7

10/11

)
i basen v, w. �

Exempel 2.5.8. Ett välkänt resultat fr̊an triangelgeometrin är cosinus-satsen. Den säger att
om en triangel har sidlängderna a, b, c och den mot vinkeln θ st̊aende sidan är den med längd
c s̊a gäller

c2 = a2 + b2 − 2ab cos θ.

Denna kan enkelt bevisas med hjälp av vektorräkning. Inför vektorer som figur 2.23 visar. D̊a
är c = |u− v| och, t ex a = |u| och b = |v|. Fr̊an räknelagarna för skalärprodukt f̊as

c2 = |u− v|2 (2.5.4)
= (u− v) • (u− v)

(2.5.2)
=

= u•u+ u • (−v) + (−v) •u+ (−v) • (−v)
(2.5.1),(2.5.3)

=

= |u|2 + |v|2 − 2u•v = |u|2 + |v|2 − 2 |u| |v| cos θ =

= a2 + b2 − 2ab cos θ

vilket skulle visas.

u

θ

|u|

v

|v|

u− v

|u− v|

Figur 2.23: Cosinus-satsen.

�
Exempel 2.5.9. Avslutningsvis skall vi titta p̊a triangelolikheten. Den säger att längden av
en sida i en triangel alltid är kortare än den sammanlagda längden av de andra tv̊a sidorna.
Att s̊a är fallet är intuitivt självklart (raka vägen är alltid närmast) men måste likväl bevisas
inom de ramar som ställts av de definitioner som gjorts. I vektortermer är p̊ast̊aendet följande:
för alla vektorer u och v gäller

|u+ v| ≤ |u|+ |v| .
Vi kan återanvända figur 2.23 om vi där byter ut u−v mot u s̊a att den vektor som i figuren
är u blir u + v. Observera att u•v = |u| |v| cos θ ≤ |u| |v|. D̊a kan ocks̊a kalkylen i exempel
2.5.8 återanvändas och vi f̊ar p̊a exakt samma sätt

|u+v|2 = |u|2+ |v|2 +2u•v ≤ |u|2+ |v|2 +2 |u| |v|=(|u|+ |v|)2 ⇐⇒ |u+v| ≤ |u|+ |v| . �
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Sats

L̊at e = [e1, e2, e3] vara en ON-bas i rummet. Om u = e

x1
x2
x3

 och v = e

y1
y2
y3

 s̊a är

u · v = x1y1 + x2y2 + x3y3

Motsvarande formel i planet blir
u · v = x1y1 + x2y2

Bevis.

Vi vet att

ei · ej =
{
1 i = j

0 i ̸= j

s̊a räknelagarna för skalärprodukt ger att

u · v = (x1e1 + x2e2 + x3e3) · (y1e1 + y2e2 + y3e3) = x1y1e1 · e1 + x1y2e1 · e2 + x1y3e1 · e3+
x2y1e2 · e1 + x2y2e2 · e2 + x2y3e2 · e3 + x3y1e3 · e1 + x3y2e3 · e2 + x3y3e3 · e3 =

x1y1 + x2y2 + x3y3

15 / 45



TATA24 Linjär Algebra, Fö 3
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L̊at e = [e1, e2, e3] vara en ON-bas i rummet. L̊at u = e

x1
x2
x3

 och v = e

y1
y2
y3

.

• u har längd ∥u∥ =
√
u · u =

√
x21 + x22 + x23

• L̊at θ beteckna vinkeln mellan u och v. D̊a gäller att

cos(θ) =
u · v

∥u∥ ∥v∥ =
x1y1 + x2y2 + x3y3√

x21 + x22 + x23

√
y2
1 + y2

2 + y2
3

Motsvarande formler i planet f̊as genom att plocka bort x3.
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Sats

L̊at e = [e1, e2 vara en ON-bas i planet. L̊at u = e

(
x1
x2

)
. Antag att x1, x2 ̸= 0. D̊a finns det precis

tv̊a vektorer som är vinkelräta mot u och är lika l̊anga som u, nämligen

±e

(
−x2
x1

)

Bevis.

Lös ekvationssystemet

x1y1 + x2y2 = 0

y2
1 + y2

2 = x21 + x22
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3 2 1 1 2 3

3

2

1

1

2

3

Exempel

Om u = 3e1 + e2 s̊a är ∥u∥ =
√
10, och de tv̊a vektorer av den längden som är ortogonala mot u

är −e1 + 3e2 och e1 − 3e2.
Ekvationssystemet 3y1 + y2 = 0 har lösningsmängden y1 = t, y2 = −3t, s̊a den extra ekvationen
y2
1 + y2

2 = 10 ger att t2 + 9t2 = 10, s̊a t = ±1.

18 / 45



TATA24 Linjär Algebra, Fö 3
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Exempel (Regelbunden tetraeder)

L̊at u = e1, v = cos(π/3)e1 + sin(π/3)e2 = 1
2
e1 +

√
3

2
e2. Då

är u, v kantvektorer i en liksidig triangel med sidlängd ett.
Vi söker w, sista kantvektorn i liksidig tetraeder med
föreg̊aende triangel som sida.

Vet OM = 1
3
u + 1

3
v = 1

2
e1 +

√
3

6
e2, s̊a

∥∥∥OM
∥∥∥2 = 1/3.

Då är w = OM + te3; bestäm t via

1 = ∥w∥2

=
∥∥∥OM + te3

∥∥∥2
Pytagoras

=
∥∥∥OM

∥∥∥2 + ∥te3∥2

= 1/3 + t2

s̊a t =
√

2/3 och w = 1
2
e1 +

√
3

6
e2 +

√
2
3
e3.

Hur kan vi mäta vinkeln mellan u och w?
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Definition

L̊at e = [e1, e2, e3] vara en ON-bas i rummet. Då är e en höger ON-bas om e2 f̊as fr̊an e1 via en
90 graders vridning moturs, sett fr̊an spetsen av e3. Om vridningen blir medurs är e en vänster
ON-bas.

e1

e2

e3
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Definition

L̊at e = [e1, e2, e3] vara en höger-ON och antag att f erh̊allits genom att kontinuerligt deformera
e1 till f1 osv p̊a ett s̊adant sätt att de tre vektorerna aldrig hamnar i ett plan (de förblir en bas
under deformationen). Då är f ett högersystem (eller en högerorienterad bas).

f1

f2

f3
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2.5. SKALÄR- OCH VEKTORPRODUKT 31

2.5.3 Vektorprodukt

Som sades i inledningen är vektorprodukten endast definierad i rummet och resultatet av den
är en ny vektor. Det är allts̊a tre vektorer inblandade, de tv̊a som vi beräknar vektorproduk-
ten av samt den vektor som blir resultatet. Innan vi g̊ar in p̊a definitionen av vektorprodukt
måste vi göra ytterligare en definition.

u

v

w w

u

v

(a) (b)

Figur 2.24: (a) u, v, w är ett högersystem. (b) u, v, w är ett vänstersystem.

Definition 2.5.10. L̊at u, v ochw vara tre vektorer i rummet som ej ligger i samma plan.
Vi säger att u, v och w (ordningen är viktig!) är ett högersystem (positivt orienterade)
om den minsta vridning som överför u till v:s riktning ses moturs fr̊an spetsen av w. Om
den minsta vridningen sker medurs säger vi att u, v och w är ett vänstersystem.

Definitionen är enklare att först̊a om vi ser p̊a figurerna 2.24 och 2.24 ovan. Tänk att du
st̊ar p̊a spetsen av w och tittar ned̊at.

En mer handfast illustration av ett högersystem kan du göra själv: l̊at högerhandens
tumme representera u och högerhandens pekfinger v. D̊a skall du kunna representera w (p̊a
ett ungefär) med l̊angfingret utan att bryta av det. Prova.

Definition 2.5.11. L̊at u och v vara tv̊a icke-parallella vektorer i rummet och θ vinkeln
mellan dem. Vektorprodukten u×v av u och v är en ny vektor s̊adan att

(a) u×v är ortogonal mot b̊ade u och v,

(b) |u×v| = |u|·|v|· sin θ,

(c) u, v och u×v är ett högersystem.

Om u och v är parallella definierar vi u×v = 0.

D̊a tecknet för vektorprodukt är ”×” kallas vektorprodukt ocks̊a för kryssprodukt.

Vi skall nu g̊a igenom definitionen, punkt för punkt, och visa att det alltid finns exakt en
vektor som uppfyller kraven.

(a) Antag allts̊a att u och v är tv̊a icke-parallella vektorer i rummet. Betrakta figur 2.25. I
samtliga figurer nedan har vi antagit att |u| > 1. Det mörkare planet kallas u:s normalplan
och karakteriseras av att varje vektor i detta plan är ortogonal mot u. Det ljusare planet
är det som spänns upp av u och v. Vi söker nu först och främst en riktning ortogonal
mot u och v (villkor (a) i definitionen), d v s en riktning ortogonal mot det ljusare planet
i figur 2.25. En s̊adan finns alltid eftersom det till varje plan hör en normalriktning.
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Jan Snellman

Skalärprodukt

Vektorprodukt
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∥∥∥a× b
∥∥∥ = ∥a∥

∥∥∥b∥∥∥ sin(θ)
är arean av parallellogrammet spännt av a och b.
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Jan Snellman

Skalärprodukt

Vektorprodukt
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(b) Därmed finns det tv̊a vektorer, med rätt riktning, som har den i villkor (b) specificerade
längden. Dels den vektor som är u×v samt den som är lika l̊ang men motsatt riktad.

(c) Slutligen ger villkor (c) att u×v är den vektor som visas i figur 2.25. Tittar du fr̊an spetsen
av denna vektor sker den minsta vridning som överför u i v moturs.

Till varje par av vektorer i rummet finns allts̊a precis en vektor som uppfyller kraven i defi-
nition 2.5.11.

v

u

−u×v

u×v

θ

Figur 2.25: Illustration av vektorprodukt.

Sats 2.5.12. För alla vektorer u, v och w i rummet och skalärer λ gäller

u×v = −v×u (Anti-kommutativa lagen) (2.5.11)

u×(v +w) = u×v+ u×w (Distributiva lagen) (2.5.12)

(λu)×v = λ(u×v) (2.5.13)

För att bevisa dessa räknelagar behöver vi stycka upp vektorprodukten i ett antal enklare
operationer. Betrakta figur 2.26. I princip är det figur 2.25 som gjorts lite mer detaljerad.

1. Vi börjar med att projicera v ortogonalt i u:s normalplan. D̊a f̊as vektorn v⊥u
(titta p̊a

figur 2.18, sid 26 och vrid papperet 90◦ moturs s̊a ser du det).

2. Vektorerna v⊥u
och v‖u kan ses som kateter i en rätvinklig triangel där v är hypotenusa.

Följaktligen ger definitionen av sin θ att
∣∣∣v⊥u

∣∣∣ = |v| sin θ. L̊at w vara den vektor som f̊as

d̊a v⊥u
vrids 90◦ moturs sett fr̊an spetsen av u. D̊a en vridning inte ändrar längden av

vektorn följer det att |w| =
∣∣∣v⊥u

∣∣∣ = |v| sin θ. Vidare, w uppfyller villkor (a) och (c) i

Anti-kommutativa lagen självklar, övriga lite knepigare.
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Tillämpningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Vektorpodukt via projektion, vridning, sträckning
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Högerhandsregeln
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Högersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
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2.6. ON-BASER OCH BERÄKNING AV SKALÄR- OCH VEKTORPRODUKT 37

börjar med att undersöka vektorprodukterna mellan basvektorerna. Fr̊an definitionen av vek-
torprodukt och det faktum att e1, e2, e3 är en höger ON-bas följer det att e1×e2 = e3. H̊all
med vänsterhanden tre pennor som ett ungefärligt ON-system. Använd sedan högerhandsre-
geln (tumme × pek = l̊ang) för att illustrera de andra vektorprodukterna mellan basvektorerna
s̊a inser du att e2×e3 = e1 och att e3×e1 = e2. Vad gäller vinklar s̊a är moturs = positiv
riktning och nedanst̊aende figur är användbar för att komma ih̊ag dessa samband. Figuren
h̊aller ocks̊a reda p̊a vad som händer om vi g̊ar medurs, d v s i negativ riktning. Exempelvis är

e2×e1
(2.5.11)
= −e1×e2 = −e3. Sammanfattningsvis har vi följande vad gäller vektorprodukter

mellan basvektorerna i en högerorienterad ON-bas:

e2 e3

e1
Moturs Medurs

=⇒





e1 × e2 = e3 , e2 × e1 = −e3
e2 × e3 = e1 , e3 × e2 = −e1
e3 × e1 = e2 , e1 × e3 = −e2

e1 × e1 = e2 × e2 = e3 × e3 = 0

(2.6.3)

Vi kan nu göra precis som för skalärprodukten (jämför (2.6.2))

u× v = e




x1
x2
x3


× e




y1
y2
y3


 = (x1e1 + x2e2 + x3e3)× (y1e1 + y2e2 + y3e3) =

= x1y1 (e1 × e1)︸ ︷︷ ︸
=0

+x1y2 (e1 × e2)︸ ︷︷ ︸
=e3

+x1y3 (e1 × e3)︸ ︷︷ ︸
=−e2

+

+ x2y1 (e2 × e1)︸ ︷︷ ︸
=−e3

+x2y2 (e2 × e2)︸ ︷︷ ︸
=0

+x2y3 (e2 × e3)︸ ︷︷ ︸
=e1

+

+ x3y1 (e3 × e1)︸ ︷︷ ︸
=e2

+x3y2 (e3 × e2)︸ ︷︷ ︸
=−e1

+x3y3 (e3 × e3)︸ ︷︷ ︸
=0

=

= (x2y3 − x3y2)e1 + (x3y1 − x1y3)e2 + (x1y2 − x2y1)e3 = e




x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1




Denna formel är lite väl komplicerad för att försöka lära sig utantill. Här behövs en minnes-
regel för att komma ih̊ag strukturen. Nedan illustreras en (av många), se (2.6.4): skriv upp
vektorerna p̊a koordinatform, skriv 1:a och 2:a koordinaten under respektive koordinatmatris,
börja p̊a mitten och betrakta det första korsande pilparet, multiplicera ihop elementen som
förbinds av pilen riktad snett ned̊at höger, gör detsamma med elementen som förbinds av
pilen riktad snett upp̊at höger, beräkna skillnaden mellan dessa produkter (tänk att pilen
snett upp̊at höger ger ett minustecken) och vi har f̊att första koordinaten i vektorprodukten.
Gör likadant med de andra tv̊a pilparen.

x1
x2

y1
y2

e




x1
x2
x3


 × e




y1
y2
y3


 = e




x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1


 (2.6.4)
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Minnesregel

2.6. ON-BASER OCH BERÄKNING AV SKALÄR- OCH VEKTORPRODUKT 37

börjar med att undersöka vektorprodukterna mellan basvektorerna. Fr̊an definitionen av vek-
torprodukt och det faktum att e1, e2, e3 är en höger ON-bas följer det att e1×e2 = e3. H̊all
med vänsterhanden tre pennor som ett ungefärligt ON-system. Använd sedan högerhandsre-
geln (tumme × pek = l̊ang) för att illustrera de andra vektorprodukterna mellan basvektorerna
s̊a inser du att e2×e3 = e1 och att e3×e1 = e2. Vad gäller vinklar s̊a är moturs = positiv
riktning och nedanst̊aende figur är användbar för att komma ih̊ag dessa samband. Figuren
h̊aller ocks̊a reda p̊a vad som händer om vi g̊ar medurs, d v s i negativ riktning. Exempelvis är

e2×e1
(2.5.11)
= −e1×e2 = −e3. Sammanfattningsvis har vi följande vad gäller vektorprodukter

mellan basvektorerna i en högerorienterad ON-bas:

e2 e3

e1
Moturs Medurs

=⇒





e1 × e2 = e3 , e2 × e1 = −e3
e2 × e3 = e1 , e3 × e2 = −e1
e3 × e1 = e2 , e1 × e3 = −e2

e1 × e1 = e2 × e2 = e3 × e3 = 0

(2.6.3)

Vi kan nu göra precis som för skalärprodukten (jämför (2.6.2))

u× v = e




x1
x2
x3


× e




y1
y2
y3


 = (x1e1 + x2e2 + x3e3)× (y1e1 + y2e2 + y3e3) =

= x1y1 (e1 × e1)︸ ︷︷ ︸
=0

+x1y2 (e1 × e2)︸ ︷︷ ︸
=e3

+x1y3 (e1 × e3)︸ ︷︷ ︸
=−e2

+

+ x2y1 (e2 × e1)︸ ︷︷ ︸
=−e3

+x2y2 (e2 × e2)︸ ︷︷ ︸
=0

+x2y3 (e2 × e3)︸ ︷︷ ︸
=e1

+

+ x3y1 (e3 × e1)︸ ︷︷ ︸
=e2

+x3y2 (e3 × e2)︸ ︷︷ ︸
=−e1

+x3y3 (e3 × e3)︸ ︷︷ ︸
=0

=

= (x2y3 − x3y2)e1 + (x3y1 − x1y3)e2 + (x1y2 − x2y1)e3 = e




x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1




Denna formel är lite väl komplicerad för att försöka lära sig utantill. Här behövs en minnes-
regel för att komma ih̊ag strukturen. Nedan illustreras en (av många), se (2.6.4): skriv upp
vektorerna p̊a koordinatform, skriv 1:a och 2:a koordinaten under respektive koordinatmatris,
börja p̊a mitten och betrakta det första korsande pilparet, multiplicera ihop elementen som
förbinds av pilen riktad snett ned̊at höger, gör detsamma med elementen som förbinds av
pilen riktad snett upp̊at höger, beräkna skillnaden mellan dessa produkter (tänk att pilen
snett upp̊at höger ger ett minustecken) och vi har f̊att första koordinaten i vektorprodukten.
Gör likadant med de andra tv̊a pilparen.

x1
x2

y1
y2

e




x1
x2
x3


 × e




y1
y2
y3


 = e




x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1


 (2.6.4)
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e

12
3

× e

45
6

 = e

 2× 6 − 3× 5
−(1× 6 − 3× 4)
1× 5 − 2× 4

 = e

−3
6
−3


Kontroll:

e

12
3

 · e

−3
6
−3

 = 1× (−3) + 2× 6 + 3× (−3) = 0

e

45
6

 · e

−3
6
−3

 = 4× (−3) + 5× 6 + 6× (−3) = 0
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u = e

11
1


v = e

 1
−1
1


Då är ∥u∥ = ∥v∥ =

√
3, u · v = 1 =

√
3
√
3 cos(α), s̊a cos(α) = 1/3.

Vi har ocks̊a att

w = u× w = e

 2
0
−2


∥w∥ = 2

√
2

S̊a
∥w∥ = 2

√
2 = ∥u∥ ∥v∥ sin(α) =

√
3
√
3 sin(α) = 3 sin(α)

s̊a sin(α) = 2
√
2

3
. Vi ser att cos(α)2 + sin(α)2 = 1/9 + 8/9 = 1.
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Antag att u, v inte är parallella. Då är

(u× u)× v = 0× v = 0 men u× (u× v) = u× n ̸= 0

där n = u× v är en vektor vinkelrät mot b̊ade u och v, dvs mot hela planet best̊aende av
linjärkombinationer av u och v.
Tag tex u = e1, v = e2. Då är

u× v = e3 och u× (u× v) = e1 × e3 = −e2
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Antag att u, v inte är parallella. Då är

(u× u)× v = 0× v = 0 men u× (u× v) = u× n ̸= 0

där n = u× v är en vektor vinkelrät mot b̊ade u och v, dvs mot hela planet best̊aende av
linjärkombinationer av u och v.
Tag tex u = e1, v = e2. Då är

u× v = e3 och u× (u× v) = e1 × e3 = −e2
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L̊at u, v,w vara kantvektorerna i en
liksidig triangel, fr̊an tidigare exempel.
Då är

• u = (1, 0, 0), v =

(1/2,
√
3/2, 0),w =

(1/2,
√
3/6,

√
6/3)

• u× v = (0, 0,
√
3/2)

• (u× v)× w = (−1/4,
√
3/4, 0)

• v × w =(
1
2

√
2, − 1

6

√
3
√
2, − 1

6

√
3
)

• u× (v × w) =(
0, 1

6

√
3, − 1

6

√
3
√
2
)
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“Angular momentum”

L = cr× v
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L̊at e vara en höger ON-bas, u = e

1
1
1

, v = e

1
2
3

.

Hitta alla vektorer ortogonala mot s̊aväl u som v.

Med skalärprodukt: ansätt w = e

x1
x2
x3

. Eftersom w · u = w · v = 0 f̊ar vi det linjära

ekvationssystemet{
x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + 3x3 = 0
=⇒ {

x1 + x2 + x3 = 0

x2 + 2x3 = 0
=⇒ {

x1 − x3 = 0

x2 + 2x3 = 0

som har lösningarna w = te

 1
−2
1

 .
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Med vektorprodukt: beräkna

u× v = e

1
1
1

× e

1
2
3

 = e

 1
−2
1


Vi kontrollerar att

e

1
1
1

 · e

 1
−2
1

 = e

1
2
3

 · e

 1
−2
1

 = 0

s̊a den givna vektorn är ortogonal mot u och v. Varje annan vektor som uppfyller detta är
parallell med denna (varför?)
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Beräkna arean av parallellogrammet ABCD, med
A = (1, 1), B = (3, 2), C = (4, 4), D = (2, 3).
Vi bäddar in punkterna i planet z = 0 i rummet
och inför kantvektorerna u = AB, v = AD och
beräknar arean av ABCD som

∥u× v∥ =

∥∥∥∥∥∥e
2
1
0

× e

1
2
0

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥e
0
0
3

∥∥∥∥∥∥ = 3

A

B

C

D

u

v
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Beräkna arean av triangeln ABD, med A = (1, 1, 1), B = (3, 2, 2),
D = (2, 3, 7).
Triangelns area är halva parallellogrammets, s̊a vi f̊ar den tilll

1

2
∥u× v∥ =

∥∥∥∥∥∥e
2
1
1

× e

1
2
6

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥e
 4
−11
3

∥∥∥∥∥∥ =
√
16 + 121 + 9

A

B

D

u

v
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2.7 Area och volym

Via vektor- och skalärprodukt f̊ar vi enkla metoder att räkna ut arean av parallellogrammer,
trianglar och parallellepipeder. P̊a köpet f̊ar vi ocks̊a ett enkelt kriterium för att avgöra om
tre givna vektorer i rummet är ett högersystem.

Studera figur 2.29. Där har vi en parallello-
gram med kantvektorer u, v och höjd h. Fr̊an
definitionen av sin θ följer det att h = |v| sin θ.
Arean av en parallellogram är bas·höjd och ba-
sen är i detta fall |u|. Därav följer det att arean
A av parallellogrammen blir

A = |u| · |v| sin θ = |u×v| .

u

θ

v

h

|u|

|v|

Figur 2.29: Area av parallellogram ur
kryssprodukt.

Trots att vektorprodukten endast är definierad i rummet g̊ar det att använda detta även i
planet. Vi kan ju flytta över problemet till rummet genom att lägga till en tredje koordinat
som sätts till 0.

Exempel 2.7.1. Vi skall beräkna arean av den parallellogram som har hörn i origo, (7, 0),
(9, 4) och (2, 4). Figur 2.29 stämmer väl överens. Fr̊an koordinaterna ser vi att basen är 7 och
höjden 4 s̊a arean är 28. Vi skall visa att detta är vad som f̊as d̊a vi använder kryssprodukten.
Vi lyfter över problemet till rummet. Hörnen f̊ar d̊a koordinater (0, 0, 0), (7, 0, 0), (9, 4, 0) och
(2, 4, 0) s̊a att

u = e




7
0
0


, v = e




2
4
0


 =⇒ u×v = e




7
0
0




7
0

× e




2
4
0




2
4

= e




0
0

7 · 4


,

d v s |u×v| =

∣∣∣∣∣∣
e




0
0
28



∣∣∣∣∣∣
= 28. �

En parallellepiped är en kropp uppbyggd av tre parvis lika parallellogrammer, se figur 2.30.
Välj och namnge kantvektorer enligt figur 2.30. Som det är gjort i figuren är u, v, w ett
högersystem.

α
hα

u×v
w

v

u
Figur 2.30: Volymprodukt.

Volymen av en parallellepiped ges av basyta · höjd. Ur den tidigare diskussionen följer att
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högersystem.

α
hα

u×v
w

v

u
Figur 2.30: Volymprodukt.

Volymen av en parallellepiped ges av basyta · höjd. Ur den tidigare diskussionen följer att

• Volym V = ∥(u× v) · w∥.

•

40 KAPITEL 2. ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

basytan = |u×v| och ur definitionen av cosinus följer att höjden h = |w| cosα. Följaktligen
f̊as volymen som

V = |u×v| · |w| cosα = (u×v) •w.

Härledningen ovan är starkt beroende av att vi vet att u, v, w är ett högersystem. Givet tre
vektorer s̊a är det inte s̊a lätt att se hur de skall ordnas för att bli ett högersystem. För att
se hur härledningen p̊averkas, byt plats p̊a u och v i figur 2.30. D̊a skulle u×v f̊a motsatt
riktning och vinkeln α mellan u×v och w skulle bli trubbig och därmed cosα < 0. |cosα| är
dock fortfarande detsamma s̊a att

V = |(u×v) •w| . (2.7.1)

P̊a grund av kopplingen till parallellepipedens volym (om vi bortser fr̊an tecknet) s̊a kallas
u×v•w för volymprodukten av u, v och w. Ur ovanst̊aende resonemang f̊ar vi det kriterium
som nämndes i inledningen:

Sats 2.7.2. Om u, v, w är tre vektorer i rummet s̊a gäller:

(u×v) •w > 0 ⇐⇒ u, v, w är ett högersystem

(u×v) •w < 0 ⇐⇒ u, v, w är ett vänstersystem

(u×v) •w = 0 ⇐⇒ u, v, w ligger i samma plan

Exempel 2.7.3. (a) Beräkna arean av den parallellogram som har ett hörn i (1,−1, 1) och
de tv̊a närliggande hörnen i (2, 1, 3) och (4, 2, 3).

(b) Beräkna volymen av en parallellepiped som har parallellogrammen i (a) som en sidoyta
och ett av de andra hörnen i (3,−2, 1).

Lösning:

(a) Sätt P1 = (1,−1, 1), P2 = (2, 1, 3) och P3 = (4, 2, 3). D̊a f̊as

P1P 2 = OP 2 −OP 1 = e




2
1
3


− e




1
1
1


 = e




1
2
2


,

P1P 3 = OP 3 −OP 1 = e




4
2
3


− e




1
1
1


 = e




3
3
2




P1P 2 × P1P 3 = e




1
2
2




1
2

× e




3
3
2




3
3

= e




2
4
3


 =⇒

=⇒ A =
∣∣P1P 2 × P1P 3

∣∣ =
√

(−2)2 + 42 + (−3)2 =
√
29

(b) Flera olika parallellepipeder passar in i förutsättningarna. Även om de är olika s̊a har de
alla samma volym. För att se detta, välj w i figur 2.30 som rymddiagonalen eller en av

• Detta kan tas som definition av högersystem (givet att vi vet vad höger-ON-bas betyder).
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En kub kan sönderläggas i 6 lika
tetraedrar. Detsamma gäller för en
parallellepiped! S̊a volymen av en
tetraeder med kantvektorer u, v,w är

1

6
∥(u× v) · w∥ .
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Tillämpningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Exempel

L̊at

u = e

11
1

 , v = e

 1
−1
1

 , w = e

23
4


Då är volymen av tetraedern med kantvektorer u, v,w lika med

1

6
∥(u× v) · w∥ =

1

6

∥∥∥∥∥∥e
 2

0
−2

 · e

23
4

∥∥∥∥∥∥ = 2/3
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L̊at a vara en reell parameter och l̊at

ua = e

1
1
a


va = e

1
a
1


wa = e

a
1
1


Vad är volymen av parallellepipeden som ua, va, wa spänner upp, och när utgör de tre
vektorerna, i denna ordning, ett högersystem?

44 / 45



TATA24 Linjär Algebra, Fö 3
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Vi f̊ar att
ua × va =

(
−a2 + 1, a − 1, a − 1

)
och att trippelprodukten blir

(ua × va) · wa = −
(
a2 − 1

)
a + 2 a − 2 = −(a + 2)(a − 1)2

Volymen är beloppet av detta, och uttrycket är positivt (och systemet höger) d̊a a < −2.

3 2 1 1 2 3

20

15

10

5

5

10

15
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