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Vi borjar med féljande observation:

Givet tva icke-parallella vektorer U,V i rummet, sa finns det ett unikt plan som innehéller @ och v.
Varje linjarkombination c1u + ¢V av dessa tva vektorer ligger kvar i detta plan.

Vi kan alltsa rita konstruktioner involverande tva vektorer i rummet tva-dimensionellt.
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Definition
Lat U och ¥ vara tva vektorer i planet eller rummet. Vi definierar skaldrprodukten mellan dem som

0 om 0 eller v =0

=
lull vl cos(®) &,¥ #0

dar 0 4r minsta vinkeln mellan @ och ¥, dvs vinkeln mellan de stralar fran origo som @, ¥V anger.
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Sats

L3t w och V vara tva vektorer i planet eller rummet. D3 ar

u-v =0 om nagon av vektorerna ar nollvektorn, eller om w L v, d.v.s om det &r vinkelrita

mot varandra.

U -V >0 om vinkeln © mellan dem &r spetsig, dvs 0 < 0 < 71/2 radianer.

U -V <0 om vinkeln © mellan dem &r trubbig, dvs /2 < 0 < 7t/2 radianer.

=1]

=1]

<

= ||a|| ||[¥]] emm T || ¥ och lika riktade, d.v.s om ¥ = cu med ¢ > 0.

—|[@|| ||¥]l eomm T || ¥ och motsatt riktade, d.v.s om vV = cu med ¢ < 0.

uev < 0

uev =0

u u
Figur 2.17: Skaldrproduktens tecken.

uev >0
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Sats

Fér alla vektorer W, v, och W och skaldrer c sa giller

=1
<
Il

<l
el

u-(Vv+w)=u-v+u-w
- (cv)=c(u-v)
u-u= |
T-u=0 <+ u=0

Réknelagar for skaldrprodukten

1
(2
3)
(4)
)

Alla egenskaper ovan, bortsett additiviteten, dr uppenbara! Vi visar additiviteten genom att

relatera skaldrprodukt till ortogonalprojektion.
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u

Figur 2.18: Ortogonal projektion.

Hv\lﬁ” = cos(0) ||V]| = cos(8) ||¥]| Hﬁ” =v-.u

L
>
u

— — A o — — [ ° I . o
Eftersom ¥y || U || U s& V|jg = cT for ndgon skaldr c. Vi far att

N

[Fimll = Nt = lel [[8]] = lel = ¢ = |[¥sll

om ¢ > 0, som i figuren. Vi far

— Ay
Vig=cu=

(v-ﬁ)ﬁ:(v-l—

u

||

u

)

[all

g

v-u

=2
I[all

)u
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-

v,
[l

Figur 2.18: Ortogonal projektion.

Sats

L4t T, V vara tva vektorer, med U # 0. D3 ges den ortogonala projektionen av U p3 vV av

och den vinkelrdta komposanten av

v.u

VHH = 7”2

I

Vig :va”

=Y
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Om T, ¥, W &r vektorer i rummet (planet) och 1 # 0, s géller att

(V+w)
vV+w
W
v
u Via A
: —_—
_— > W
- [
[lu
(v+w)

Figur 2.21: Distributiva lagen for skaldrprodukt.

Obs: v, W i papperets plan, U ej nddv. i detta plan.

T = Viut Wi
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Sats

Om U, v, W &r vektorer i rummet (planet) s géller att

(V+wW)-u=v-u+wW-1

Bevis.
Om U = 0 s3 ar bida kvantiteterna noll. Om inte, s3

(F+W) -1 T i vou_ w-u
s = VAW m =V gt Wig = o —m T s
= o N

s& vi multiplicerar VL och HL med ||u||? och far

(V+w)-u=v-u+w-U
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Lt fy, 2,V vara tre vektorer i planet. Antag att fi,f bada har
langd 2, och att de &r vinkelrdta mot varandra. Antag att v har
langd 3 och bildar vinkeln 7t/3 mot f; och 71/6 mot f5. Skriv v som

VJ.?l =

n
Do
<l
Il

Blw

en linjarkombination av f; och f.
Losning:

v.5_ ¥l 0 _ 3.2.1_
VE = H’fliéf _ v HH;HH‘;OS E_ 3 222 2f
_ %H
v I[Efestz—0_ 3.5,
ViE, = HEH — HEH2 fo = 22 2
-5
i + 265,
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Vi visar att hdjderna i en triangel skar varandra en en punkt m.h.a skaldrprodukt.
Drag linjen A till mittpunkt BC och C till mittpunkt AB, sitt origo O i denna skarning.

B

Kalla hornens ortsvektorer, med avseende pa O, for a(= (ﬁ), b, c. Kant-
vektorerna ér da ¢ — b, b — a, ¢ — a. Enligt férutséttning &r da:

varur:

vilket skulle visas.

a-(c—b)=
c-(b—a)=
a-b=b-c

dvs

a-c=a-b

c-b=c-a

b-(c—a)=0
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Exempel 2.5.8. Ett viilként resultat fran triangelgeometrin dr cosinus-satsen. Den séger att
om en triangel har sidlingderna a, b, ¢ och den mot vinkeln 6 staende sidan dr den med lingd

¢ sa giller
2 = a® + b — 2abcosb.

Denna kan enkelt bevisas med hjilp av vektorrdkning. Infor vektorer som figur 2.23 visar. Da
dr ¢ = |u—v| och, tex a = |u| och b = |v|. Fran riknelagarna for skaldrprodukt fas

A=lu—v? @54 (u=v)e(u—v) @52)
2.5.1),(2.5.3
= weu + ue (V) + (~v)eu+ (—v) e (—v) EHLED
= [ul? + |v|> = 2uev = [uf’ + |v|> = 2|u] |v| cos § =

=a®+b* — 2abcosf

Figur 2.23: Cosinus-satsen.

vilket skulle visas.
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Sats
X1 1

L3t e = [e1,ea,e3) vara en ON-bas i rummet. Omu=¢ | xx | ochvV=e | y> | sd ar
X3 3

U-V=Xx1y1 +X2y2 + X3¥3
Motsvarande formel i planet blir

U-V=x1y1+xey2

Beuvis.
Vi vet att

sa raknelagarna for skalarprodukt ger att

-V = (x181 + x2€2 + x3€3) + (y1€1 + y2€2 + ¥3€3) = X1¥1€1 + €1 + X1Y2€1 - €2 + X1y3€1 - €3+
X2y1€2 + €1 + X2)2€2 + €2 + X2)3€2 + €3 + X3y1€3 €1 + X3)2€3 + €2 + X3)3€3 * €3 =

X1y1 + Xey2 + X33

O
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Sats
X1 y1
L4t e = [e1, €3, €3] vara en ON-bas i rummet. Litu=¢ | xo | ochV=¢ | y»
X3 3

® T har lingd |[U]| = VT - T = \/xF + x5 + x2
® [ 53t O beteckna vinkeln mellan @ och v. D3 géller att
u-v X1y1 + Xx2y2 + X3y3

cos(0) = —— =
([l (1] \/X12+x22+x32\/y12+y22+y32

Motsvarande formler i planet fis genom att plocka bort x3.
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Exempel

Sats
L4t e = [e1,€3 vara en ON-bas i planet. Litu = e (il) . Antag att x1,x2 # 0. D3 finns det precis
2

tva vektorer som ar vinkelrdta mot u och ar lika Ianga som U, namligen
—X
X1

Bevis.

L6s ekvationssystemet

x1y1 + x2y2 =0

RHvi=x+x
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24

\ 4

o)

Om u =367 + &3 sd &r ||ul| = V10, och de tva vektorer av den lingden som &r ortogonala mot
ar —ej + 3e3 och e; — 3es.

Ekvationssystemet 3y; + y» = 0 har [6sningsmangden y; = t, y» = —3t, sa den extra ekvationen
y? +y3 =10 ger att t> + 9t =10, sa t = £1.
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L&t @ =@, V = cos(n/3)ey +sin(n/3)e; = 1oy + ?éz. D&
ar U, v kantvektorer i en liksidig triangel med sidlangd ett.
Vi soker w, sista kantvektorn i liksidig tetraeder med
foregaende triangel som sida.

2
Vet OM = Lu + v = 15, + o, s3 ‘OI\/IH =1/3.
Da ir w = OM + tes; bestam t via
—12
1= |[wl
2
- HOM+ té3H
2
Pytaéoras OM“ n ||té3||2
=1/3+1t2

o — 1= B 2
s& t =+/2/3 och W = §e1+%ez+ 6s.
Hur kan vi mita vinkeln mellan @ och w?
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Lat e = [e1, €32, €3] vara en ON-bas i rummet. D3 ir e en héger ON-bas om &3 f3s frdn €1 via en
90 graders vridning moturs, sett fran spetsen av 3. Om vridningen blir medurs ir e en vinster
ON-bas.

A
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L&t e = [e1, ez, €3] vara en héger-ON och antag att f erhéllits genom att kontinuerligt deformera
ey till f; osv p3 ett sddant sitt att de tre vektorerna aldrig hamnar i ett plan (de férblir en bas
under deformationen). D3 &r £ ett hégersystem (eller en hégerorienterad bas).
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Definition 2.5.11. Lat u och v vara tva icke-parallella vektorer i rummet och 6 vinkeln
mellan dem. Vektorprodukten uxv av u och v r en ny vektor sadan att

(a) uxv ér ortogonal mot bade u och v,
(b) |uxv|=|ul-|v|-sinb,

(¢) u, v och uxv ér ett hogersystem.

Om u och v ér parallella definierar vi uxv = 0.
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Ha x EH = |zl HBH sin(6)

ar arean av parallellogrammet spannt av a och b.

Area av parallellogram
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-axb

Hogerhandsregeln

axb
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Sats 2.5.12. For alla vektorer u, v och w i rummet och skaldrer X\ gdller
Hogersystem

Definition av . .
vektorprodukt uxv = —vxu (Anti-kommutativa lagen)

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Rékneregler for ()\ll) XV
vektorprodukten

Vektorprodukt i

ux(v+w) =uxv+uxw (Distributiva lagen)
A(uxv)

ON-koordinater

Vektorprodukten &r inte Anti-kommutativa lagen sjilvklar, 6vriga lite knepigare.
associativ
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Dela upp bildandet av vektorprodukten T X ¥ som
@ Rita planet innehéllande @ och v
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Dela upp bildandet av vektorprodukten T X ¥ som
@ Rita planet innehéllande @ och v
® Tag v
© Projektion av v pa normalplanet till @
@ Vridning 90 grader moturs
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Dela upp bildandet av vektorprodukten T X ¥ som
@ Rita planet innehéllande @ och v
® Tag v
© Projektion av v pa normalplanet till @
@ Vridning 90 grader moturs
@ Strickning med faktor ||ul|
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Tx (\7*‘;;\ = BN+ U
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‘ €3 = €1 X €3

.
er X ez| = |e1||e2|sm§

=1

| ]

€2
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el
Moturs Medurs
e| Xxey=e3, € xe =—e3
g € Xe3 =€, e€3Xey=-—€ (2.6.3)
e3x e =ey, € Xe3=—€
e es3

\_/ e Xe =ey xXxey=e3xe3=0

Vi kan nu gora precis som for skalirprodukten (jamfor (2.6.2))

£ Y
uxv=e| 22 | xe| y2 | = (z1€1 + 2202 + 2383) X (y1€1 + Y202 + Y3€3) =
xr3 Y3

= z1y1 (€1 X e1) +1y2 (€1 X e) +a1y3 (e1 X e3) +
—_— N2 Nalghss”
= =e3 =-e

+ T2y1 (€2 X €1) +a2ys (€2 X 2) +a2ys3 (€2 X e3) +
S—— N——— N———

=—e3 =0 =ey
+x3y1 (e3 X e1) +w3y2 (€3 X e2) +x3y3 (€3 X €3) =
~— ~——
—ez ——ei =0
T2Y3 — T3Y2
= (z2y3 — x3y2)er + (z3y1 — T1y3)es + (T1y2 — 22y1)es = e | T3y1 — T1Y3
T1Y2 — T2Y1
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T U T2Y3 — T3Y2
T2 4-X Y2 | =e| w3y1 — T1Y3 (2.6.4)
L3 3 T1Y2 — T2Y1

ax
R

|®
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Kontroll:

(o]

(¢}

(¢}

N =

oo WN -

2x6—3x%x5
e|—(1x6—-3x4)
1x5—-2x4

1x(—3)+2x6+3x%x(—3)=0

4x(—3)+5%x6+6x(=3)=0

=€

-3
6
-3
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Il
1o
e

Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av 1
vektorprodukt

Area av parallellogram o e _ — a
Hogerhandsregeln D& ar lul| = [Iv]l = \/§, a-v=1= \/§\/§COS(O{), sa cos(a) = 1/3.
Rékneregler for Vi har ocksa att

vektorprodukten

Vektorprodukt i 2
ON-koordinater 0

Vektorprodukten &r inte W=UXW=¢
associativ =2

Tillampningar av —
vektorprodukt [|[w| = 22

Trippelprodukt S3

W]l = 2v2 = |[@]| |[7]| sin(«) = v/3v/3sin(«) = 3sin(x)

s sin(a) = % Vi ser att cos(oa)? + sin(a)? = 1/9 +8/9 = 1.
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Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Réakneregler for
vektorprodukten

Vektorprodukt i
ON-koordinater

Vektorprodukten ar inte
associativ

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Antag att W,V inte adr parallella. Da ar

@xA)xv=0xv=0 men ux@WxV) =

X7 #£0

dir m =T X ¥ &r en vektor vinkelrdt mot bade U och V, dvs mot hela planet bestaende av
linjarkombinationer av uw och v.
Tag tex u =¢€1, v ==¢p. Da ar

uxv=e3 och UX(@WXV)=¢e Xxe3=—6
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Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Réakneregler for
vektorprodukten

Vektorprodukt i
ON-koordinater

Vektorprodukten ar inte
associativ

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Antag att T,V inte &r parallella. Da ar
@xuW)xv=0xv=0 men TUxUXV)=uxn#0

dir m =T X V ar en vektor vinkelrdit mot bade T och ¥, dvs mot hela planet bestdende av
linjarkombinationer av @ och v.
Tag tex u =¢€3, v ==¢. Da ar

uxv=e och UX((UWXV)=¢e Xxe3=—=e

O

/

U (UxV)
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Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Réakneregler for
vektorprodukten

Vektorprodukt i
ON-koordinater

Vektorprodukten ar inte
associativ

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Lat W, v, w vara kantvektorerna i en
liksidig triangel, fran tidigare exempel.
Da ar
(1,0,0),v =
V3/2,0),%
2,v/3/6,

" e, -
(1/2,7/3/6,v/6/3)
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Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Réakneregler for
vektorprodukten

Vektorprodukt i
ON-koordinater

Vektorprodukten ar inte
associativ

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Lat W, v, w vara kantvektorerna i en
liksidig triangel, fran tidigare exempel.
Da ar
u=(1,0,0),v
(1/2,v3/2, 0) W=
(1/2,/3/6,v6/3)
® T xv=1(0,0,3/2)
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Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Réakneregler for
vektorprodukten

Vektorprodukt i
ON-koordinater

Vektorprodukten ar inte
associativ

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Lat W, v, w vara kantvektorerna i en
liksidig triangel, fran tidigare exempel.
Da ar
u=(1,0,0),v
(1/2,v3/2, 0) W=
(1/2,v/3/6,V6/3)
® T xv=1(0,0,3/2)
® (WXV)xW=(—1/4,/3/4,0)
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Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Réakneregler for
vektorprodukten

Vektorprodukt i
ON-koordinater

Vektorprodukten ar inte
associativ

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Lat W, v, w vara kantvektorerna i en
liksidig triangel, fran tidigare exempel.
Da ar
u=(1,0,0),v
(1/2,v3/2, 0) W=
(1/2,v/3/6,V6/3)
® T xv=1(0,0,3/2)
® (WXV)xW=(—1/4,/3/4,0)
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Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Réakneregler for
vektorprodukten

Vektorprodukt i
ON-koordinater

Vektorprodukten ar inte
associativ

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Lat W, v, w vara kantvektorerna i en
liksidig triangel, fran tidigare exempel.

Da ar

e [ =
(1/2,
(1/2,

(

1,0,
3/
2,v/3/

0),v

3/6,

(0,0,/3/2)
_1/43 \/3/4) 0)

2,0),w =

\/_/3
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Skaldrprodukt

Vektorprodukt
Hogersystem

Definition av
vektorprodukt

Area av parallellogram
Hogerhandsregeln

Réakneregler for
vektorprodukten

Vektorprodukt i
ON-koordinater

Vektorprodukten ar inte
associativ

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Lat W, v, w vara kantvektorerna i en
liksidig triangel, fran tidigare exempel.
Da ar

® ﬁ:(l,0,0),V:
(1/2,\/5/2,0),W=
(1/2,v/3/6,V6/3)

. (0,0,v/3/2)

® (Ux7V)xXW=(—1/4,/3/4,0)

X W) =

V(ng}—g V3V3 -1 V3)
u X (
(o324 vav)

34/45



35/45



TATA24 Linjar Algebra, F6 3
Jan Snellman

3

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKGPINGS UNIVERSITET

Tillampningar av
vektorprodukt

Curl fingers as if

rotating vector v into
vector B. Thumb is in
the direction of force.

South S

pole of
magnet

Partikel ror sig i magnetfilt, utsatts for kraft

Paint thumb in direction of
velocity, fingers in magnetic
field direction. Then palm
direction is direction of
force on charge.

North

pole of
magner

Force is in direction
that thumb points.

Force direction is
outward from palm.
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Skaldrprodukt
Vektorprodukt

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

1 1
Lat e vara en hoger ON-bas, u=¢e | 1|, V=¢[ 2
1 3

V.

Hitta alla vektorer ortogonala mot sdval @ som
X1

Med skalarprodukt: ansitt w =e | xo | . Eftersom w-u =w - v = 0 far vi det linjara
X3

ekvationssystemet

x1+x2+x3=0 x1+x2+x3=0 x1—x3 =0
{1 2 + X3 {1 2 3 :>{1 3

X1+2X2+3X3:0 X2+2X3:0 X2+2X3:0
1
som har Iésningarna w = te | —2
1
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Skaldrprodukt
Vektorprodukt

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

1 1 1
uxv=el|l] xel|2] =e|—-2
1 3 1
Vi kontrollerar att
1 1 1 1
ell e|l—2|=el2 e|l—2] =0
1 1 3 1

sa den givna vektorn dr ortogonal mot U och v. Varje annan vektor som uppfyller detta ar
parallell med denna (varfér?)
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Skalarprodukt Bxempel ‘

Vektorprodukt Berdkna arean av parallellogrammet ABCD, med
Tillampningar av A=(1,1), B=(3,2), C=(44), D=(2,3).
vektorprodukt Vi baddar in punkterna i planet z = 0 i rummet
Trippelprodukt och infér kantvektorerna @ = AB, ¥ = AD och .
berdknar arean av ABCD som
2 1 0
l[axv]=|e|1l] xe|2 =|el O =3
0 0 3 v B
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S Bemp

Vekt: dukt

ektorprodu Berdkna arean av triangeln ABD, med A = (1,1,1), B = (3,2,2),
Tillampningar av _
vektorprodukt D =(2,3,7).

Triangelns area ar halva parallellogrammets, sa vi far den tilll
Trippelprodukt

1 2 1 4 ) .
—luxv|=|ell] xel|2]|=|e|-11]|=V16+121+9
= 1 6 3
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-
[ u -
Trippelprodukt Figur 2.29: Area av parallellogram ur

Figur 2.30: Volymprodukt.
kryssprodukt.

® Volym V =||(Tx V) -W|.

Sats 2.7.2. Om u, v, w dr tre vektorer i rummet sa gdller:

(uxv)ew >0 <= u, v, w dr ett higersystem

(uxv)ew <0 <= u, v, w dr ett vinstersystem

(uxv)ew =0 <= u, v, w ligger i samma plan
.

® Detta kan tas som definition av hégersystem (givet att vi vet vad héger-ON-bas betyder).
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Skaldrprodukt

B Exempel

Tillampningar av . i
vektorprodukt En kub kan sdnderlaggas i 6 lika

tetraedrar. Detsamma galler for en
parallellepiped! S& volymen av en
tetraeder med kantvektorer @, v, w ar

Trippelprodukt

1
= UuXxXv) wl|.
Sl v) -]
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Jan Snellman Lét
J 1 1 2
u=e|l|, v=e|-1|, wW=¢e|[3
TEKNISKA HOGSKOLAN 1 1 4

LINKOPINGS UNIVERSITET

Da &r volymen av tetraedern med kantvektorer U, v, w lika med
Skaldrprodukt

Vektorprodukt 1 1 2 2
Tillampningar av 6 [(@x¥)-wl| = 6 e| 0| -e|3|=2/3
vektorprodukt -2 4

Trippelprodukt

0.¢
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Skaldrprodukt
Vektorprodukt

Tillampningar av
vektorprodukt

Trippelprodukt

Lat a vara en reell parameter och I3t

1
u,=e |1
a
1
Va==¢e| a
1
a
wa=¢e|1l
1

Vad &r volymen av parallellepipeden som u,, V,, W, spanner upp, och nar utgor de tre
vektorerna, i denna ordning, ett hégersystem?
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- Vi far att
TEKNISKA HOGSKOLAN WaXVa=(—a>+1,a—1a—1)
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Skalarprodukt och att trippelprodukten blir

Vektorprodukt (Wa X ¥a) - Wa = —(a2—1)a+2a—2=—(a+2)(a—1)?
Tillampningar av

vektorprodukt Volymen &r beloppet av detta, och uttrycket &r positivt (och systemet hdger) da a < —2.
Trippelprodukt 15
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