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Matris (af lat. matriz, moder), tekn., bokir.,
i allminhet hvarje férdjupad form fiér Astadkom-
mande af gjutna, pressade, priglade m. fl. slags
arbeten. I stilgjuteriet utgires denna form af en
kopparbit med delvis polerad yta, hvari den
graverade stilstimpeln (patrisen, af lat. pa’ler,
fader) inslds ett stycke frin ena 4ndan. I matrisen
fas bokstafsbilden silunda fordjupad och riittviind.
Matriser kunna billigare erhillas genom galvano-
plastisk fillning ofver vanliga trycktyper, och till
stirre stilsorter &stadkommas de vanligen si. Se
vidare Galvanoteknik, sp. 676—677, K1i-
ché och Stere.uep,‘rpi:
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Definitioner
Matrisoperationer
Blockmatriser
Elementdra matriser

Linjara
ekvationssystem

Invers

Definition 3.2.1. Lat r och k vara heltal > 1. En rxk-matris bestar av r - k stycken

element, ordnade i ett rektangulért schema enligt nedan:

@i @iy oo @iy
Qg1 Ay ... Qg
Ol @55 oo W

Matriselementen &r alltsa ordnade i r stycken rader och k stycken kolonner.

Definition av matris
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Matrisoperationer
Blockmatriser
Elementdra matriser

Linjara
ekvationssystem

Invers

. Vi infér beteckningen (a;;)

. rxk kallas matrisens format eller typ.

. Ett element i matrisen betecknas med a,; dér i anger i vilken rad och j i vilken kolonn

elementet star.

. Matriser betecknas i formler och riknelagar med stora latinska bokstéver: A, B, ...

som ett mer kompakt skrivsiitt for matrisen i definitionen

rxk
ovan.
. En 1xk-matris (ay; ajy ... ay, ) kallas radmatris.
Zi
. ay .
. En rx1-matris 2L | kallas kolonnmatris.
@i

. En rxr-matris, d vs en matris med lika manga rader som kolonner, kallas kvadratisk.

. Elementen aq;,ay,,... utgér matrisens huvuddiagonal och en kvadratisk matris kallas

diagonal om alla element som inte star pa huvuddiagonalen &r 0 , dvs en matris av
nedanstaende typ ér diagonal

a; 0 0
0 ag 0
0 0 a,
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Matrisoperationer
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Invers

A ar en 2x3-matris, dvs har typ 2 x 3

A= (a,-j)2><3 med ail = 1, aip = 2, ai3z = 3, agx] =4, axp =5, ax3 = 7/2.

Vi kan skriva a; > for tydlighets skull om vi vill

Vi bérjar indexeringen frén 1, men i vissa sammanhang (datavetenskap) ar det vanligt att

indexera fran 0.

A best3r av tva rader, vilka &r radmatriser: A;. = (1 2 3) samt Ay . = (4

A bestar av tre kolonner (kolumner): A.; = (

Matrisen bestdende av de tva férsta kolonnerna i A ar kvadratisk: Ay . = (

Detta ar en diagonalmatris:

N

0

o

o o1 O

~N © ©

1
4

) och A.)z = (i) och A.)3 =

1
4

(

5 7/2)

3

7/2

2
5

)

)
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TATA24 Linjér Algebra, Fé 5 Addition och skalning

Definition 3.2.2. (a) Likhet: Lat A = (a;;) , och B = (b’ij)rxk' Vi séiger att A =B

X
om
LINKOPINGS UNIVERSITET a; =by; foralla di,j: 1<i<nr 1<j<k,
dvs tva matriser dr lika om de har samma format och elementen &r lika position for
Definitioner position.
Rlatisoperationst (b) Addition: Lat A = (aij)”k och B = (b”)”)C vara tva matriser av samma format,

Matrismultiplikation

~ rxk. Summan av A och B definieras som
Rékneregler

Identitetsmatris
T . a1 +byy app by . ay, +by
ranspona
o A4 B b - Qg1 + by a9y +byy ... a9 + by
Blockmatriser = (aiJ + U)rxk - o g g f
Elementdra matriser G +bq a+by .. ay by
Linjdra d vs matrisernas element adderas position fér position.

ekvationssystem

Multiplikation med reellt tal: Lat A = (a;;) . och A € R. Produkten av A och

Invers ( 5 X
A definieras som

Aay; Aagy ... Aagy,

Aagy  Adgy ... Aagy
M = ()\(L,;j)rxk = . : )

Aty Ay o Aayy

dvs samtliga matriselement multipliceras med talet \.
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10 20 30 1-3 242 3- 4
10“‘(40 50 35)’ A+B_(4 4 546 7/2+1) ( 11 9/2)

—B:(—l)B:<3 -2 3)’ A B A4 (—B) = <£11 3 2-— 3+3

++
l\)

4 -6 -11 4 5-6 7/2—11)_

0 6
8§ -1 -—15/2

N
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Definition
Matrismultiplikation Lat A = (ajj)rxm vara en r X m-matris och 1at B = (bjj)mxk vara en m X k-matris. Da &r
(R matrisprodukten C = AB definierad som en r X k-matris C = (cjj);xx med elementet i rad i,
kolonn j givet av

Identitetsmatris
Transponat

m
cj =Y aiebej=ajby+ aiphy + -+ aimbm;
=1

Om antalet kolonner i A (radernas langd i A) inte sammanfaller med antalet rader i B
(kolonnernas ldngd i B) sa &r produkten AB inte definierad.
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Invers

radmatris x kolonnmatris

Om A &r en radmatris, B en kolonnmatris, och langden av raden i A ar lika med langden av
kolonnen i B, s3 ar produkten AB definierad, och resultatet &r en 1 X 1-matris (ofta identifierad
med en skalir).

M.a.o sd ar produkten av en 1 X n-matris med en n X 1-matris given av

b1
b1

(a1 a2 -+ an) = (au1h11 + a12b21 + . .. a1nbn1)

bn1
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Invers

Allmann matrisprodukt

For en produkt mellan A = (aj),xm och B = (bjj)mxk sa valjer vi, pa alla mgjliga sitt, en rad
fran A och en kolonn fran B, multiplicerar ihop dem, och placerar resultatet i motsvarande rad

och kolonn i C.

b1 bz bis
(811 ap a3 814) b1 b b3 _(Cu c12 C13>
a1 ax a3 ax) | ba bx b | \ca 2 o3
bs1  bax  bas

Elementet i rad 1, kolonn 2 i AB, ci2, ar produkten av rad 1 fran A, och kolonn 2 fran B,
b12
b
ci2=(an a;x a3z aw) b | = (a11b12 + ar2b + ar3bsz + a14ba2)
bgo

Vi identifierar den erhallna 1x1-matrisen med en skaldr och petar in den i rad 1, kolonn 2.
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Matrisoperationer
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Invers

radmatris ggr allmdnn matris

For en produkt mellan en radmatris A = (ayj)ixm och B = (bjj)mxk sa& multiplicerar vi raden, i
tur och ordning, med kolonnerna i B. De resulterande skaldrerna placeras i en rad, s resultatet

blir en radmatris.

(a1 a2

Har ar

C11
€12

c13

ai3

b1 b1z b3
by1 by bos

a14) by b b =(ci1 c2 as)
by1  bsx  bu3

a11b11 + aabp1 + a13b31 + a1abay
a1 b1z + arob2z + aiz3bzz + aiabgz
ai1biz + arobo3 + aizbzz + aiabgs
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For en produkt mellan en r x m-matris A = (aj;)rxm och en kolonnmatris B = (bj1)mx1 sa

Allmdnn matris ggr kolonnmatris

multiplicerar vi varje rad i A med den enda kolonnen i B. Ett alternativt synsatt ar att vi bildar en
linjarkombination av kolonnerna i A.

(

ail
a1

a2
a2

ai3
a3

a4
azy

)

b1
b1
b31
by1

- (311 b11 + a12b21 + a13bar + a141341)

az1b11 + axbo1 + ax3bz1 + azabay

b1 (a

1
a2

e e ()
1 a2 a3

ais4
az

)
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Allmann produkt, igen

Vi studerar anyo en produkt mellan en r x m-matris A = (aj)rxm och en m X k-matris

B = (bj)mxk-

Vi kan multiplicera A med varje kolonn i B, en i taget, och sedan stapla de resulterande k

kolonnerna efter varandra:

bi1 b1z

(311 a a3 314) b1 b
a1 ax a3 ax b31 b3
bs1  bao

(811 b11 + a12bp1 + a13b31 + aiabay

a21b11 + azabp1 + ap3b3y + axabay

med U, V 2 X 1-kolonnmatriser med

U=bn (Zz) + b21 (:

V = b (21) + b2 (2

a11b12 + a1obp2 + a13bzs + 314b42) (U V)
a21b12 + a2aboo + ap3b3z + azaban

2 ai3 ai4
+ b + b,

2 ai3 ais4
+ b + b,

2) %2 (323) 2 <324)
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Sats 3.2.9. Riiknelagar for matriser

(a) Ldt A, B,C vara matriser av samma format. Fér addition mellan matriser gdiller

1. A+B=B+A (Kommutativ lag)
2. (A+B)+C=A+(B+C) (Associativ lag)

3. Det finns en matris av varje typ rxk som kallas nollmatrisen och tecknas 0
sadan att for alla rxk-matriser A gdller

A+0=A4A (Neutralt element)
4. Till varje rxk-matris A finns en rxk-matris A’ sidan att
A+A' =0 (Additiv invers)

(b) For multiplikation med reella tal gdller

1. 1.A=A (Neutralt tal)
2. ApA) = (Ap)A (Associativ lag)
3. A+ p)A=XA+pA (Distributiv lag)
4. MA+B)=MA+AB (Distributiv lag)

for alla matriser A och B av samma format och A, jn € R.

(c) For multiplikation gdller

1. (AB)C = A(BC) -
(Associativa lagar)

2, (A)B = A(AB) = \(AB)

3. A(B+C)=AB+ AC (Distributiva lagar)

4 (B+C)A=BA+CA

for alla X € R och alla matriser A, B och C fir vilka respektive operationer dr
definierade.
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Vi har att A+ B = B + A, men inte nédvandigtvis att AB = BA.

® Om A har format n X m och B format m X k, med n # k, s ar AB definierat, och har
format n x k, medan BA inte ar definierat.

® Aven om bide AB och BA ir definierade s3 behdver inte AB vara lika med BA. Till exempel
sa

GG =G0 )G 2)GE)
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Definition
For varje positivt heltal n betecknar vi med /I, den n X n-dagonalmatris som har ettor pa
diagonalen. Om dimensionen &r klar fran sammanhanget sa skriver vi enbart /.

L o0 o 1 0 0 0
01 0 0

B=(0 1 0),=|0 o |
0 01 0 0 0 1

Sats

L3t A vara en m X k-matris. D3 dr Al, = ImA = A.

1 0 O 2 3 5 7 2 3 5 7 2 3 5 7 (1) 2 g 8
0 1 0 -2 2 6 1|=-2 2 6 1|=(-2 2 6 1 00 1 0
0 0 1 0 5 5 6 0 5 5 6 0 5 5 6 0 0 0 1
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Om B &r en n X n-matris s3 att AB = BA = A for alla n X n-matriser, s 4r B = I,.

Speciellt s IB=Bl =1, men IB= B, s3d B=1. (]
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Definition 3.2.10. Lat A = (aij)rxlc vara en rxk-matris. kx7-matrisen A’ = (agi)er

kallas transponatet av A och definieras ur A genom att

afj=aj forallaij: 1<i<r, 1<j<k

Sats 3.2.13. Riknelagar for transponering For alla matriser A och B, sadana att
operationerna nedan dr definierade, gdller:

(a) (A+B)'=A'+ B!

(b) (AA)' =X (A") for alla reella tal A
(©) (4) =4

(d) (AB)! = BtA?
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by1
(311 ap a3 314) ba1
a1 ax a3  ax) | ba
bs1

med
bi2
(793
b3
bso

c2=(ann a2 a3 au)

A andra sidan s& ar

b1y b1 b1 bam
b1 by b3 b
bis b3 b3z bas

med
ail
ar
bzx  bg2
) a13
E

do1 = (b1 b2

b1o
bao
bsp
bg>

= an1 b1z + a12boo + a13b32 + a1abaz.

ail
ai2
ai3
aia

= bipan1 + bppaiz + b3pa13 + bapais = ci2

b3
b3
bs3
by3

X

C11
1

C12
€22

dx»
ds2

c13
€23

)
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Blockmatriser

Blockmatriser

® Vi borjar med en 3 X 2-matris A = och en 3 X 4-matris

o1 W =
S AN

7 8 9 10
B = 11 12 13 14
15 16 17 18
® Eftersom radantalet (kolonnlingderna) Sverensstammer s kan vi bilda en ny blockmatris
med A, B som block genom att placera A, B bredvid varandra (gér ej att placera dem
ovanfdr varandra) enligt

1 2 7 8 9 10

11 12 13 14
15 16 17 18

(@)
Il
>
&
o w
o s

1 2|7 8 9 101 2
D= (A B A 3 4|11 12 13 14|3 4
5 6|15 16 17 18 |5 6
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Blockmatriser

Vi kan dven stapla pd hojden, s3 langde sonderlaggningen ar kompatibel; vi kan bilda

enbart om

med ratt langder, sd att resultat blir

Vi kan tex bilda blockmatrisen

D

&)\

E=E

(A

B | AY

e )

E Es

(Al B | AN

kEl ‘ =5 ‘ E3 )
1 2 7 8 9 10 1 2
3 4(11 12 13 14 3 4
5 6|15 16 17 18 5 6
4 3119 20 21 22|14 3
2 623 24 25 26|22 6
4 3127 28 29 30| 47 3
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Blockmatriser

® Blockindelningen respekteras av matrisoperationer; vi kan berdkna

1 2(2 3 5 6 6 7
A1 A Bii B\ 3 4|4 5 7 8 8 9
(A21 A22> (521 322) - 3 4|4 5 7 8 8 9
5 6 ‘ 6 7 9 10 ‘ 10 11

60 68 68

(All Bi1 + A12B>1 A11Bi2 + A12Bz2> _ 116 132 132

A21Bi1 + AnByi  AnBio+AxnBxn/) | 116 132 132

172 196 196

dar t.ex

1 2 5 6 2
/‘\11311-*-/‘\12321:(3 4>(7 8>+(4

76
148
148
220

68
132
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A Definition
Definitioner
En matris som skiljer sig fran identitetsmatrisen i en enda position kallas for en elementarmatris.
Vi betecknar den matris som har virde c i rad i, kolonn j och i dvrigt 6verensstimmer med I,

med E,(i,j,c).

Matrisoperationer
Blockmatriser
Elementédra matriser
Permutationsmatriser

Verkan i ketonner Brempel
Linjara

ekvationssystem

Invers

E3(1)234) = ) E3(2)1»4) = ) E3(2)2)4) =

o o+
o~ b
= O O
o
o+~ o
= O O
o o=
o »~ O
= O O
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Matrisoperationer
Blockmatriser

Elementédra matriser
Permutationsmatriser
Verkan pa kolonner
Linjara
ekvationssystem

Invers

Sats

L3t A vara en r X k-matris.

Effekten av multiplikation med elementdr matris

©® E/(iyj,c)* A, med i #j, 4r den matris man far ndr man adderar c ggr rad A;,. till rad A; ..

® E.(iyi,c)* A &r den matris man fir nir man multiplicerar rad A;. med c.

oo+ O~ OOHR

OO OHO OHSBN

= O o = O o = oo

X11
X21
X31

X11
X21
X31

X11
X21
X31

X12
X22
X32

X12
X22
X32

X12
X22
X32

X13
x23
X33

X13
x23
X33

X13
x23
X33

X14
X24
X34

X14
X24
X34

X14
X24
X34

x11 + 4x01

X21

X31

X11

4x11 + x21

X31
X11 X12
4X21 4X22
X31 X32

X12 + 4x22

X22
X32

X12

4x12 + x22

X13
4X23
X33

X32

X14
4x24

X34

X13 + 4x23
X23
X33

Xx13
4x13 + x23
X33

X14 + 4x24
X24
X34

X14
4x14 + X24
X34

25 /48



TATA24 Linjar Algebra, F6 5

Jan Snellman

TEKNISKA HOGSKOLAN

LINKOPINGS UNIVERSITET

Permutationsmatriser
Verkan pa kolonner

Definition

En matris erhallen fran identitetsmatrisen /, genom att byta plats pa vissa rader kallas for en
permutationsmatris av format n X n.

Alternativt dr en n X n-permutationsmatris en matris med exakt en etta i varje rad och i varje
kolonn, med Gvriga element noll.

Sats

Om P &r en n X n-permutationsmatris och A en n X k-matris sa 4r PA den matris man far nar
man byter rader i A pa samma satt man bytte rader i enhetsmatrisen I, for att fa till P.

0 1 0 1 2 3 4 10 20 30 40
1 0 O 10 20 30 40 | =11 2 3 4
0 0 1 101 201 301 401 101 201 301 401

Vi kommer huvudsakligen att anvdnda oss av foljande speciella permutationsmatriser:
Definition
Lat Pp(i,j) beteckna den permutationsmatris som fatts fran I, genom att byta plats pa rad i och

rad j.

26 /48



TATA24 Linjar Algebra, F6 5 Effekten av multiplikation med elementdr matris fran hoger

Sats

Lat A vara en k X r-matris.

LINKOPINGS UNIVERSITET

® Ax E(i,j,c), med i # j, & den matris man fir nidr man adderar c ggr kolonn A. ; till rad
A

B}

® Ax E.(i,i,c) dr den matris man fir nir man multiplicerar kolonn A.; med c.

© Ax P.(i,j) dr den matris man fir ndr man byter plats pa kolonn A.; och kolonn A. ;.

Permu‘:ationsmatriser _

Verkan pa kolonner

x11 4xi1 + x12 xi3 0 X
= X1 Axa + X2 X3 X
Xx31  4xs1+ X322 X33 X34

X11 X12 X13 X4
Xo1 X2 X23 X4
X31 X322 X33 X34

x11 4x2 x13 Xa
= X1 Axn X3 X4
X311 Ax2 X33 X3

X1 X112 X13 X4
X21 X2 X3 X24
X3l X3 X33 X34

X1 X12 X13 X4
X21 X2 X23  X24
X311 X322 X33 X34

X111 X13 X12  Xi4
= X21 X3 X2 X24
X31 X33 X322 X34

HOOO HPOOO HOOO

OO+ OOOH+H OO0OOR
OH OO OO0 OO
OOFHO OHOO O+HOO
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Koefficientmatris,
hogerledsvektor

Homogena
ekvationssystem

Augmenterad matris,
trappstegsform

Rang

Koefficientmatris, hogerledsvektor

Vi paminner:
Definition

Ett linjart ekvationssystem med k ekvationer, i n variabler, ar pa formen

zl(Xl)-'an) = by

z2()(1)"'>Xn) = b

e (xy.- oy xn) = by
med {; linjarform, d.v.s {;(x1,...,Xn) = aj,1X1 + - - - + aj pXn, oCch b; € R.

Nu infér vi:
Definition

Koefficientmatrisen, variabelvektorn, och hégerledsvektorn till ovanstdende system &r

all a1z to ain
X1 b1
ani a2 o azn
A= X = B —
Xn b
ak1 ai2 o Akn

1
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Elementdra matriser
Linjdra
ekvationssystem

Koefficientmatris,
hogerledsvektor
Homogena
ekvationssystem

Augmenterad matris,
trappstegsform

Rang

Invers

Sats

Det linjéra ekvationssystemet (1) &r ekvivalent med matrisekvationen

AX =B 2)

Om k =2,n= 3 s3 far vi att

X1
ailn a2 a3 (b
x| =
a  axn ax by
X3

a11xi + axe + aizxs = by

ap1x1 + axnxz + axsxz = by
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Definition

Ett linjart ekvationssystem dar hogerledsvektorn bestar av nollor, d.v.s som ser ut som
AX =0 ®3)

kallas homogent

Sats

Lésningsméngden till ett homogent ekvationssystem &r slutet under addition och skalning, d.v.s
om Xi, Xo &r Iésningar till (3) och c € R s3 géller att

A(X1 + X3) :6, A(eX) =0.

Bevis.

Enligt raknelagarna sa

och
A(cX) = c(AX) =c0=0
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Homogen I6sning, partikuldrlosning

Sats

©® Om Xy, Xp ar tva Isningar till AX = B s dr X1 — Xa en I6sning till AX = 0.

® Om X, &r en I6sning till AX = B och Xy, &r en I6sning till AX =0 s§ &r X, + X, en I6sning
till AX = B.

® Om X, ar en I6sning till AX = B sd ar

{X|AX =B} = { X, + Xy|AX, =0}

Beuvis.

O |

(1) A[X]_*X2) =AXi—AX, =B—B=
@ A(X, + X)) = AX, + AX, = B+0 = B.

® Kombinera féregaende.
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Koefficientmatris,
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Homogena
ekvationssystem
Augmenterad matris,
trappstegsform

Rang

Invers

Lt A=(1 1),X= ; ,B=(2),sa

matrisekvationen AX = B ar likvardigt med
ekvationssystemet x + y = 2. En
partikuldrlésning ér x =y = 1.

Det homogena systemet blir x +y = 0, vilket har

I6sningsméangd
—1
{ ¢ ( : ) te ]R}

Det inhomogena systemet har 16sningsmangd

@) e (leer}=1GaD)leen)

-3

-2 =il
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Definition
Den augmenterade matrisen (eller totalmatrisen) hérande till det linjira ekvationssystemet
AX = B ar blockmatrisen (A ‘ B)

Definition
Matriserna M och N &r radekvivalenta om vi kan erhdlla N fran M genom en kedja av
operationer av typen
©® Multiplicera (till vanster) med en elementirmatris
® Multiplicera (till vanster) med en permutationsmatris (det racker att anvénda
permutationsmatriser som byter plats pa tva rader)

Sats

Antag att A, C har samma format. Ekvationssystemen AX = B och CX = D har samma
I6sningsmingd om och endast om de augmenterade matriserna (A | B) och (C
radekvivalenta.

D) ar
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Rang
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Kom ihag:

Definition

En matris dr pa reducerad trappstegsform om

©® Varje nollskiljd rad inleds med ett antal nollor (kan vara inga nollor) féljt av en etta, ett s.k

pivotelement

@ Ovriga element i den kolumn som pivotelementet befinner sig i &r noll.

?

Piokolumrt (1) Mol

QaM-j (.UjL hm

g ek
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Rang

Invers

Sats

©® Varje matris M &r radekvivalent med en unik matris pa reducerad trappstegsform.

® Om M = (A ‘ B) ar den augmenterade matrisen som hér till det linjara
ekvationssystemet AX = B s3 finns det alltsd en unik matris pa reducerad trappstegsform

N = (C ‘ D) och en (inte unik) matris P som &r en produkt av elementira matriser och
permutationsmatriser, sa att PM = N.

© D3 ir (PA)X = PB ett linjart ekvationssystem pa reducerad trappstegsform som r
ekvivalent med AX = B.

0 (PA) =0 &r ett homogent linjart ekvationssystem som &r ekvivalent med AX = 0.

x+y+z=
x—y=20

1 1 1 | 1\ /1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1/2 1/2
1 -1 0 o) " \o —2 -1 —1) " \o 1 1,2 1/2) “\o 1 1,2 1/2

dar den sista matrisen kan skrivas som

@ 6 R)G DG A s |

1
Till ekvationssystemet { hér den augmenterade matrisen
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Definition
En matris M har rank r om dess reducerade trappstegsform N har r pivotelement, eller m.a.o om
N har r nollskiljda rader.

Sats

Lat N = (A ‘ B) vara den augmenterade matrisen som hért till det linjira ekvationsssytemet
AX = B, dir A har format m X n, d.v.s det linjdra ekvationssystemet har n variabler och m
ekvationer. L4t r = rank(A).

©® AX =0 &r alltid I6sbart; det &r unikt I6sbart omm r = n.
® AX = B ir olésbart omm r < rang(N).
© AX = B &r unikt I6sbart omm r = rang(N) = n.

0 AX = B har oandligt mianga Iésningar omm r = rang(N) < n. | detta fall s4 beror den
allmédnna Iésningen pd n — r parametrar.
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Vi studerar
AX =0, AX=B;, AX=0B
1 2 3 4 3
5 6 7 8 11 LS
med A = , B1 = , B3 = 22 6 . A har reducerad
2 2 2 2 13 47 3
8 10 12 14 17
trappstegsform
1 0 -1 -2
0 1 2 3
0 0 0 0
0 0 0 0

sa den har rank 2. Alltsd har AX = 0 oindligt manga l6sningar, som beror pa 4 —2 =2
parametrar.

Vi kan se att dessa I6sningar ar

1 0
0 1

s 3 +t 5 s,t € R
2 1
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De inhomogena ekvationssystemen har totalmatriser

1 2 3 4] 3 1 0 -1 —2/0
5 6 7 8|11 01 2 3|0

(a4 | B)= 2 2 2 2|13 | lo o0 o 01
8§ 10 12 14 |17 0 0 ol|o
1 2 3 5 1 0 -1 —2]|-3
5 6 7 8| 9 01 2 3| 4

(A | B)= 2 2 2 2| 2|7l oo0o o of| o0
8 10 12 14| 16 00 0 0| O

sa det forsta systemet saknar |6sning, medan det andra systemet har odndligt manga |6sningar,
beroende av tvd parametrar; det &r IGsningarna till det homogena, fast translaterade med en
partikularlésning, tex med

-3

o o &
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Lat A vara en n X n-matris. D3 4r en n X n-matris B inversen till A om

AB =BA =1,

Vi skriver B = AL,
Matrisen A &r inverterbar om den har nigon invers, och singuldr annars.

Matrisinversen dr unik om den existerar.

Antag att

AB; = BIA=1=AB, = BA.
Da ar

Bi1(ABi1) = B1(ABy) = (B1A)B1) = (B1A)By) = IB1=1B; = Bi1 =5
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Definitioner
Matrisoperationer
Blockmatriser
Elementdra matriser
Linjara
ekvationssystem
Invers

Definition av matrisinvers
Inverser av diagonala,
2x2, elementédra matriser
Berdkning av invers via
radelimination
Matrisinvers och linjara
ekvationssystem

Sats
OmAB=1s3BA=1dvs B=A1. OmBA=1|s5AB=1dvs B=A"1,

Bevis.

Vi vantar med beviset tills vi introducerat determinanter. O

Detta giller ej for oandliga matriser:

=

o

o
o
=
o

har BA = men

0 0 0 0 0 0
1 0 0 g L g 0 1 0
AB=1 0 1 0 =10 0 1
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Definition av matrisinvers
Inverser av diagonala,
2x2, elementédra matriser
Berdkning av invers via
radelimination
Matrisinvers och linjara
ekvationssystem

Sats
ca 0
0 (o))
(1]
0o o0

°(c )

®© Eq(i,j,c)
0 Ex(i,i,c)
© Pali,j)7!

Bevis.

0 -1 a 0 0

0 0o 2 0

Cn o o0 - CL
1

d —b

1
ZM(fc a)omadfbc;aéo
l= En(i,j,—c)

L= E,(i,i,1/c) om c #0
Pn(ja i) = Pn(i»j)-

Multipliera ihop och se att ni far identitetsmatrisen!

Inverser av diagonala, 2x2, elementdra matriser

om alla ¢; # 0.
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Definition av matrisinvers
Inverser av diagonala,
2x2, elementédra matriser
Berékning av invers via
radelimination

Matrisinvers och linjara
ekvationssystem

Sats

L3t A vara en n x n-matris. Om A &r radekvivalent med | sa ir (A | 1)~ (I | B) dar
B=A"1

Bevis.
Det foljer att det finns elementéra/radbytesmatriser Gy, ..., Gy s att
GN*-HGQ*G].*A:I,

G1 “kodar” férsta radoperationen, G, den andra, o.s.v. Sitt B = Gy * - - - Gy * Gy, d& har vi att
BA = 1.
Enligt “den obevisade satsen” féljer att B = A—1.

O
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Berikning av invers via
radelimination
Matrisinvers och linjara
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1 0

1 2 . (1 2
OmA_(3 4)sabllr(A | I)_(3 4‘0 1)och

10 1 21 0\ (1 2| 10

-3 1 3 4/0 1) 0o —2|-3 1

1 0 10 1 2]1 0\ (1 2|1 o

o -1 -3 1 3 4/0 1) \o 1|3 -3
1 =2 1 0 1 0 1 21 0\ (1 0|2 1
0 1 o -1 -3 1 3 4/0 1) \o 1| % -1

cn (1 -2 1 0 10\ (-2 1 B
san< 0 1 ) ( 0 _% ) 3 1 ) 7( % _% ) uppfyller att BA = I.
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Matrisinvers och linjara ekvationssystem

Sats 3.6.2. Lat A vara en nxn-matris. Foljande pastaenden dr ekvivalenta:
(a) A dr inverterbar.

(b) Matrisekvationen (ekvationssystemet) AX =Y har entydig losning for alla nx1-
matriser Y.

(¢) Matrisekvationen (ekvationssystemet) AX = 0 har endast den triviala ldsningen,
X =0.

(d) rang A = n.

(e) A dr radekvivalent med enhetsmatrisen.

Vi kollar pa lirobokens bevis fér (a) & (b).
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Bevis: (a) <= (b): Om A har en invers och AX =Y sa ger multiplikation med A~" att

AN AX) =AY
= (ATLA)X = IX = X,

dvs om ekvationen har en 16sning sa ir X = A~'Y den enda méjliga.

Insittning av X = A7'Y ger
AATYY)=(A4a Y =TV =Y,

dvs X = A~'Y r 5sningen.
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Omviint, lat Y7 vara forsta kolonnen i I , Y5 den andra, etc. Lat X1, X5 ..., X, vara
de entydiga losningarna till AX = Y;, AX = Y, respektive AX =Y, och lat B vara
matrisen med X7, Xo,... X, som kolonner. Da fas

10 0
01 .. 0

AB=A| X1 X, .. X, |=| Axy AX, .. AX, |=]| . . 7 [ |=1
00 1

(3.6.1)

dvs AB = I. Foljaktligen dr A inverterbar om vi kan visa att ocksa BA = I.

Om X och Y ér nxk-matriser kan matrisekvationen AX =Y ses som k stycken ekva-
tionssystem AX; = Yq,...,AX = Y}, pa samma sitt som ovan. Da vart och ett av
dessa ér entydigt 1osbart foljer det att matrisekvationen AX = Y é#r entydigt losbar
for alla nxk-matriser Y. Betrakta dédrfor matrisekvationen AX = A. Enligt foregaende

resonemang dr denna entydigt 16sbar och losningen ér forstas X = [. Da insittning av
X = BA ger

A(BA) = (AB)A=1IA=A

dr dven BA en losning. Da X = I var den entydiga losningen foljer det att BA = I.

(b) = (a)
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Lat som tidigare A = ( ) . Vi sdtter

n=(3)n=(2)

och later Xi, X, vara (de unika) I8sningarna till AX; = Yi, AXo = Y2, vilket ger

w=()m=( 1),

1 2
3 4

Da blir

och det galler att
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i ) , H= ( g ) . D3 har ekvationssystemet AX = H, dvs

X1+ 2xp - 3
3x1+4x - 5

den unika Isningen X = A='H, dvs

(2)-=("

NIw N
|
[T
N——
S
W
N———
Il
7N
R
N——
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