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Definition 5.3.8. Lat V vara ett vektorrum och M = {vy,va,...,v,} C V.

Linjarkombination, Lat A1, Ao, ..., \, € R. Da kallas
linjart holje
Linjart (o)beroende AV1 + AoV + ...+ A v,

Baser, dimension . . .
en linjarkombination av M.

z:ﬁ;‘:ﬂmma o Méingden av alla linjirkombinationer av M kallas linjira hiljet av M och betecknas [M]

alternativt [vi,va,...,vy].

Jag kommer att anvinda span(M) = span(vy,...,vq)
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Vi listar nedan nagra enkla fakta och ytterligare begrepp angaende linjirkombinationer

och linjara holjen.

(a)
(b)

Da V ér ett vektorrum géller \yvy + Aova + ... + A\, v, € V.

Lat A € R och lat u, v vara tva linjirkombinationer av M = {vy,va,...,v,}. Da ér dven
u + v och Au linjirkombinationer av M, dvs u+ v, A\u € [vq,Va,...,Vv,] som dirmed &r
ett underrum av V enligt sats 5.3.2.

[M] dr det minsta underrum av V som innehaller vi,vs,...,v,. Det dr minst i den

meningen att om ett annat underrum U innehaller de enskilda elementen vi,vo, ..., v,
sa innehaller U hela [M].

Lat U vara ett underrum av V. Om det finns vi,va, ..., v, € Usa att U = [vi,va,...,v,]
sa siges Vi, Va, ..., Vv, spinna upp eller generera U.

Lat V vara ett vektorrum. Om det finns vi,vo,..., v, € Vsa att V= [vy,va,...,v,] s&

séges V vara dndligt genererat.
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Vektorrummet R* spanns upp av
(1,0,0,0), (,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1).

Lit M = span(,v,w) < R?*, dira = (1,2,3,4), ¥ = (1,0,1,1), W = (2,2,4,5). Ar M hela R*?
Om inte, hur mycket av R* spanner M upp? Kan M spannas upp av firre element?
Vi bildar den augmenterade matrisen med vektorerna ovan som radvektorer, och eliminierar tills vi
far en trappstegsform:
1 2 3 4 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1
1 0 1 1|~(f1 2 3 4] ~(0 2 2 3|~|0 2 2 3
2 2 4 5 2 2 4 5 2 2 0 0

o
w
o
o

Detta visar att M kan spdnnas upp av tva vektorer.
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For att se vad vektorerna spanner upp, studerar vi ekvationen

X1
X2
X3
Xa

cu—+ v+ agw =

och undersdker om det finns villkor pa hogerledsvektorn for att den skall kunna uttryckas som en
linjarkombination av u, v, w.

1 1 2 x 1 1 2 x1 11 2 x1
2 0 2 x| |0 2 -2 —2q+4+x| |0 1 1 x1— 3x

3 1 4 x3 0 —2 —2 -—-3x3+x3 0 0 0 —x3—x+x3
4 1 5 x4 0 3 -3 —4x1+xg 0 0 0 —x1—32x3+x

Vi ser att for att (x1,x2, X3, xa) skall ligga i span(M) s& maste
3
—Xx1— X2 +x3=0=—x1 — §X3+X4

Sa span(M) ir inte hela R*.
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Definition
Lat V vara ett vektorrum och It uy,--- ,u,n € V.

i () e ©® Beroendeekvationen for uy,--- ,Un ar

aui+:--+cmim =0, ¢eER (1)
@® Loésningsrummet till (1) & rummet av linjdra beroenden mellan @y, - -+ ,Wm. Vi betraktar
detta som ett delrum till R™ genom att infora tuppeln € = (c1, ..., cm).

® Om rummet av linjira beroenden ir trivialt, dvs enda ldsningen till (1) &r
c1=¢c =---=cm=0, sa sigs vektorerna 1y, --- ,uy vara linjirt oberoende.

0 Om I8sningsrummet innehaller nollskiljda tuppler, dvs om (1) har icke-triviala I18sningar, sa &r
varje sidan ett linjirt beroende (eller samband) mellan vektorerna @y, - -« ,Um, vilka da &r
linjart beroende.
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Tag samma 1, ¥, w som tidigare och stall upp beroendeekvationen

0
_ _ _ 0
ciu+ @V + W = 0
0
Vi eliminiear:
1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 0 1 O
2 0 2 0 |0 -2 =2 0 |01 1 0 (01 1 0
3 1 4 0 0o -2 -2 0 0 0 0 O 0 0 0 O
4 1 5 0 0 -3 -3 0 0 0 0 O 0 0 0 O
Det finns oandligt manga l6sningar; vi satter c3 = t, ¢ = —t, ¢; = t. Om vi till exempel tar t =1
sd har vi c3 =1, ¢ = —1, ¢; =1 sa far vi det linjara beroendet

1a—1v+1w =0

som tex later oss |6sa ut

]
I
<l
|
4l

Mazngden {1, v, W} &r linjart beroende.
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Lemma
L3t V vara ett vektorrum och lat uy,--- ,um € V.
o Om
uj € span(uy, ..., Wj_1,Uj{1y...,Udm)
s3 druy,--- ,Um linjdrt beroende.

® Omviant, om 1y, - - , Uy, ar linjart beroende, sa géiller fér nagot j att

uj € span(uy,... YW1, Wjt1,y .- s0m)

Beuvis.
® Om
W =aty +- -+ ¢Galj 1+ Guljp+ -+ Cnlm
sa _
aly + -+ Galj1 — U + Galjyr + -+ - + Gy =0
® Om
m
> iy =0,
k=1
och nagot ¢; # 0, sa
_ 1 —
u; = 770 Z Crly
J1<k<m

k#j
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Med @ = (1,2,3,4), v = (1,0,1,1), W = (2,2,4,5) sa sig vi att
u—v+w=0.

| detta fall kan vilken som helst av vektorerna (bara en dock) strykas utan att det linjdra hdljet
krymper.

Om 1 =(1,1,0,0), ¥ = (1,1,1,1), W = (2,2,2,2) s3 har vi den enda (upp till skalning) linjira
relationen
X —w=0

s& vi kan stryka antingen ¥ eller W, men inte &, om span(u, v, w) skall férbli oférandrad.
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® Mangden {0} &r alltid linjart beroende, eftersom 10 = 0. Mer allmint s3 &r varje mingd som
innehaller 0 linjart beroende.

® Mingden {@, v} ar linjirt beroende om och endast om @ och ¥ &r parallella.

® Tre vektorer ar linjart beroende om och endast om de ligger i nagot plan:
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® Liroboken kallar uj sa att

uj € span(Ug, ..., Wj_1,Uj41y...yUm)

for “lojligt element”. Det finns nastan alltid flera. Om vi tar

SAEREN:

sa har vi ett linjart beroende U3 = 21U, involverande endast de tva sista vektorerna. Saval u,
som U3 kan viljas som “Igjligt element” och strykas fran {u1, Wy, U3} utan att det linjara
héljet minskar. Dock kan inte bada strykas! Vektorn 11; &r inte beroende av de 6vriga och
kan inte strykas utan att det linjdra héljet krymper.
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Vi illustrerar hur Gausseliminering kan anviandas foér att underscka

® Linjart holje

® Linjart beroende

® Minimal uppspdannande méangd.

Satt

= )
u27(3 4,5,6,7)
= )
( )

=

2,3,4,5,6

4,5,6,7,8
56,789

och |&t M = span(uj, up, U3, us). Vi kan som tidiare berdkna en minimal uppspannande mangd
for M genom att sitta in vektorerna som rader i en matris och sedan eliminera:

g~ WN

[)IE, I~ OV ]

~N o o b

0 ~NOoO O

6 1 0 -1 -2 -3
7 01 2 3 4
8] | oo o o0 o
9 00 0 0 O
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Vi kan i en och samma berdkning hitta linjara beroenden, I6jliga element, och ange en
uppspannande mangd som ar en delmangd till den ursprungliga uppspannande mangden.
Dessutom s3 far vi ut ett antal linjira villkor som skir ut M som ett delrum till R>.

For att uppna detta s3 |ater vi A vara matrisen vars kolonner ir vektorerna, och sedan |8ser vi
samtidigt AX =0 och AX = H dar H ar en generisk hogerledsvektor.

2
3
| vart fall s& augmenterar vi 4
5
6
2 3 4 5 0 xo
3 45 6 0 x
4 5 6 7 0 x
5 6 7 8 0 x3
6 7 8 9 0 xs

3

~o o s

4

0 ~N O G

© 00 ~N o O

O O O O

och far

0o -1 -2 0 —4x0 + 3x1
1 2 3 0 3xg — 2x1
0 0 0 O X0 — 2x1 + X2
0 0 0 0 2x9—3x1+x3
0 0 0 0 3x9—4x1+x4

14 /37



TATA24 Linjar Algebra, F6 7-8
J Forst begrénsar vi oss till beroendeekvationen AX = 0, vars I6sningar (vi kallar variablerna fér
o, €1, €2, c3, bli inte férvirrad!) vi utliser fran

TEKNISKA HOGSKOLAN
1 0 -1 -2 0
Linjarkombination, 0 1 2 3.0
linjart holje 0 O 0 0 0
Linjart (o)beroende 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Baser, dimension

Direkt summa av Vi far att
vektorrum

607C27C3=0
c1+2c+3c3=0

sd vi sitter co =r, c3=s, cg=r+s, cg = —2r —3s.
Genom att I6sa r +s =1,—2r —3s = 0 och fa det till r = 3,s = —2 ser vi att vi har
1a; + 0up + 3u3 — 21y =0

@ = —3u3 + 2u4 € span(us,Us).
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Pa liknande satt far vi genom att ta r = 1,5 = —1 att

Ouy + 1lup + 1luz — 1ug = 0

Up = —u3 + Uy € span(ug, ug).

Vi kan alltsa stryka de “I6jliga elementen” 13, och far den minimala uppspannande mangden
{ﬁ3)ﬁ4} .

(Vi kan vara helt sikra p3 att det inte gar att stryka ndgot mer eftersom {usz, us} ar linjart
oberoende eftersom 3 och s inte dr parallella.)
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Slutligen sa tittar vi pa ekvationen AX = H:

1 0 -1 =2 —4x0 + 3x1
Linjarkombination, 0 1 2 3 3xp — 2x1
linjart holje 0 0 0 0 X0 — 2x1 + x2
Linjart (o)beroende 0 0 0 0 2xp—3x1+x3
Baser, dimension 0 0 0 0 3xo—4x1+x
Direkt summa av och observerar att vi har tre ekvationer med noll-vansterled; dessa méste ocksa ha noll i hogerledet

vektorrum for att ekvationssystemet skall vara l6sbart. En vektor (xg,x1, X2, X3, x4) € R® maste alltsa uppfylla

X0 —2x1+x2 =0
2x0 —3x1 +x3 =0

3x0 —4x1 +x4 =0

for att tillhéra M.
Dessa definierande ekvationer ar bra att ha om vi vill snitta det linjara hdljet span(u, up, a3, us)
med n3got annat delrum till R5.
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Bestam linjara holjet till foljande mangder av vektorer, och avgér om de ar linjart oberoende:
(1} {1+x,2—x2,3+x+x2,xz+x} C Py

® Matriserna [1 1] 5 |:1 2] 5 |:11 12:|
1 1 1 2 11 12
©® Funktionerna sin(x), cos(x), %sin(x + 711/3)
@ De geometriska vektorerna U, ¥, u X v om u och ¥ inte ar parallella
© De geometriska vektorerna 1 X ¥, U X (U X ¥), (W X @) X ¥, om T och ¥V inte ir parallella
@ Tva olika kantvektorer i en triangel
@ Alla tre kantvektorer i en triangel

® Tre olika kantvektorer i en tetraeder
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Definition

Lat V vara ett vektorrum. En (dndlig) delmdngd M C V sigs vara en bas fér V om
® M ar linjart oberoende,
@® span(M) = V.

Om vi ordnar elementen in M, dvs anger vilket som &r forsta element osv, dvs skriver

M = {¥1,...,%Vn}, sa far vi en ordnad bas. | detta fall skriver vi ocksd M = (Vl
ange att M skall ses som en generaliserad radmatris.

vn) for att

Liroboken anvinder [¥1,...,V,] fér det linjira héljet.
Sats
Om M = [V1,...,%Vn] dr en ordnad bas till V ochu € V s3 finns det unikt bestimda koordinater

forw m.a.p. c1,...,¢n € R s3 att

u=cvVy+- -+ caVn.
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Baser, dimension

Beuvis.

Eftersom span(M) = V sd kan U € V skrivas som ndgon linjirkombination

Vi vill visa att det dr det enda sittet, s anta att det vi har en annan linjarkombination

T=c1V1 + -+ ca¥n.

uU=d1vy+ -+ dyvp.

Genom att subtrahera far vi

0=T—T=aVi+ -+ cVn— (diT1+ -+ di¥s) = (1 — d1)¥1 + - - (cn — dn)Va

Eftersom M Zr linjart oberoende s3 finns det endast triviala beroenden mellan elementen in M, s3

d.v.s. den

ca—dy=---=cp—dn =0,

“nya” linjairkombinationen var i sjidlva verket identisk med den ursrpungliga.
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Definition

Lat M = (Vl V,,) vara en ordnad bas fér vektorrummet V/, och Idt u € V. Skriv
u=x1V1+ -+ XnVp.

Da &r xi,...,xn koordinaterna for @ m.a.p M. Vi samlar ihop koordinaterna i en koordinatvektor

X1
X =
Xn
och kan kortfattat skriva
X1
T=MX=(F1 ... ) |!|=xT1+ " +xTn
Xn
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En poiang med en ordnad bas e till V ar att varje vektor n € V kan identifieras med sin
koordinatvektor X € R". | R” kan vi rakna fritt och obehindrat!
Som ett exempel, tag polynomen

f(x) =x>—3x+5, g(x)=2x>+x+3.

Ar nigon linjirkombination av dessa ett konstant polynom?

1 2
Vi infér den ordnade basen e = [x2, x, 1] for P,. Koordinatvektorerna blir [—3|, [1|, och vi
5 3

bérjar med att plocka fram ett villkor for att ett allmént polynom ax® + bx + ¢, med
koordinatvektor (a, b, c), skall ligga i det linjara héljet spannt av dessa.

1 2 a 1 2 a 1 2 a
-3 1 b|~|0 7 3a+b |~ [0 7 3a+b
5 3 ¢ 0 —7 —ba+c 0 0 —2a+b+c

S& (a, b, c) maste uppfylla 2a = b + ¢, men om polynomet skall vara konstant s skall dessutom
a=b =0, vilket ger c = 0. S3 det finns ingen linjdrkombination av f(x) och g(x) som &r ett
(nollskiljt) konstant polynom.
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Sats

Antag att V &r ett vektorrum med en ordnad bas M = (71 ... V,,). Antag vidare att
L ={u1,...,us} med s > n. D3 ar L linjirt beroende.

Bevis.
Vi kallar koordinatvektorn fér &w; m.a.p. M for Y, och bildar matrisen Y vars j:e kolumn &r Y;.
Beroendeekvationen
a4+ Gls =0
Sverfors da till matrisekvationen
YC =0.

Eftersom Y &dr n X ¢ med n < c s& kommer den reducerade trappstegsformen att ha dtminstone
en nollrad, varfér det homogena ekvationssystemet har oidndligt manga I8sningar. Det finns alltsa
(o&nligt m3nga) icke-triviala linjara samband mellan vektorerna uy, ..., Ts. O
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Vi studerar det fyra vektorerna
(2,3,4),(3,4,5), (45,6), (56,7) cR?
Beroendeekvationen
c1(2,3,4) +¢(3,4,5) +c3(4,56) +c4(56,7) =0

blir p& matrisform

2 3 4 5 c 0

3 4 5 6 CQ =10

4 5 6 7 £ 0
C4
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Vi skriver den pa tabldform och eliminerar till trappstegsform:

2 3 4 5 1 0 -1 -2

3 4 5 6 ~ 0 1 2 3

4 5 6 7 0 0 0 0
Den allmanna I6sningen ar

G=r,ca=5,c=—2r—3s,c1=r—+2s

sd om vi tex tar r = s = 1 s3 far vi det icke-triviala sambandet

3 (27 3, 4) + (_5) (3> 4, 5) + (4a 5, 6) + (5) 6, 7) = 0
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Baser, dimension

Sats
Om V &r ett vektorrum och e = (51 E,,) &r en (ordnad) bas till V, s3 har varje annan bas
till V' precis n element.

Beuvis.

Lat f = (Vl .. Vm) vara en bas till V. Om m > n s3 ir enligt féregdende sats {v1,...,Vm}
linjart beroende, en motsagelse.

Om m < n s3 3r pd samma sitt {13,...,T,} linjirt beroende, en motsigelse. O
Definition

Vi kallar antalet element i en bas for vektorrummet V for dess dimension, och betecknar det
dim(V).
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Nagra vanliga vektorrum och deras dimension

dim(R") =n
dim(G2) =2
dim(G3) =3
dim(Matnm,,,) = mn

Lat A vara en 1 x n radmatris, och anta att A # 0. D3 har det linjdra ekvationssystemet
AX = 0 ett I6sningsrum av dimension n — 1.
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Baser, dimension

Sats (Fyll ut)
Antag att dim(V') = n. Antag vidare att M = {uy,...,Um}, med m < n. Sitt U = span(M).
oeuUCYV,
@ dim(U) < m, med likhet omm M linjart oberoende.
®© Vi kan vilja ut dim(U) vektorer frdn M s3 att de bildar en bas (fér U).
0 Om7v € V\ U s3 dim(span(M U {v})) = dim(U) + 1.

@ Det finns r = n— dim(U) vektorer Wi,...,w, € V\ U s3 att MU {w,...,W,} spdnner upp
V/; det dr minsta mgjliga antal.

® Om M ir linjart oberoende s3 finns det r = n — dim(U) vektorer w1,...,w, € V \ U s3 att
M U{w1,...,wW,} bildar en bas fér V.

Bevis.
Se kursboken. O
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Baser, dimension

Lat M = span(u,v,w,a) < R, diru = (2,3,4,5,6), v = (3,4,5,6,7),
w = (4,5,6,7,8),a = (5,6,7,8,9). Vi har sett att beroendekvationerna fér de givna generatorerna
har |8sningen

Chp —C—C3 = 0
c1+2c0+3c3=0
sd vi kan stryka W och @ och far att {u, v} dr en bas for M, s3 dim(M) = 2. L4t oss hitta en bas

for R® som bestar av U, ¥ samt tre vektorer till.
Kom ihag att nar vi satte in alla vektorer som radvektorer och eliminerade s3 fick vi fram

1 0 -1 -2 0 —4x0 + 3x1
0 1 2 3 0 3xp — 2x1
0 0 0 0 O X0 — 2x1 + X2 9
0 O 0 0 0 2x9—3x31+x3
0 0 0 0 0 3x9—4x1+x4

vilket ger att
M = span(ﬁ, v) = span((1, 0,—2,-2, 0), (0, 1,2,3, 0)).

D3 foljer det omedelbart att vi kan lagga till
(9,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)

utan att linjara beroenden uppstar. 29/37
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Antag att dim(V) = n. Antag vidare att M = {uy,...,u,}. Sdtt U = span(M).

TN
K ® Om M ar linjirt oberoende si &r M en bas (for U).
Eres g e ® Om U =V s3 dr M en bas (fér V).

©® Om M &r linjart beroende s3 4r U C V.
©® Om U C V s3 ar M ar linjart beroende.

@ Lat e vara en ordnad bas for V och lat A vara matrisen vars kolonn nummer j ar
Baser, dimension koordinatvektorn fér Wj m.a.p. e. D3 dr M en bas (fér V) omm A &r inverterbar.

Skiss.

Lite = (El e .- 5,,) vara en ordnad bas fér V/, och 13t A; vara koordinatvektorn for u;
m.a.p. e. Da 6verfors beroendeekvationen till matrisekvationen AC = 0, och en godtycklig vektor
w € V ligger i héljet M omm matrisekvationen AC = H ar l6sbar, dar H &r koordnativektorn for
w. Men eftersom A &r n X n s3 ar féljande likvadiga:

® AC =0 har bara |6sningen C =0
® AC = H har nagon lésning for alla H
® AC = H har en unik Iésning for alla H

O A ar inverterbar
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Linjart (o)beroende
Baser, dimension

Direkt summa av
vektorrum

Ar
1
f(X):1+X+2X2:(1 X x2) 1
2
2
g(X)=2—X+3X2=(1 x x2) [ -1
3
3
h(x):3—x—4X2:(1 X x2) -1
—4

en bas for P»? Vi stéller upp beroendeekvationen och radeliminerar koefficientmatrisen:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 -1 -1|~(0 -3 —-4|~(0 1 10
2 3 -4 0 -1 -10 0 0 26

Vi ser att beroendeekvationen endast har trivialia I16sningar, sa de tre polynomen utgdr en bas.
Gor pa féreldsningen: skriv 5x3 — 7x 4 3 som linjarkombination, dvs hitta dess koordinater map
basen (1 X x2) .
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< Definition

TEKNISKA HOGSKOLAN Lat V vara ett vektorrum, och Iat Uj, U, vara tva delrum till V s3dana att Uy N U = {6}

funerimes suivRsE Vi definierar den direkta summan

U U ={m+u €lU,mw e l}

Direkt summa av

vektorrum ® Planet ar den direkta summan av tva icke-parallella linjer genom orig.

® My, ar den direkta summan av delrummet av diagonalmatriser och delrummet av matriser
med nollor pa diagonalen.

® M, ar den direkta summan av delrummet av Svertrianguldra matriser och delrummet av
strikt undertrianguldra matriser.

© My, 2, kan skrivas som
UaV)ie(WaY)

dar
U:{A:(a,J),I 1 € Mo, a,J:Oomr>neI|erJ>n}
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e @ L3t V = RR och definiera U; som delrummet av funktioner som férsvinner pa 5, och U; som
TEKNISKA HOGSKOLAN . . . . i
LINKOPINGS UNIVERSITET delrummet av funktioner som férsvinner pa 7. D3 ar U; N Uy delrummet av funktioner som
forsvinner pa bade 5 och 7, och inte trivialt, sa vi kan inte bilda U; @ U,. Vi kan bilda

Ur + Uz = { h(x)| h(x) = f(x) + g(x), f(5) =0, g(7) =0}

och det blir hela RR (varfér?) men framstallningen ar inte unik (varfor?).

Direkt summa av @ Tag anyo V = RR och I3t A, B vara tva disjunkta, icketomma delmiangder till R. Sitt
vektorrum

U ={f(x)|f(a) =0fdrallaagA}
Us ={g(x)|g(b) =0 for alla bZ B}

Nu ar Uy N Up = {6} och
Ui ® U, ={f(x)|f(a) =0 férallaa¢g (AUB)}

@ L3t vektorrumet V ha en bas M och partitionera M = M; U M, med My N M, = (). L&t
U; = span(M;), Uy =span(M,). D3 ir V = U; & Us.
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Direkt summa av
vektorrum

Lemma
0 Ui & U, ar ett delrum till V.
® OmU<VochU,U,<Us3iU & U <U.
® Om v € Uy & Uy sa ar framstillningen

v=u+u, u€l,uel

unik.

Bevis.

o Om E,E € U; @ U, sa finns up, vy € Uy och 1p, vy € U sd att a =1y + 1y, E:Vl +v,. D3
har vi att

+b=(W+w)+F1+V2)= (W +7v1)+ (@ +v) € U ® U,

ol

och dessutom har vi for varje ¢ € R att
ca=c(@ +uw)=catcbeec U@ U,

Vi har anvént att U;, Uz ar delrum.
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forts.

® U &r slutet under addition och skalning.

© Antag att
V=U1+U =V +V u,vi€Ul,uwvel
Da ar
Direkt summa av 0=v—-v=u +Uu— (V1 +V2) = (W@ — V1) + (w2 — ¥2)
vektorrum ..
Alltsa ar

u; — vy =—ux+vo

Men VL € U; och HL € Up, 58 VL, HL € Uy N U, = {0}, s8 VL =HL =0, s& 1, =7 och
Uy = Vo.

O
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Direkt summa av
vektorrum

Sats 5.4.26. (Multi-Plus-satsen) Lat Uy, dimU; = k och Uy, dimUs = m wara
underrum av ett vektorrum V och antag att Uy N Uy = {0}. Da dr

dim ([Ul @Ug) =k+m.

Vidare, om eq,...,e,, dr en bas i Uy och fy,..., £, dr en bas i Uy sa dr
el,...,en,f1,...,.f, en bas i Uy & Us.

Bevis.

Se kursboken.

Sats
Lst Up <V med dim(U;) = k, dim(V) = n, k < n. D3 finns det (odndligt manga olika) U, < V,
dim(U;) =n—k, sd att V = U; & Us.

Beuvis.

Vilja bas {e1,...,ex} for Uy, fyll ut till bas for hela V. Lat U, vara det linjira hdljet av
utfyllnadsbasvektorerna.
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Linjart (o)beroende
Baser, dimension

Direkt summa av
vektorrum

Lat TT vara planet med ekvation x +y + z = 0.
D3 &r TT ett delrum till G3. Som bas kan vi ta

1 0
f=k(-1|,e| 1 ]I
0 -1
_ a
Lat nu h =e | b | vara vilken vektor som helst
c

som inte ligger i planet, dvs sa att a+ b+ ¢ # 0.
Da ar = { CE|C S R} ett ett-dimensionellt

delrum till G3, och har forstas {E} som bas, och
Maet=a3.

Det &r klart att h (och linjen £) kan viljas pa
allehanda satt.
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