TATA24 Linjar Algebra, F6 9
Jan Snellman
TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKSPINGS UNIVERSITET

TATA24 Linjar Algebra, Fo 9

Inre produktrum, ortogonal projektion, ortogonalt komplement

Jan Snellman?

L Matematiska Institutionen
Linképings Universitet

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKOPINGS UNIVERSITET

Linkoping, HT 2022

Detta dokument aterfinns pa kurshemsidan http://courses.mai.liu.se/GU/TATA24/

1/47



@ Motivering av Inre produkt
Repetition av skaldrprodukt i rummet
Varfér inféra en inre produkt?

Polarisering
Pythagoras, Cauchy-Schwarz,
Triangelolikheten

Ortogonalt komplement

Ortogonal projektion

Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod
Genvigar i R3

2/41



@ Motivering av Inre produkt
Repetition av skaldrprodukt i rummet
Varfér inféra en inre produkt?

@ Definition av inre produkt

2/41



@ Motivering av Inre produkt
Repetition av skaldrprodukt i rummet
Varfér inféra en inre produkt?

@ Definition av inre produkt

© Inre produkter pad R”

2/41



TATA24 Linjar Algebra, F6 9
Jan Snellman

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKGPINGS UNIVERSITET

@ Motivering av Inre produkt
Repetition av skalarprodukt i rummet
Varfér inféra en inre produkt?

@ Definition av inre produkt

© Inre produkter pad R”

O Inre produkter pa andra vektorrum

Oversikt av dagens foreldsning:

2/41



TATA24 Linjar Algebra, F6 9
Jan Snellman
-~
3¢

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKGPINGS UNIVERSITET

@ Motivering av Inre produkt
Repetition av skalarprodukt i rummet
Varfér inféra en inre produkt?

@ Definition av inre produkt

© Inre produkter pad R”

O Inre produkter pa andra vektorrum

@ Egenskaper for inre produktrum

Oversikt av dagens foreldsning:

Pythagoras, Cauchy-Schwarz,
Triangelolikheten

2/41



TATA24 Linjar Algebra, F6 9
Jan Snellman
AL

-~
K

TEKNISKA HOGSKOLAN

LINKGPINGS UNIVERSITET

@ Motivering av Inre produkt
Repetition av skalarprodukt i rummet
Varfér inféra en inre produkt?

@ Definition av inre produkt

© Inre produkter pad R”

O Inre produkter pa andra vektorrum
@ Egenskaper for inre produktrum

Oversikt av dagens foreldsning:

Polarisering
Pythagoras, Cauchy-Schwarz,
Triangelolikheten
@® ON-baser
Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion
Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod
Genvigar i R3

2/41



/.

® U.-v=v-Uu=|ulll|v| cos(e) ddr ||u|| &r langden av T, ||v|| &r lingden av ¥, och « vinkeln
mellan 1w och ¥.

® Hianger ihop med ortogonalprojektion via

.4

Vg = U

<l

el
el

a i u
Figur 2.18: Ortogonal projektion.
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® Uppfyller réknereglerna

Qu-v=v-u

@ (cu)-v=c(u-v)
Repetition av © (Ui +) V=01 -V+U- 7 _
skaldrprodukt i rummet O u-u > 0, med likhet omm u = 0.

'\)/ra;(fj?:ki';fﬁm M ® Definierar en lingdfunktion via |[@|| = VT - @

® Omvint, given en lingdfunktion (som uppfyller vissa villkor) si fas en skalidrprodukt genom
@+ 1% = =l + I9]* +2(3 - )

® Om e = [€1,€p, €3] 4r en ON-bas fér rummet, s3 har vi formeln

X1 »
e|x2| ce |y2| =X1y1 + X2y2 +X3y3
X3 Y3
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Repetition av
skaldrprodukt i rummet
Varfor inféra en inre
produkt?

Varf6r inféra en inre produkt?

Lat V vara nagot vektorrum. Varfor kan det vara bra att skapa en slags “skalarprodukt” pa V?

Vad kan vi anvdnda en sadan till?
® Om vi kan mata langden av vektorer, s kan vi sdga att de som &r valdigt korta &ar
férsumbara.
® Om vi har ett utvalt underrum U < V, med en bas given av vektorerna €i,...,€,, sa kan vi
genom att ortogonalprojisera ¥ € V pa U fa basta approximationen av ¥ som en
linjarkombination av vektorerna €j,...,€,. Vi far forst skapa en “inre produkt” med
avseende pa vilken vektorerna ej,...,e, utgér en “ortonormal bas".
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Inre produkter pa
andra vektorrum
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ON-baser

Lat V vara vektorrummet av 64 X 64-matriser. Detta vektorrum har en delméngd (inte delrum)
av matriser dar varje element ligger mellan 0 och 1; dessa matriser kan tolkas som graskalebilder:

Lindsay Davenport George W Bush Vin Diesel Surakait Sathirathai

5 1

Billy Crystal Cclm Powell Rubens Barrichello Mary Carey

m(nam Myers Yasser Arafat Dean Barkley

~

Frank Taylor Sheryl Crow
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Subtrahera bort féljande “medelvardesansikte” fran alla bilder, s att de blir centrerade runt origo:
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Vi valjer ut 50 bilder och deklarerar att dessa bildar en ON-bas fér delrummet U av
“normalnunor”. Detta specificerar en “inre produkt”, som vi skall se. Har visas de 15 forsta av de
50 baselementen. Spoklika figurer, inte sant?

eigenface 0 eigenface 1 eigenface 2 eigenface 3

m

eigenface 6 eigenface 7

=

eigenface 10

eigenface 8 eigenface 9

eigenface 12
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Nu ortogonalprojicerar vi kdndisarna fran tidigare pa U och ser hur bra approximationen blir.

Varje kandis ar nu representerad av en koordinatvektor med 50 element, istéllet for 64 X 64 reella

tal. Ar kindisens nuna igenkinnbar?

Lindsay Davenport George W Bush Vin Diesel

Surakait Sathirathai

- - -
—

Colin Powell Rubens Barrichello

|
—

Sarah Price

&

Mary Carey

-

Dean Barkley

Colin Powell
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Varfor infora en inre
produkt?

Varf6r inféra en inre produkt?

® Om du har ett vektorrum V av funktioner, tex kontinuerliga funktioner p3 [0, 1], s§ kan man

man vilja avgéra nar en funktion &r nira noll, dvs man vill har normen ||f|| av en funtion.
Man kan ocksa vara intresserad av att ha en “inre produkt” for att kunna ortogonaliprojicera
pa ett delrum, ungefér som i forra exemplet. Ett vanligt exempel &r att man vill approximera
funktioner med polynom, som &ar enklare att hantera. Man ser da till att vilja en “inre

produkt”, t.e.x.
1

(F(x), gx)) = j Fx)g(x)dx

0
och en (o3ndlig) méngd polynom som bildar en ortonormerad bas for delrummet av
polynom. Sedan fis bista “polynomiella approximationen” av funktionen f(x) genom
ortogonalprojektion!
Man kan ocksa tanka sig att man har en bra bas for ett delrum U < V, och att V redan har
en “inre produkt”, men att den givna basen for U tyvarr inte ar “ortonormal”’ med avseende
pa den “inre produkten”. D& far man tota ihop en ny inre produkt, si att basen blir
ortonormal med avsende pa den nya inre produkten!
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Uppgift pa tavlan: berdkna arean av triangeln T och cirkeln C. Student fotar tavlan med sin
kamera. Tyvarr haller studenten kameran snett, sa nar studenten skriver ut bilden sd &r den
vriden! Studenten hade tinkt sig att méata i bilden, men vad géra nu?

/ —
/ / =7
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Vi ser att triangeln har kantvektorer
1/2 1/2
([ 4], o7

Eftersom f ir den “sneda bilden” av en ortonormerad bas i tavlan, sd kan vi inféra en “sned inre
produkt” pd papperet genom att deklarera att f skall vara en ortonormerad bas! D3 kan arean av
T berdknas som

1‘1/2 1/2

SR

och ellipsen blir sim salabim en cirkel med radie 1/2, s den har area %n. Observera att detta ar i
tavelareaenheter, eller “sneda pappersareaenheter”, men inte i “papperasareaenheter”.
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Definition av inre produkt

Definition
L&t V vara ett vektorrum. En inre produkt (eller generaliserad skaldrprodukt) pd V ir en funktion
VXxV-oR
(0, v) — (dv)
som upfyller raknelagarna
o (ulv) = (viw)
8 (ufv +w) = (ufv) + (uw)
© (ulcv) = c (alv)
0 (i) > 0 med likhet endast for @ = 0.
Paret (V, (+]-)) kallas fér ett inre produktrum eller ett Euklidiskt rum.
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Definition av inre
produkt

Definition

©® Givet en inre produkt p3 vektorrummet V s definieras normen (eller lingden) av en vektor

genom
l[al] =/ (ulw).
@® Vi sager att tva vektorer u, v ar ortogonala om
(ulv) =0
® Vi definierar den ortogonala projektionen av u pad v genom

)
)

O Vi kan ocksa definiera vinkeln o mellan tva vektorer via

<l

q

<l

v =

Sl

5

(@[w) = [[all [[v]] cos(ex),

men i praktiken s ar det inte lika ofta anvant som de tidigare konstruktionerna.
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Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Lat som vanligt R” besta av kolonnmatriser av langd n. Vi visar att

X1 Y1 Y1 n
=G ) | =y
xn/) | \Wn ya) 7
dr en inre produkt. Vi kan skriva produkten som X®Y och “missbrukar notationen” genom att
betrakta 1x1-matriser som reeella tal. Transponatet av en sadan matris ar da matrisen sjalv.
0 YiX = (XtY)t = XY
e X{(Y+Z)=XY +XtZ
® Xi(cY) = c(XtY)
0 X'X =37 ,x?>0, med likhet omm alla x; = 0.

Ovanstaende kallas for standardskaldrprodukten pa R"”. Om inte annat anges sd &r det den som
avses nar man tittar pd R"” som euklidiskt rum.
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Vilka “exotiska” inre produkter kan vi ge pa R?? Fran riknereglerna har vi att

(6D (0O ()+()-
(010 (@0 (O =0

a b
axiy1 + bxiys + boyr + coys = (xi x2) (b c)
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® x1y1 + xoy2 dr OK (vanlig skaldrprod)
® x1y1 + 2xpy» ocksd OK,
® x1y1 + 2x2y2 + 1 ej OK, skalningsregeln gor att (5|ﬁ) =0

® x1y1 — Xx1¥2 — xay1 + xoy2 uppfyller de tre forsta raknereglerna, men satter vi y1 = x1, y2 = x2
far vi
x12 — 2x1X —l—x22 = (x1 — X2)2

vilket 4r > 0 men kan bli noll utan att x; = x, = 0.

17/47



TATA24 Linjar Algebra, F6 9
Jan Snellman
-~
3¢

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKGPINGS UNIVERSITET

Sats
@® Lat B vara en n X n-matris. D3 ar
(X,Y)— X'BY

en inre produkt p4 R" omm B dr symmetrisk och positivt definit, dvs om XtBX > 0 fér alla

. kolumnvektorer X, med likhet endast om X &r nollvektorn.
Inre produkter pa R

® Omvant s3 ges varje inre produkt pa R" av en sadan matris.

® Om A ir en inverterbar n X n-matris s 4r B = A*A symmetrisk och positivt definit, s&
(X, Y) = (AX)*(AY)

ar en inre produkt p3d R".

© Om B ir symmetrisk och positivt definit s§ 4r B = AtA f6r nigon inverterbar A.
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Vi tittar pa R® och viljer

Da ar

E:(1)2a3)4»5)) 62(2)3)4)5»6)-

(@v) =70
(afu) =55
(%) =90

N
oo
w
(6]
=
S
~

w| N
O =
W @
"

o|
o|
o|

w
O
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Inre produkter pa R”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

o WwWOOo

11
0 2
Vi viljer nu en inverterbar matris A = 0 0
0 0
0 0

[vs)

Il

=

>

]
cocorr

1
5
4 13
0
0

och gér samma rakningar fast med den modifierade inre produkten:

At = (3, 10, 21, 36, 25)
= (5, 14, 27, 44, 30)
(u\v]B (Au|Av) = 3056
(u[a) g = (Au|ATd) = 2471
(¥[¥) g = (AVIAV) = 3786
_ 3056 1528 6112 7640
v = <

1893’ 631’ 1893’ 1893’
_ 1163 266 433 68 99
U—Ug=|""552 221’ Ta03’ Ta03

18093° 631’ 1893’

o h~oo0o0O
=)
o
o

0o 0
0 0
9 0
25 16
16 41

@) map. B
631

m.a.p. B
1893’ 631
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Om vi valjer en singuldr matris som tex

. 1 1 0 0 O
HErER o ST 0 2 2 0 0
A= 0 0 3 3 O
Motivering av Inre 0O 0 0 4 O
produkt 0O 0 0 0 O
Definition av inre
produkt och dartill hérande
Inre produkter pa R” 11 0 0 0
. 1 5 4 0 0
Inre produkter pa :
andra vektorrum B=A'A= 0 4 13 9 0
Ee L 0 O 9 25 0
genskaper for inre
produktrum 0 0 0 0 0
ON-baser sa kommer inget att fungera; b ar inte langre positivt definit, s om vi till exempel tar vektorn

w=(0,0,0,0,1)
s& har den lingd (i kvadrat)
(Wlw)B = (AWlAW) = ((O) 0) O) 0) 0) ‘(O) Oy O) 0) 0) ) =0

trots att den inte dr nollvektorn!
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produkt

Inre produkter pa R”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Ett mindre tillrattalagt exempel ar

12 10 3 36 19
-8 —10 —2 —48 —30
A=| —28 —22 -4 —64 -—48
4 4 1 16 9
-4 2 -1 -4 -1
1024 840 172 2688 1852
840 704 144 2320 1584
B=AA=| 172 144 31 480 319
2688 2320 480 7968 5344
1852 1584 319 5344 3647

7 1

— 1
w = 1) _1) _5) 5)_5

AW = (0, 0, 0, 0, 0)

Har galler att

s3 m.a.p. inre produkten pa R® definierad av B s& har w langd (i kvadrat)

(WIW) 5 = (AWIAW) = 0
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Motivering av Inre
produkt

Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R"”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

L3t V vara vektorrummet av kontinuerliga, reellvirda funktioner pd (0,1). Vi infér en inre

produkt pa V genom
1

myzLﬂmamm

Detta ar verkligen en inre produkt, raknereglerna &r uppfyllda:

ojo dx—fog (x) dx
GIOU) (x) + h(x) w—h o) e [P A
OIO f(x)(cg(x ))dX—Cfo (X)dX

(1) .[o f(x)f(x) dx > 0 med likhet omm f(x) ar konstant lika med noll.
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Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R"”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Lat V besta av alla foljder (aj) o sadana att néstan alla a; = 0, dvs finns N s3 att om j > N s3
aj =0. D3 ar V ett vektorrum under komponentvis addition och skalning. Det blir ett inre

produktrum mha
(t2)720] 5)720) = Zaf

Notera att summan ar andlig!
Vi har tex att
(1,1,1,1,0,0,0,...)

och
(0,0,0,0,2,3,4,0,0,...)

ar ortogonala mot varandra.
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L3t ||-|| vara normen p3 det inre produktrummet V, dvs
¥l =/ (¥w) forallav e V.

D3 kan den inre produkten aterfas via

e — 2 i = — _
(@) = 5 (I +71° - 2 ~ I¥1°)

[T +7]% = (@+va+7v) = @) + F%) + 2 @v)
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Polarisering
Pythagoras,
Cauchy-Schwarz,
Triangelolikheten

Sats 6.2.8. (Pythagoras sats)

u+v v

Lat E vara ett euklidiskt rum. Lat u,v € E och antag att u
och v
ir ortogonala. Da giller
[u+v[®=[u®+ v (6.2.3) u
Figur 6.1: Pytha-
goras sats.

=0 =0

Pythagoras sats
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Definition 6.2.9. Lat E vara ett euklidiskt rum och u, v € E. Definiera vektorerna

TEKNISKA HOGSKOLAN v, = (6.2.6)

LINKOPINGS UNIVERSITET lu

Vektorn Vi kallas den ortogonala projektionen av v pa u och v, , kallas v:s ortogonala

komponent med avseende pa u.

Definitionen ovan blir meningsfull forst efter att nésta sats formulerats (bevisade den

jjorde vi ovan).

Sats 6.2.10. Lat E vara ett euklidiskt rum och u,v € E. Da gdller att

Vin e Vi (6.2.7)

Kombinerar vi detta med Pythagoras sats far vi fsljande enkla men anvéndbara hjilpsats.

Polarisering
Pythagoras,
Cauchy-Schwarz, Lemma 6.2.11. Lat E vara ett euklidiskt rum lat w € E. Da gdller att
Triangelolikheten
vyl < ¥

for varje v e E.

Bevis: Lat v € E. Enligt diskussionen ovan géller att v.=v, +v . Dav, L v ger
2 Ju ™ Viu u lu

Pythagoras sats att

9 5 5 5
‘V‘ = ‘VHU‘Z + ‘VLu‘z > |VHH‘Z = ‘VHU‘ < vl u
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Beuvis av sats 6.2.10.

(

(vla) _|_

fJull?

(v[w)

- 2
[lull

_ @)
Jlull?

§)

(vlw)

2
[[ul

- (vu)u>
llull?

{@m)

(va)

- 2
flull

() }

(va)

2
[[ul

{@w - @} =o

O
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Sats 6.2.12. Lat E vara ett euklididskt rum. Da gdiller for alla u,v € E

, (a) (Cauchy-Schwarz olikhet)
TEKNISKA HOGSKOLAN

LINKOPINGS UNIVERSITET
[(ulv)[ < ful[v]
Motivering av Inre
produkt (b) Triangelolikheten

ut+v|<|lul+|v
Definition av inre | | <fuf+|v|
produkt

Inre produkter pa R"” med likhet i (a) omm u och v dr parallella och med likhet i (b) omm u och v har samma
Inre produkter pa riktning.
andra vektorrum

produktrum . .
sl I R3 s3 har vi att
Pythagoras,
Cauchy-Schwarz, 1 1 1 1
Triangelolikheten 1 2 —6< 1 2 _ \/g \/ﬁ
ON-baser 1 3 1 3
1 1 2 1 1
1+ 12|l =1[13]l=v29 < | 1] +||2]|| =v3+ V14
1 3 4 1 3
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Polarisering
Pythagoras,
Cauchy-Schwarz,
Triangelolikheten

Bevis fér Cauchy-Schwarz och triangelolikheten

Bevis: Bade Cauchy-Schwarz olikhet och triangelolikheten ér triviala likheter om u = 0. Vi
antar dérfor att u # 0 i bevisen nedan.

(a) Enligt lemma 6.2.11 géller

() ) _ 10 Lo
juf? juf? ol

Vil = <l = [(vw)[=](ulv)| < [uf|v|

(b) Samma kalkyl som da vi bevisade Pythagoras sats ger

2 _ 2 2 2 2 @)
lu+v|”=(ut+vjutv)=[uf"+v]" +2(lv) < [u]” + |v[" + 2|(ulv)| <
< uf?+ v+ 2[ul[v| = (ju] + [v]))* <= [u+v| < |ul+]v| n

30/47



TATA24 Linjar Algebra, F6 9

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKOPINGS UNIVERSITET

Motivering av Inre
produkt

Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum
Polarisering

Pythagoras,
Cauchy-Schwarz,
Triangelolikheten

ON-baser

Funktionen

har ett unikt maximum pa sfaren

f:RS SR
p _ x+2y+3z
O e

S={lxy,2)|x®+y*+22=4}

Hitta maximum!

2.0

0.0

2.0,
2.0

0.0 0.0
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Motivering av Inre
produkt

Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum
Polarisering

Pythagoras,
Cauchy-Schwarz,
Triangelolikheten

ON-baser

Eftersom
- X+ 2y + 3z
(nyyz) x2+y2+22
s3 ser vi att (med ¥ = (x, y,z))
. (¥(1,2,3))
() —
I=ll

s3 vi kan forséka att anvdnda CS.
For v € S, dvs ||v]| = 2, sa

o T0L23) _ FIw23) 1,23

-2 = —2
[l [l

il F=_2_
med likhet omm v = \/ﬁ(l’2’3)'
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Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R"
Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion
Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod
Genvdgar i R3

Ortonormerad bas

Definition 6.3.1. Lat E vara ett euklidiskt rum. Méngden {uy,
en OrtoNormerad mdingd (ON-miingd) om

1 om i=j A
) = < <m.
) ={g om 129 1<iism

...,up} C E siéiges vara

Precis som i kapitel 2 dr vektorerna i en ON-miingd parvis ortogonala (Orto) och av lingd 1
(Normerad).

‘ Sats 6.3.2. Om {uy,...,uy,} C E dr en ON-mingd sd dr {uy, ..., uy} linjirt oberoende.

Bevis: Still upp beroendeekvationen fér {uy,...,u,,}. Da foljer

AMug + .o+ Ay, =0 = 0= (0|u;) = (\ug +... + Auplu) =
=M1 (urfw) + . N (ww) 4+ A (U |g) =
— N—— ——

=0 =1 =0
=X\, t=1,....m
dvs A\ =... =\, =0 &r den enda l6sningen sa {uy,...,u,,} ir linjirt oberoende. |
Korollarium 6.3.3. Om {uy,...,u,} C E dr en ON-mingd och dimE = m sda dr

{ui,...,un} en ON-bas, dvs en ON-mingd med ritt antal element dr en ON-bas.
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Motivering av Inre
produkt

Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion
Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod
Genvagar i R3

Ortogonalt komplement

Definition 6.3.6. Lat U vara ett underrum av ett euklidiskt rum E. Det ortogonala
komplementet till U definieras som

Ut ={veE: (vju)=0 foralla ueU}.

Lit P ={(x,y,z)|x+2y +3z =0} vara ett
plan in R3, med standardinreprodukten.

Da ar P ett delrum, och ortogonala
komplementet &r normallinjen { (t,2t,3t)|t € R}
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T e S e Da ar
AL
Motivering av Inre U :{(X1)X2>X3)X4)|((X1)X2)X3,X4)|(1)1)1) 1)) =0= ((X1)X2)X3,X4)|(1y2)3)4)]}
produkt R _
X1 X1
Definition av inre X2 1 1 1 1] |x 0
produkt = =
X3 1 2 3 4| |x3 0
s ™
Inre produkter pa R | xa | xa
Inre produkter pa oA -
andra vektorrum >l 2l
E K for i X [1 0o -1 —2] XD |:0:|
genskaper for inre = =
pl?oduktrum X3 0 1 2 3 X3 0
X X
ON-baser L4 L~4
Ortogonalt komplement M1 2
Ortogonal projektion ) _3
Gram-Schmidts = span
ortogonaliseringsmetod 1> 1(’]0
Genvdgar i R3 0 1
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Figur 6.2: v= Viu +viy

Sats 6.3.9. Lat U vara ett underrum av ett euklidiskt rum E och lat u, ..., u,, vara en
ON-bas i U. Varje vektor i v € E kan pa ett och endast ett sitt skrivas pa formen

V=Vt vy diir VUEU och

f u €U

Vi
Vidare,

Vig= (viuy)ug + ... + (Vjug ) upy, (6.3.5)

och vi kallar Viu den ortogonala projektionen pa U.
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Bevis: Vi borjar med entydigheten. Antag att vi har tva uppdelningar med de foreskrivna
egenskaperna. Da dr

_ B i o — _ AL
v_VHlU+VJ_U_V||U+vJ_U — UBVHU Vio=Viv vJ_UEIU s
dvs vi har hir en vektor som tillhér bade U och U*. Dérmed #r den ortogonal mot sig sjéilv.
Da endast 0 har den egenskapen f6ljer det att Vig = V’”U och Vg = v/ " dvs uppdelningen

ar entydig.
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Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R"
Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion
Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod
Genvdgar i R3

Bevis: existens av ortogonal projektion

Det aterstar att visa att det alltid finns en uppdelning av den 6nskade formen, dvs att
Vip i (6.3.5) har de ritta egenskaperna. Att Vig = (vlur)ur +...+ (v[u, ) uy, € U ér trivialt,
U ér ju ett vektorrum. Som vi ndmnde i fallet med ortogonal projektion pa en vektor dr den
centrala egenskapen att v — Viu dr ortogonal mot det vi projicerar pa, d vs U. Det ricker att

visa att v — VHU L uy,...,u,. Vivisar detta genom att utfora en kalkyl motsvarande den i

(6.2.4) for uy.

(V - VHU‘ ul) = (V —(vlur)u — ... — (V\um)um’ul) =
= (vlu) = (vjur) (w1 |uy) — (vjug) (wauy) — ... = (v|wy,,) (w,|ug) =
1 =0 =0

= (Vlur) = (vlu) =0

Kalkylen for ug, ..., u,, ir densamma. Féljaktligen dr v — Viu 1 uy,...,u, och dirmed mot

varje linjairkombination av dem, d vs ortogonal mot alla vektorer i U. Foljaktligen géller att
= o — dL —

Vig=V Yy €U~ och v = Viu Vg |
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Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion

Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod

Genvagar i R3

Antag:

® U < E, E inreproduktrum

® y= (El ﬁm) ON-bas.

® vcE.
Da:

V=Y +v
med i (¥/1)
V=) @)y =u| :
o (¥lEm)

och v =k—7¥, och v € V,v, e vi
Med andra ord sa fds koordinaterna for v m.a.p. ON-basen u av inre produkt med motsvarande

basvektor.

Foljdresultat
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Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion

Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod

Genvégar i R

Fler foljdresultat

Antag:
® E inreproduktrum
®u=(u ... Um) ON-bas.
Da:
(uXuY) = X'Y

dvs inre produkt av vektorerna dr skaldrprodukt av koordinatvektorerna.
Omvint: Antag att V vektorrum och u = (ﬁl ﬁm) bas. Definiera

(uXluY) = X'Y

Detta blir d3 en inre produkt, u blir ON-bas m.a.p. denna inre produkt! Alla inre produkter kan
fas pa detta satt!
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Antag:
® U < E, E inreproduktrum

® u= (ﬁl Em) ON-bas.
Da:
e E=UgUt

® S3 om dim(E) = n < oo si dim(U~L) = dim(E) — dim(U) = n— m.

® Om dessutom [v1,...,Vn—m] dr en ON-bas for UL s3 sr
(ﬁl . Um V1., Vn_m)

en ON-bas for E.
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Husenmes s ©® Indata: vektorer 1y, ...,um som spanner upp U < R”, (eller U delrum till ndgot annat
inreproduktrum). Vi kriver inte att Uy,..., Ty, &r linjirt oberoende; vi kommer att uppticka
eventuella linjdra beroenden och I6jliga element under resans gang.

@ Utdata: fy,...,f;, en ON-bas for U.

® Initiering: F =1, V = {5}

0 Upprepa:

©® (NY): Tag nasta

@ Skriv ;= W”v +Wiv

©® Om W, = 0, kasta bort den och tag nytt @, dvs GOTO (NY)
W

® Om W, +# 0 s& normera, f; = =l
L

Ortogonalt komplement @ Sitt V = span(fy, . 009 fy). _

Ortogonal projektion @ GOTO (NY) om det finns fler  att behandla
Gram-Schmidts —[f f

ortogonaliseringsmetod 6 MATA UT F = [fy,...,f/]

Genvagar i :

Naturligtvis maste man inkrementera relevanta index fér @ och f d3 och da.
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I £, 112
U2 ¢
f;

uy
II.

fi .
IV. ‘(;;;Lﬁ

fi

43/47



TATA24 Linjar Algebra, F6 9

Jan Snellman

TEKNISKA HOGSKOLAN
LINKOPINGS UNIVERSITET

Motivering av Inre
produkt

Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R"”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion
Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod
Genvdgar i R3

1 2
Vi studerar anyo Ty = (1,1,1,1), @ = (1,2,3,4), U = span(q,v), UL =span _1 s _03
0 1
Vi far en ON-bas fér U genom
-2 Yy
1*”ﬁ1”*2 DEEDESY)

och
— kA= = - 5 1
wo =Ty — (uz\fl) fi—f1=(1,2,3,4) -5 = (1,2,3,4) - 2 (1,1,1,1) = (-3,-1,1,3)
Vi kontrollerar att wy dr ortogonal mot f1.

Vi skalar om ws:

EQ = WQ/ HVQH = =3,-1, 1a3)

—
120
En ON-bas for U ar [fq, o).
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Motivering av Inre
produkt

Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R"
Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser
Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion

Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod

Genvdgar i R3

Vi plockar nu fram en ON-bas for U--.
Forst normerar vi T3:
= u3 1

= = —
[l V6

Sedan komposantuppdelar vi @y m.a.p. f3:

(11 _2) 1) 0)

Nz = 8 -
wy =T — (@) 5~ = (2,-3,0,1) - =

4 1
(2) —3,0, 1) - 1,-2, 1)0) = (2)_3) 0, 1) =3 7(

3(1)_2) 1)0) = 3 2)_1)_4)3)

8 1 (
V6 V6
Vi kontrollerar att

((1) 72» 1, 0)'(2» 71) 74, 3)) = 0,
sa W4 1 ?3.
Vi normerar Wy:
_ Wa 1

= e =
[Iwal /30
Nu &r [f3,f4] en ON-bas fér UL, och [f1,fo,f3,f4] dr en ON-bas for hela R*.

(2) _1) _4) 3)
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Motivering av Inre
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Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R"
Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion
Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod
Genvdgar i R3

Tag nu vektorn

1
¥=(1,0,1,0) —e 2
0
dir e dr den vanliga ON-basen fér R*. Vi har att
(v‘fl) - ((1,0,1,0) 1(1,1,1,1)) =l
2
_ 1 -2 -1 -5
Vf (1,0,1,0)| —(—3,—1,1,3 — = =
( ) ( \/20( )) V20 5 5
(7] 3):(1010 |2 21,0)) 2 _2v/6_ 6
V6 V6 6 3
1 -2 —2/30 —
(1,0,1,0)| —(2,-1,—4,3) | = —— = -
( ‘ 4) ( \f3o( )) V30 30
sa
VB
Vllu—VLuL —f1_7f2
VL =Viy= if _ V3%
Jut 1lU 3 3 15 4
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Motivering av Inre
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Definition av inre
produkt

Inre produkter pa R"”

Inre produkter pa
andra vektorrum

Egenskaper for inre
produktrum

ON-baser

Ortogonalt komplement
Ortogonal projektion
Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod
Genvigar i R

Lat® = (1,1,1), (¥ = (1,2,3). Hitta en ON-bas till R? (med vanliga skaldrprodukten) [f1, f2, f3] s att
span(f;) = span(u) och span(f, f;) = span(u, v).
Istillet for GS s& tdnker vi sdhar:

@ Forst sitter vi f; = % (1,1,1), dvs vi skalar om T. (Det &r forsta steget i GS).

® u,V spanner plan T med normaln =u x v = (1,—2,1).

© Vi normerar och sitter f3 = % (1,—2,1).

© Nu behdver vi ett f, € T, for vilket ett nédvandigt och tillricklig villkor &r att f, r ortogonalt mot @ och
., s vi rdknarut @ x m = (3,0, —3).

O Vi sitter allts3 T, = %(1,0, —1).
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