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Determinanter

Determinanten dr en funktion som tar kvadratiska matriser och ger
reella tal pd ett sddant sitt att determinanten dr noll om och
endast om matrisen ej ar inverterbar.

Tyvérr dr teorin for determinanter lite stdkig, och vi kommer inte ge
nagra explicita bevis, utan hanvisar fér detta till kursboken.

Vi borjar med att definiera determinanten induktivt via s kallad
radexpansion ldngs forsta raden.
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Vi ska alltsd definiera

dilr d12 ... din dil1 d12 ... din
azy az2 ... ap azi axp@ ... ap .

det . . : = . . ) for n > 2.
dnl dn2 ... @dnn dnl dn2 ... @dnn

(For n =1 definierar vi det(a11) := a11. Vi anvander dock ¢j
absolutbeloppstecknet i detta fall. Notera att determinanten inte
nédvandigtvis ar positiv).

For n = 2 definierar vi

ailr  di2

‘= d114822 — aizar1.
ar1  an
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Antag nu att vi definierat determinanten for
(n—1) x (n— 1)-matriser.

D3 |ater vi

dil1 4d12 ... din

dp1 a2 ... ap

dnl dn2 ... @dnn
d22 a3 ... a2 a1 a3 ... a2
d32 4d33 ... da3sn a3l 4a33 ... asn

a1 . . . . — a2
apn2 an3 ... dnn dnl dn3 ... dnn
a1 d22 ... d2(n-1)

n _|_(_]_)"+131 a31 4d32 ... 83(,,_1)
n . .

dnl  dn2 ... dp(n-1)
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Det &r vart att notera att i fallet n = 2 r determinanten + arean
av det parallellogram som radvektorerna i matrisen spanner upp,
och om n =3 dr den + volymen av den parallellepiped som spdnns
upp av radvektorerna. Man kan ocksd visa att determinanten ges av
foljande (det dr denna definition som anvinds i boken):

di1 di2 ... din
dp1 dp2 ... ap
N(p1,p2;...,
= Z(_l) (1.2 pn)‘71P132P2 **dnpys
dnl dn2 ... dnn

ddr summan tas over alla tilldtna produkter p; # p> #£ ... # pp,

och N(p1,p2,...,pn) & mingden av alla negativa par = antalet
par (i,j) sddana att i < j men p; > p;.

(Ett annat sitt att sdga detta ar att p1,p2,...,pp aren
permutation av 1,2,...,n och (—1)N(PLP2:Pn) 5¢ permutationens
tecken.)
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Exempel 1

Exempel 1: Berdkna

= N
O RN
= O W
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Man kan visa att foljande galler for determinanten.

e detA # 0 < A ar inverterbar. | detta fall géller
detA™l = 1/detA,

o det(AB) = detAdetB,
o detA! = detA.

o detl, = 1, dar |, ar identitetsmatrisen.

Vi kan allts& anvanda definitionen ovan induktivt for att rakna ut
determinater, men oftast dr detta inte s& smidigt. Istéllet dr det
battre att anvanda foljande (eller ofta en kombination av detta och
ovanst&ende definition) som sdger hur determinanten p&verkas vid
elementara radoperationer p& matrisen A.
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Om A ar en n X n—matris, d4 dndras determinanten p3 foljande
satt vid elementara radoperationer p& A.

o Multiplicerar vi en rad med en konstant k, d§ multipliceras
aven determinanten med k,

o Ligger vi till en konstant multipel av en rad till en annan
dndras inte determinanten,

@ Byter vi plats p4 tv§ rader byter determinanten tecken.

Detta kan ocks8 anvindas for att berdkna determinanten. For om
A inte ar inverterbar d& kan vi skapa en nollrad via elementira
radoperationer, och alltsd blir determinanten noll. Annars kan vi
med hjalp av elementira radoperationer ga frén A till /,, och om vi
d& haller reda p3 hur alla dessa radoperationer andrar
determinanten, samt anvander att det/, = 1 far vi fram dess varde.
Oftast ar det dock i praktiken bist att anvinda en kombination av
radoperationer och radexpansioner som ovan.
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Exempel 1’

Exempel 1': Berdkna

= N
O RN
= O W
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Trappstegsform

Om en kvadratisk matris ar p4 trappstegsform, d§ ges dess
determinant av produkten av diagonalelementen.
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Exempel 2

Exempel 2: Berdkna

O R O
== NN
w Rk W w

= O = N
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