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Linjdra avbildningar

Definition
En avbildning (=funktion) F mellan tvd vektorrum U,V (skrivet
F : U — V) som uppfyller

F(x+y) = F(x)+ F(¥),
F (k%) = kF(X)

for alla vektorer X, ¥y € U och skaldrer k kallas linjar.
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F(R + tv) = F(R) + tF(V) ger att linjer avbildas p3 linjer eller
punkter (det senare om F(v) = 0).
Det ar ocksd l3tt att se att en linjar avbildning uppfyller

F(0) = 0.

Vidare giller att om F, G : U — V &r linjara, di &r dven dess
summa F + G, definierad via (F + G)(x) = F(x) + G(x), linjar.
Och om k € R d& ar dven kF, definierad via (kF)(x) = kF(X)
linjar.

D.v.s. mingden av alla linjara avbildningar fran U till V utgor sjalva
ett vektorrum.

En speciellt viktig linjar avbildning av ett vektorrum pé sig sjalv ar
identitetsavbildningen | som avbildar varje vektor pa sig sjdlv:

I(%) = %.

Andra exempel pa linjdra avbildningar &r rotationer, och
projektioner i Euklidiska rum.
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Exempel 1

Exempel 1: Avgdr om F : R? — R via F(x1,x) = x1x ar linjar.
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Exempel 2

Exempel 2: Visa att om W 4r ett delrum till ett Euklidiskt rum E
och vi definierar F : E — E via F(V) = V|w, da &r F linjar.
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Exempel 3: L&t A vara en r X k-matris och definiera
F: Mle — M, 1 via
F(X) = AX.

Visa att F ar linjar. (Vi ska nedan se att faktiskt alla linjara
avbildningar fran M1 till M, &r p& denna form for en unik
matris A.)
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Matriser for linjara avbildningar:

L&t F : U — V vara en linjar avbildning, samt antag att vi valt
baser u = (Hl Ty - Hk) samt v = (Vl Vo - V,) till U
respektive V.

Da giller att varje vektor T € U kan skrivas entydigt p& formen uX,
och F(u) = F(uX) = vY for ndgot unikt Y.

Om vi later vY; = F(a;) och skapar matrisen

A=(vi v» - Y|,

dar vi med detta menar att vi satter in Y; :a i kolumnerna i A, d3

giller att
F(uX) = vAX for alla X.
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Vi sdger att F har matrisrepresentation (eller bara matris) A i
baserna u, v. Observera att denna i hdgsta grad beror p& béda
dessa val av baser.

S& man kan sdga att ndr vi val valt baser s ar linjara avbildningar
inget annat dn multiplikation med en matris.

Dessutom &r det latt att inse att det bara finns en matris A som
uppfyller ovanst8ende, s8 vi har alltsd en 1 — 1 korrespondans
mellan r x k-matriser och linjara avbildningar fran U till V.
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For att se varfor ovanstdende giller notera att med

X1

X2
X =

Xk
d3 har vi

F(uX) = F(x1ty + xoTp + . . . + xxg) =
x1 F(T1) + xoF (T2) + ... + xk F (k) =
x1(vY1) +x(vYo) + ..+ xe(vYi) =
vixiYi+x Yo+ ...+ xk Yi) = v(AX)
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Exempel 4

Exempel 4: Bestim matrisen till identitetsavbildningen p& R3 i
standardbasen.
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Exempel 5

Exempel 5: Bestim matrisen till identitetsavbildningen p& R3 i
baserna
u=1((1,1,0,) (1,0,1) (0,1,0))

och
v =1((1,0,0,) (0,1,0) (0,0,1)).
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Exempel 6: Lat \ € R vara fixt. Bestim matrisen till F : R? — R?
i standardbasen dar

F(X],XQ) = ()\Xl, )\Xg).
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Exempel 7

Exempel 7: L&t F : R3 — R3 vara projektion p& x;x>-planet.
Bestam matrisen till F i standardbasen.
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