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Egenvarden, egenvektorer och diagonalisering.

Definition (Egenvarde, egenvektor)

En linjar avbildning F : V — V sdgs ha ett egenvarde A\ (reellt tal,
eventuellt 0) med motsvarande egenvektor v # 0 (i V) om

F(7) = 7.

Definition (Egenrum)

Om A &r ett egenvirde till F s3 kallas mangden

{veV:F({v)=\v}

for egenrummet till egenvardet .

Egenrummet bestdr alltsd av alla egenvektorer plus nollvektorn.
Det ar ldtt att visa att detta ar ett delrum till V.
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Diagonaliserbar avbildning

Antag nu att F har n stycken linjart oberoende egenvektorer

v=(n ¥ --- p), och dessa utgdr en bas till V, med
motsvarande egenvarden A1, A2, ..., A, (€] nddvandigtvis alla olika).
| s& fall galler
A1 O 0
0 X 0
A, = . )
0 0 A

d.v.s. A, dr diagonal.
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Diagonaliserbar avbildning

Omvidnt om A, dr diagonal i ndgon bas v &r elementen i denna bas
egenvektorer till A, och elementen i diagonalen egenvardena. Om
det finns en bas v dir A, ar diagonal kallas F diagonaliserbar.

Vi kommer ibland vilja tala om egenvirden/egenvektorer till en
n X n—matris A, och d& menar vi att vi ser denna som en linjar
avbildning p8 M, i standardbasen.
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Exempel 1

Exempel 1: Lat F : R? — R? vara spegling genom linjen
x1 + xo = 0. Bestdm egenvarden till F samt avgdr om F ar
diagonaliserbar.
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Berdkning av egenvirden

Eftersom
Fv)=Xv& (F=X)v=0

s& har vi att \ ar ett egenviarde till F om och endast om F — A/
inte ar inverterbar,
d.v.s. om och endast om

det(F — Al) = 0.

(Kom ih&g att determinanten dr basoberoende).
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Exempel 2

Exempel 2: Lat F : R? — R? ha matris

1 2
= (2 3)
i standardbasen.

(a) Hitta alla egenvarden till F (till A).

(b) Bestam egenrummen och hitta om mojligt en bas sddan att F
i denna har en diagonal matris.
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Om {Vy, v, ..., v} ar egenvektorer svarande mot olika egenvarden
till F:V — V s§ ar de linjart oberoende. Speciellt om F har dimV
stycken olika egenvarden, d§ finns alltid en bas av egenvektorer till
F.
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ON-diagonalisering.

L&t F : E — E vara en linjar avbildning p& ett Euklidiskt rum E
med dimE = n. F kallas ON-diagonaliserbar om det finns en
ON-bas i vilken F :s matris ar diagonal.

Sats (Spektralsatsen)

F &r ON-diagonaliserbar om och endast om F ar symmetrisk.

Kom ihég att F dr symmetrisk om och endast om den har en
symmetrisk matris i ndgon ON-bas till E. Om detta giller har den
automatiskt en symmetrisk matris i alla ON-baser till .
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ON-diagonalisering

Om U,V ar egenvektorer svarande mot olika egenvarden till en
symmetrisk avbildning F p& E, d§ 4r u och v ortogonala.
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N&got om lésningsmetoder for ovanstdende problem.

Givet F : V — V fo6lj dessa steg:

@ Bestdm F:s matris A i lamplig bas u (ON-bas om vi vill
ON-diagonalisera i Euklidiskt rum),

o Hitta nollstillena A till sekularpolynomet:

p(A) =det(A—A)=0

vilket ger alla egenvéarden till A.

@ For varje egenvdrde \ bestaim egenrummen Uy = vektorer
med koordinater X som léser

(A= AX =0.
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N&got om lésningsmetoder for ovanstdende problem.

e For varje Uy bestdm en bas till detta delrum (ON-bas om vi
ska ON-diagonalisera symmetriskt F),

e F ar nu diagonaliserbar (ON-diagonaliserbar) om och endast
om vektorerna frén foregdende steg tillsammans utgdr en bas
till V, (om vi har valt ON-baser i foregdende steg blir detta en
ON-bas)

@ | denna bas har F diagonal matris med egenvirdena p
diagonalen,

@ Varje egenvirde forekommer lika m&nga génger som
multipliciteten pa nollstéllet i p(\).
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Dimensionen p& egenrummen

Antag att A 4r en n X n-matris och sekularpolynomet

p(A\) = det(A — Al) har ett nollstille A\ med multiplicitet m, d&
géaller att egenrummet svarande mot A\ har dimension minst 1 och
hégst m. Vidare ar A diagonaliserbar om och endast om

p(A) = (A = A)™ - (A2 = )™ - (A = A)™

samt att egenrummen till \; har exakt dimension m; for varje i (dar
/\,‘#)\j Oml;ﬁj)
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Exempel 3: L&t F : R?3 — R3 ha matris
1 00

A=10 2 1

01 2

i standardbasen. Hitta en ON-bas bestdende av egenvektorer till F.
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Potenser av matriser

Ett annat vanligt problem som ges ar att rikna ut A¥ for ndgot
heltal k. Om A= T~1DT dir D ir diagonal

M0 .0
0 X ... 0
D= . . i . )
0 0 A,
da har vi
A =(T7'DT)* = T7'D T,
och
A0 0
k
e | 0% 0
0 0 A
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