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Symmetriska avbildningar, repetition

o F:E — E sdgs vara symmetrisk om (F(@)|v) = (4|F(V))
galler for all @, v i det Euklidiksa rummet E.

@ Detta dr ekvivalent med att F har en symmetrisk matris i en (i
alla) ON-bas till E.

@ Om F &r symmetrisk s& finns det en ON-bas sddan att F har
en diagonal matris i denna.
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Exempel 1

Exempel 1: Lat F : R3 — R3 ha matris
311

Ae=11 3 1

1 1 4

i standardbasen e. Bestim en ON-bas f till R3 s&dan att F har en
diagonal matris Af i denna.
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Kvadratiska former

Vi kommer har bara titta pd kvadratiska former p& R"” (boken

behandlar allmdnnare Euklidiska rum, men det blir inte n&gon stérre
skillnad).

En kvadratisk form pa R? &r en funktion @ : R? — R pa formen
Q(x1,x2) = ax12 + 2bxyxp + cx22.

En s&dan kan vi med matriser skriva p& formen

o=t 2 (5 2) (2)

Tomas Sjédin Linjar Algebra, Féreldsning 20



| R, om vi skriver

Xn

och betecknar standardbasen med e, d& definierar vi analogt en
kvadratisk form att vara en funktion @ : R” — R p& formen

Q(x1, %2, ..., xn) = Q(eX) = X'AX,

dir A ir symmetrisk (d.v.s. A= A?).
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Vi observerar att féljande giller:
o Q(eXX) = A2Q(eX),
e Q(ed) =0,
@ @ &r ett polynom som bara inneh&ller andragradstermer,
e Om X = TY da giller att Q(eX) = Q(eTY) = Y!T'ATY,
och T'AT &r symmetrisk. D.v.s. att vara en kvadratisk form ar
invariant om vi byter till en ny ON-bas.
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Enligt spektralsatsen finns det en ON-bas f = (f1 f, -+ fj)
till R” best3ende av egenvektorer till A med motsvarande
egenvarden A1, A2, ..., A, (dar dessa inte alla behdver vara olika).
Vi har d§ féljande resultat:

Omf = (?1 fy - 7,,) ar en ON-bas till R" bestiende av
egenvektorer till A med motsvarande egenvarden A1, o, ..., A\, d
galler att

Q(eX) = Q(fY) = Myf + Xoys + ... + Any2,

dar

Yn

ar koordinaterna for eX | f—basen.
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Exempel 2

Exempel 2: Ange en ny ON-bas till R? sadan att
Q(x1,x2) = x§ + 4x1x0 + x5

inte innehéller ndgra blandtermer i denna.
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Exempel 3: Ange en ny ON-bas till R? sadan att
Q(x1,x2,x3) = 3X12 + 2x1 %0 + 3x22 + 2x1X3 + 2x0x3 + 4x§

inte innehéller ndgra blandtermer i denna.
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Teckenkaraktar

En kvadratisk form Q(eX) = X*AX p& R" sigs vara:

Positivt definit om Q(eX) > 0 for alla X # 0,

Positivt semidefinit om Q(eX) > 0 for alla X med likhet for
ndgot X # 0,

Negativt definit om Q(eX) < 0 for alla X # 0,

Negativt semidefinit om Q(eX) < 0 for alla X med likhet for
ndgot X # 0,

Indefinit om den antar b&de positiva och negativa varden.
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Om A1, Ao, ..., A\, ar egenvardena till A, d§ géller att Q ar:

@ Positivt definit om och endast om alla \; > 0,

o Positivt semidefinit om och endast om alla \; > 0 med likhet
for nigot i,

o Negativt definit om och endast om alla \; < 0,

o Negativt semidefinit om och endast om alla \; < 0 med likhet
fér nigot i,

@ Indefinit om det finns b4de positiva och negativa egenvarden.
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Att diagonalisera A ar ocksé ett effektivt sitt att kontrollera
virdena p& Q enligt féljande sats:

Om A\ < Ay < ... <\, dr egenvirdena till A, d§ géller att:

o MleX|? < Q(eX) < AnleX|?,

@ \; dr det minsta vardet Q antar ps {|eX| = 1}, och detta
varde antas i de punkter som ar egenvektorer till A svarande
mot egenvirdet )1,

@ )\, dr det stérsta vardet Q antar p§ {|eX| = 1}, och detta

varde antas i de punkter som dr egenvektorer till A svarande
mot egenvardet \,.
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Exempel 4

Exempel 4: Bestim max/min p& enhetscirkeln till
Qx1, %) = X{ + dxix2 + X3,

samt avgor i vilka punkter dessa vérden antas.
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Andragradskurvor

En kurva i planet pa formen
Q(X17X2) =C,

dar Q &r en andragradsform och ¢ &r en konstant kallas en
andragradskurva.

Det finns i princip tre typer av kurvor man kan fa: Ellipser, parabler
eller hyperblar.

(Det finns dock vissa degenererade fall...)
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Exempel 5

Exempel 5: Beskriv kurvan i R? som ges av

Q(x1,x2) = x12 4+ 4xyx0 + x22 = —1.
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