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Andragradskurvor och Andragradsytor

Problemet att beskriva andragradskurvor i tv8 dimensioner och
andragradsytor i tre dimensioner 3r analoga.

Har tittar vi bara p3 fallet med tva variabler (d.v.s.
andragradskurvor), det med tre behandlas p& motsvarande sitt.
Givet en andragradsekvation

ax12 + 2bx1 xp + cx22 +2dx) +2exp = f

i tvd variabler (a, b, c,d, e, f reella tal, minst ett av a, b, c # 0) s&
vill vi veta vilken typ av geometriskt objekt 16sningsmangden till
denna utgdr i planet.

For enkelhets skull héller vi oss till fallet d = e = 0.
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Ekvationen kan d& skrivas p& formen

XEAX = (x x2)(z ?)(il)_f

Enligt spektralsatsen finns ON-matris T (d.v.s. Tt = T71) sadan
att

A O

t _ .

T'AT =D = (0 >\2>
dar A1, A dr egenvirden till A.

: . . [ x
Vi har nu att de nya koordinaterna for < xl > ges av att
2
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| dessa nya koordinater ges allts3 ekvationen av:

§%! yz)TtAT< n ) =f
Y2

S My hays =f.

Detta ger att vi blivit av med den blandade andragradstermen, och
vi kan nu avgora vilken typ av kurva det handlar om.
Egenvektorerna ger oss slutligen de s3 kallade
huvudaxlarna/symmetriaxlar s att vi vet hur kurvan ligger i
forhallande till det ursprungliga koordinatsystemet.
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Huvudtyper av andragradskurvor

Vi har tre huvudtyper av andragradskurvor i planet med xi, x» som

symmetriaxlar:
2

o Ellips: (’%)2 + (%) =1,
o Hyperbel: (%)2 - (’%)2 =41,

o Parabel: x, = ax12 eller x; = ax?.

Man kan dock dven f& tomma méangden, en punkt eller tvd rita
linjer.
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Exempel 1

Exempel 1: Avgor vilken typ av kurva
g(x1,x2) = 4x¢ 4+ 2V2x1x0 4 3x3 = 1

utgdr, samt ange dess symmetiaxlar.
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Exempel 2

Exempel 2: Avgér vilken typ av yta
g(xi,x2,x3) = 4X12 + 2v2x1x0 + 3X22 —|—X§ =1

utgdr, samt ange dess symmetiaxlar.
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Differentialekvationer

En linjar differentialekvation

Den homogena ekvationen

(eller bara y’ = ky ) har allméan Isning
y(t) = Cet.

Detta foljer av att

(y(t)e Y = y'(t)e™ — ky(t)e ™k = ek(y/(£) — ky(t)) = 0
vilket dr ekvivalent med att y(t)e % = C.

Ekvationen y'(t) = ky(t) + g(t) har allmin 16sning

y(t) = Cekt + y,(t), dar y,(t) ar en sa kallad partikularldsning.
D.v.s. en fix 18sning (utan obestamda parametrar) till ekvationen.
En s&dan kan ofta hittas med hjalp av en lamplig ansats.
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Parameterkurvor i R” och M,

Om vi far varje koordinat x; som funktion av tiden x;(t), d& kallar
vi (x1(t), x2(t),...,xn(t)) (som alltsd &r en funktion frén R till R")
for en parameterkurva (linjer pd parameterform ar ett exempel). Vi
kommer nedan anta att alla x;(t) &r kontinuerligt deriverbara
funktioner, och vi satter

vilket dr en parameterkurva i M,,«1. Det dr uppenbart hur vi
adderar tvd parameterkurvor till varandra, och hur vi multiplicerar
med skalar, och dessa utgdr di ett vektorrum.
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Vi definierar nu

Det ar rattfram att visa att vi har
(Xu(t) + Xa(1))" = X1 (1) + X3(¢),

och
(cX(t)) = X'(t).

D.v.s. derivation av X(t) &r en linjar avbildning. Mer allmint kan
man ocksd med en direkt utrdkning (som dock ar lite langre) visa
att om T &r en (konstant) n X n—matris, d& giller

(TX(t)) = TX'(¢t).
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System av differentialekvationer

Vi antar nu att vi fatt ett system av differentialekvationer:
X{(t) = C11X1(t) + C12X2(t) 4+ ...+ C1,,Xn(t)
Xé(t) = C21X1(t) + C22X2(t) + ...+ C2,,X,,(t)
x!(t) = cmxa(t) + cnaxa(t) + . .. + Canxn(t).

Detta ar ett homogent system. Man kan dven behandla
ickehomogena system med liknande metoder som nedan.
Detta system kan vi med matrisnotation skriva som

X'(t) = CX(t).
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Antag nu att vi kan diagonalisera C.
D.v.s. att vi kan hitta en ny bas f = eT (dar e 4r standardbasen
till Mi,x1) till M1 bestdende av egenvektorer till C, med

motsvarande egenvirden A1, Mg, ..., A,. D& vet vi att
M O -0
T-lcT = Ao 0
0 0 - A

Alltsd f&rviom X = TY
X'(t) = (TY(t)) = TY'(t) = CX(t) = CTY(t),

eller ekvivalent
Y'(t) = TICTY(t).
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Det vill sdga vi fér systemet

Detta kan vi I6sa direkt: y;(t) = CieMt.

Detta ger oss alltsd Y(t), och sedan har vi X(t) = TY/(t) vilket
ger oss |Gsningen till vart system.

(Observera att vi inte behdver invertera T explicit ndgonstans i
ovanst&ende utridkningar).
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Allmanna l6sningen

Notera att X(t) = TY(t) ger foljande:

Sats

Antag att A ar en diagonaliserbar n x n-matris med egenvérden
A1, A2, ..., A\p och motsvarande bas av egenvektorer X1, Xz, ..
(i Ml,«1) d& géller att den allmdnna Iésningen till

X'(t) = AX(t)
ges av
X(t) = QXM+ GXpe2t + .+ C X et

dir G, G, ..., Ch e R.

-5 Xn

Detta beror helt enkelt p& att T har X;:a i sina kolumner.
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Exempel 3: Lds systemet av differentialekvationer:

{400~ mte - vEnlt
xb(t) = V2x1(t) + 3xa(t).
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Exempel 4

Exempel 4: L3s systemet av differensekvationer:

anp =4ap_1+ ﬁbn—l ap = 1
bn = \/Eanfl + 3bn71 bO = 0.
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