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Diverse produkter i plan och rum

Vi kommer hir inféra tre typer av produkter, och vi kommer inféra
dessa via formler i R".

Om vi i ett plan eller rum vill inféra dessa kan vi gora detta genom
att forst vilja en lamplig bas e, och identifiera vektorer med dess

koordinater. (T.ex. i ett plan identifierar vi e (zl> med (a1, ap) i
2

R?).

Det ar dock s3 att vi inte kan vilja dessa baser hur som helst, utan
det finns krav for att formlerna ska vara ratt.

Mer precist, for skalarprodukten (som dr meningsfull i alla
dimensioner) m3ste basen vara en ON-bas, och fér kryssprodukten
och volymprodukten (som bara &r definierade i tre dimensioner)
maste basen vara bdde ON och hdgerorienterad.
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Skaldrprodukt

Vi kommer nu i R” inféra den s kallade skalarprodukten mellan tvg
vektorer. R" tillsammans med denna utgdr da ett exempel pd ett s&
kallat Euklidiskt rum som vi ska definiera mer allmant senare i
kursen.

Namnet skaldrprodukt kommer av att den tar tvd vektorer och ger
en skalar (allts3 inte en vektor)!

(31,32,...,3,,) ° (bl,bz,...,bn) = aiby +aby + ...+ apb,.

Vi definierar aven langden av en vektor (a1, az,...,a,) via

(a1, a2, ...,an)| == \/a%+a%—|—...+a,27.

Via Pythagoras sats kan man se att detta verkligen Sverensstammer
med langden av motsvarande geometriska vektor om vi infort sag
ett koordinatsystem i planet som tidigare. Men detta beror p&
bade att vara basvektorer har laingd 1 och att de ar
ortogonala mot varandra!

Tomas Sjédin Linjar Algebra, Férelasning 3



Exempel 1

Exempel 1: Givet en ON-bas e = (€1 € €3) till rummet, berdkna
0

ochv=e| 1
—4

TUevdiru=c¢e

O NN W
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Réknelagar for skaldrprodukten

Foljande sats giller for skaldrprodukten:
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Ett par olikheter

Foljande viktiga olikheter géller for skalarprodukten:
Schwarz olikhet: [x o | < |X||y|.

Speciellt géller —|X||y| < x oy < |X]||¥].
Triangelolikheten: |x + y| < |x| + |y/|.
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Geometrisk tolkning av skaldrprodukten

Antag att vi har tv8 nollskilda vektorer T, v i R", d& “definierar” vi
vinkeln 6 mellan dessa att vara den unika vinkel i intervallet [0, 7]
sddan att

u eV =|ul||v|cos(h).

For att se att detta stimmer Sverens geometriskt antag att de tva
vektorerna ligger i ett plan dar vi infort koordinataxlar som ovan,

. : a
och antag for enkelhets skull att den ena har koordinaterna <al>
2

dar a1, a» > 0 och den andra (d.v.s. vektorn €y).

1
0
Vad ovanst3ende d& siger ar att vinkeln § mellan dessa ges av

cos(f) = a1/\/a? + a3, d.v.s. nérliggande sida genom hypotenusan,

vilket vi ju kdnner igen att det stimmer.
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Vi sager ocksd att tvd vektorer T,V ar ortogonala, skrivet 7 L v,
om vinkeln mellan dem &r 7/2, d.v.s. om e v = 0.
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Exempel 2

Exempel 2: Givet en ON-bas e = (€1 &) till planet, berdkna T eV

samt vinkeln mellan Toch vdari=¢ (2)> ochv=e G)
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Ortogonal projektion av en vektor p& en annan vektor (linje)
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Om vi som i bilden ovan har tva vektorer T, v dir v # 0 da kan vi
pd entydigt satt skriva U p8 formen

Uu=1uiy+ Uy,
dér u, v ér ortogonal mot v, och uy ar parallell med v.
Detta betyder att Uy = kv och U,y = U — kv. 53
(U — kv) ev =0, vilket ger k = %"
Eller

Uy =
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Exempel 3: Givet en ON-bas e = (€1 @) till planet, berdkna Uy

. 0 _ 1
daru—e(2> och v—e<1>.

Tomas Sjédin Linjar Algebra, Férelasning 3



Kryssprodukt (vektorprodukt)

Denna produkt dr endast definierad i tre dimensioner.
Vi definierar

(a1, a2, a3) x (b1, b2, b3) = (a2bs — a3by, a3by — a1 bz, a1 b, — axby).

Notera alltsd att vi tar tva vektorer i R3 och far en ny vektor i R3,
Om U = kv da giller att Tt x v = 0.
ue(uxVv)=0ochve(uxv)=0.Det vill séga kryssprodukten
ger en vektor som &r ortogonal mot bade T och V.
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Geometrisk tolkning, hégersystem

Vi s&g ovan att kryssprodukten av tva vektorer T,V i R® gav en ny
vektor som &r ortogonal mot bada dessa.
Angéende storleken kan vi sdga att vi har foljande

[ x v = [al[v]sin(6).

dar 6 &terigen &r vinkeln mellan T och v.

Dessutom kan man se att den pekar i den riktning som anges av
den s kallade hogerhandsregeln. Man sédger att w, v, u x Vv utgor
ett s& kallat hogersystem.
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Dessa tvd egenskaper dr enkelt att inse att de karaktariserar
kryssprodukten unikt. Om de tvd vektorerna @,V inte ar parallella
(om de &r det ar ju kryssprodukten nollvektorn) d& finns det ju bara
tva riktningar att vadlja p& sddana att de dr ortogonala mot bagge
dessa vektorer.

Storleken ges av formeln ovan, och hdgerhandsregeln ger oss en av
dessa tva riktningar.

For att motivera ovanstende p&stéende, antag for enkelhets skull
att u = (1,0,0) och v = (b1, by,0) med by, b, > 0.

D3 géller enligt ovanstdende att @ x v = (0,0, by). Notera nu att
by = sin(0)y/b? + b3 = sin(0)|v|, samt att denna vektor pekar i
positiva €s-riktningen.

Vidare kan vi sdga att uttrycket |z||V|sin(0) helt enkelt &r arean av
det parallellogram som “ spinns upp” av U och v.
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Exempel 4

Exempel 4: Givet en hdger ON-bas e = (&; € €3) till rummet,
berdkna U x vV samt arean av det parallellogram som dessa spanner

1 2
uppdirt=e|2] ochv=¢e|1
1 3
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Trippelprodukt (volymprodukt)

Denna produkt tar tre vektorer och ger ett reellt tal.
Givet tre vektorer T, v, w i R3, d3 ir trippelprodukten mellan dessa
uttrycket

(TxV)ew.
Observera att denna produkt alltsd beror p& ordningen av dessa
vektorer. Rent geometriskt 3r detta tal 4+ volymen av den
parallellepiped som de tre vektorerna “spanner upp”.
Vi har dven féljande resultat:

(u x v) ew > 0 om och endast om U, v, w utgér ett hégersystem.
Om (u x V) ew = 0, d§ ligger alla tre vektorer i ett gemensamt
plan.
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Exempel 5

Exempel 5: Givet en hoger ON-bas e = (&; € €3) till rummet,
berdkna volymen av den parallellepiped som spinns upp av T,V och

1 2 2
wdaru=el|2], v=e|l] ochw=e| 0
1 3 -1
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Exempel 6: Berdkna ue Vv om [4] = 2,
mellan dem ar 60°.

v| = 3 och vinkeln 6
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Exempel 7

Exempel 7: L3t e = (€1 &) vara en ON-bas till planet, och antag
att w ar en enhetsvektor som bildar vinkel 7/4 med €; och vinkel
37 /4 med &,. Bestim w:s koordinater i e.
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Exempel 8: Berikna arean av den triangel i R® som har horn i
(1,-2,0), (1,3,5) och (3,0,2).
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