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Vektorrum, linjart oberoende
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Definition

L&t V vara en icketom miangd, vars element vi kallar vektorer,
s&dan att vi definierat tvd operationer

e Addition av vektorer: t,veV=1u+v eV,

e Multiplikation med skalar: A€ R, € V= \ueV.

Om dessa uppfyller foljande axiom, d& sdger vi att V ar ett
vektorrum (6ver R).

O T+V=V+T,
U+(V+W) = (U—FV)—FW,
Det finns unikt element 0 € Vs.a. 1+ 0=wuforallaw eV,

Till varje T € V finns unik additiv invers —7 s.a.

u+(—u)="u—u=0,
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OBS! Det é&r latt att kontrollera att foljande giller
U+v=1u=Vv=0,

0u =0,

—u=-1u.

Observera ocksd att begrepp som langd, vinkel etc. inte har n&gon
innebdrd i ett allmant vektorrum.
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Exempel

Det ar latt att verifiera att R" som vi definierat tidigare utgér ett
vektorrum.

Likass utgdr mangden M, bestdende av alla r x k—matriser ett
vektorrum.

Slutligen, om vi Ister P, beteckna alla polynom av grad hogst n,
d.v.s. alla polynom p& formen ag + aix + apx> + ... + apx", d&
utgér detta ett exempel pé ett vektorrum. Addition/multiplikation
med skalar ar i detta fall definierat som féljer:

(ag + a1x + aox® +...apx") + (bo + bix + box®> + ... + bpx") =

(a0 + bo) + (a1 + br)x + (a2 + b2)x° + ... + (an + bn)x",
Mag+arx+axx®+. .. apx") = (Nag)+(Aay ) x+(Aap)x*+. .. (Aa,)x".
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Definition

En icketom delmdngd U till V kallas ett delrum (underrum) till V
om U med samma operationer som de i V sjélv ar ett vektorrum.
D.v.s. U ér ett delrum om och endast om

() ,veU=1u+vel,

(b) NeR,uec U= Auel.

| \

Exempel
Sjalvklart ar varje vektorrum ett delrum till sig sjélv, och dessutom
ar det s& kallade nollrummet till V som bara bestdr av nollvektorn

ett delrum till V. |
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Exempel 1

Exempel 1: Lt V = R3 och U = {(x1,x,0) : x1, x0 € R}. Visa
att U ar ett delrum till V.
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Exempel 2

Exempel 2: Lt V = R3 och
U= {(x1,0,0): x3 € R}U{(0,x2,0) : x2 € R}. Avgdr om U &r ett
delrum till V.
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Exempel 3: Lat V =R? och U = {(x1,x) : x¥ + x5 < 1}. Avgdr
om U &r ett delrum till V.
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Delrum till R”

Det ir ganska litt att se att ett delrum till R? antingen maste vara
nollrummet, en linje genom origo eller hela rummet.

P3 samma sitt ar ett delrum till R3 antingen nollrummet, en linje
genom origo, ett plan genom origo eller hela rummet.
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Linjarkombinationer

Definition

L&t V vara ett vektorrum och vy, vs,..., v, € V. Om
A1, A2, ..., Ap € R da kallas vektorn

AV + Vo + ...+ AV,

for en linjarkombination av vektorerna vy, Vo, ..., V.
Mangden av alla linjarkombinationer av v1, Vs, ..., Vv, kallas det
linjara héljet till vi,vo,...,V, och betecknas

[Vi,va,..., V]
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OBS! Det &r l3tt att kontrollera att det linjdra holjet
[Vi,Va,...,V,] utgor ett delrum till V, vidare &r det det minsta
delrummet som innehéller alla vektorerna vy, va, ..., V).

Vi sdger ocksd att vy, Va,...,V, spanner upp delrummet U om
[Vi,V2,...,vp] =U

T.ex. har vi R" = [é€1,€p,...,€,] dir &1 = (1,0,...,0),

e =(0,1,0,...,0), ...Dessa kallas standardbasen till R".

Vn € [V1,V2, .., Vno1] = [V1, V2, oo, Vno1] = [V1, V2, ..., V4.
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Exempel 4

Exempel 4: Beskriv [(1,0,1)] samt [(1,0,1), (0, 1,2)] geometriskt.
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Exempel 5

Exempel 5: Reducera antalet vektorer som beskriver det linjara
holjet [(1,1,1),(2,1,0),(3,2,1), (4, 3,2)] till s& f& vektorer som
mojligt.
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