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Linjarkombinationer (repetition)

o L&t v1,Vvy,..., Vv, vara vektorer i ett vektorrum V.
o Givet skaldrer A1, \a,..., A\, € R s8 kallas

AMV1I+ Vo + ...+ AV,

for en linjarkombination av vektorerna vi,vs,...,Vv,.
@ Maingden av alla s&dana linjarkombinationer kallas det linjara
holjet till vi,va,...,V,, och betecknas
[Vi,Va,..., V.

@ Det ar det minsta delrummet till V som inneh3ller alla dessa
vektorer.
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Linjart oberoende/baser (repetition)

Definition

Om den s3 kallade beroendeekvationen
)\1V1+)\2V2—|—...+)\n7n:6

endast har den triviala l&sningen A1 = Ao = ... = A, = 0, d& sigs
vektorerna v1, Vs, ..., Vv, vara linjirt oberoende.

Definition

L&t V vara ett vektorrum. En ordnad uppsittning vektorer
V= (Vl Vo - V,,) kallas for en bas till V om

(1) v1,Va2,...,V, ar linjart oberoende,
(2) V = [Vl,Vg, e ,Vn].
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Linjart oberoende/baser (repetition)

@ En uppsittning vektorer v = (Vl 2R Vn) i ett
vektorrum V &r en bas om och endast om varje vektor v e V
pé entydigt satt kan skrivas p3 formen

v =uvX.

@ Om ett vektorrum V har en bas v = (Vl vy o V,,), da
har alla andra baser till V ocks& n element. Vi sdger d& att V
har dimension dimV = n.

Per definition satter vi ocksa dim{0} = 0.

@ En mingd vektorer i V som har fler element dan dimV &r linjart
beroende.
Om & andra sidan en mingd vektorer i ett dndligdimensionellt
vektorrum 3r linjart oberoende, d& finns en bas som inneha3ller
dessa som element.
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Exempel 1

Exempel 1: Bestdm en bas till

3G 5)( D)
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Fran l6sningsrum till bas

Lat (x1,x2,...,x,) € R" och 15t
X1
X2

X =
Xn

Lat vidare A vara en m X n-matris.
Vi kallar d38 mangden

{(x1,%2,...,xn) : AX =0}
for [6sningsrummet till det linjara ekvationssystemet

AX = 0.
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Eftersom

AX=0,AY =0=A(X+Y)=AX+AY =0+0=0 samt
AX =0 = A(kX) = kAX = 0 ser vi att detta blir ett delrum
till R".

Notera dock att det ar viktigt att ekvationssystemet ar
homogent.

For att ta fram en bas till ett sdant behover vi bara l6sa
systemet pa parameterform, skriva ldsningen p& vektorform
och bryta ut parametrarna.

De vektorer som d& stér efter parametrarna blir automatiskt en
bas.
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Exempel 2: Bestdm en bas till

(X . x X)' 3x1+x0 —x3+4x4 =0
LA g — 204+ x3—4xg =0 [
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Fran linjart holje till 16sningsrum

Givet en bas v = (vi  Vva...V,) till ett vektorrum V, samt

vektorer u; = vY; for i=1,2,..., m, dar
Yii
Y, — )/_2,'
Yni

Det linjara holjet [a1, U, ... Um] &r da per definition

[0, 7 Tl {VXEV' det finns skalédrer ¢; s.a. }
1, U2,...,Um] = J ¥ . s

X=caYi+oYo+...ch¥Ys
dar

X1
X2

Xn
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Detta leder till ekvationssystemet

X1 yin yiz
X2 Y21 Y22
Xn Ynl Yn2

Yim C1
Yom %]
}/nm Cm
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Om vi stéller upp detta systems totalmatris:

yir yi2 o0 Yim | X1
Yo1 Y22 0 Yom | X2

. . . . b)
Yn1 Yn2 - Ynm | Xn

om vi d3 goér radoperationer s att vi far en trappstegsform p4
vanstersidan, d& blir kraven for att I6sning ska finnas exakt att vi
har noll i hdgersidan p& de rader dar vi har nollrader pa
vanstersidan.

Detta tar oss alltsd fran det linjara holjet till rummet skrivet som
ett |1Gsningsrum.

Tomas Sjddin Linjar Algebra, Fdreldsning 8



Exempel 3: Skriv
U=[(2,1,0,1),(1,0,2,3),(1,1,-2,-2),(3,1,2,4)] C R* som ett
|6sningsrum till ett linjart ekvationssystem.
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Utvidgning av baser

Om vi pé ett systematiskt satt vill utvidga en bas for ett delrum

U C V till hela rummet V, d& ser vi forst till att vi skriver U som ett
|6sningsrum, med ett ekvationssystem med linjirt oberoende rader.
For enkelhets skull jobbar vi nedan med fallet V = R", men det ar

|att att anpassa nedanst3ende till andra V.

a11x1 + axo + ...+ ainxn =0

ax1xy + axnxo + ...+ amx, =0
U=<(x1,%2,...,%n) 1 8 .

amixX1+ amexo + ...+ amnxp, =0
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L&t oss kalla ekvationen ajix1 + ajpxo + ... + ajpx, = 0 for ekvation
i

S& rummet U dr mangden som uppfyller alla ekvationer 1 — m.

L&t U; beteckna det rum som uppfyller ekvation 2 — m.

Eftersom vi antagit att ekvationerna ar linjart oberoende (d.v.s.
kastar vi bort en finns det automatiskt fler I6sningar) om vi d& har
en bas Uy, Us, . .., Uk till U och véljer en vektor Ty1 som uppfyller
ekvation 2 — m men inte ekvation 1, d& blir mangden

U1, U, ..., Uk, Ukt automatiskt linjart oberoende (eftersom Ty 1
inte ligger i U), s& det blir en bas till U;.

Fortsatter vi genom att |&ta U, beteckna rummet som uppfyller
ekvation 3 — m, och viljer ux, o som uppfyller ekvation 3 — —m
men inte ekvation 2 (ekvation 1 spelar ingen roll langre) sa har vi
utvidgat till en bas till Us.

Fortsatter vi p3 detta satt tills alla ekvationer &r slut har vi fatt en
bas till hela V.
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Exempel 4

Exempel 4: Bestdm en bas till
U=[(21,0,1),(1,0,2,3),(1,1,-2,-2),(3,1,2,4)] C R*, samt
utvidga denna bas till hela R*.
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Exempel 5: Bestim en bas till
U=R+x+x>=-33+x*2—x+2x*> + x| C Py.

Utvidga sedan denna bas till en bas till hela Py.
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