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Euklidiska rum

Vi ska nu inféra en extra struktur p& vektorrum, en s3 kallad
skalarprodukt, vilken vi kan anvanda for att definiera langd och
vinklar m.m. som inte har ndgon mening i ett allmant vektorrum.

Definition
En skalarprodukt p& ett vektorrum E 3r en funktion som tar tvé
vektorer U, v € E och ger ett reellt tal (7|v), och som uppfyller
foljande for alla ,v,w € E, A € R:

o (ulv) = (vlu),

o (alv+w) = (alv) + (alw),

o (u|A\v) = A(T|v),

o (u|u) > 0 med likhet om och endast om 7 = 0.

E tillsammans med (-|-) kallas for ett Euklidiskt rum.
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R"” (och M, x1) tillsammans med standardskaldrprodukten e som vi
definierat tidigare ar ett Euklidiskt rum. Detta rum betecknas dven
ibland E".

Vidare ar det klart att ett delrum U till ett Euklidiskt rum E
automatiskt ar ett Euklidiskt rum med samma skaldrprodukt som i
E.
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| ett Euklidiskt rum E definierar vi dven foljande begrepp via
skalarprodukten:

o Lingd/norm: 7| = /(@|D),

e Avstand: d(z,v) = [t — V|,

e U,V ortogonala om (a|v) =0,

@ Vinkeln 6 mellan T, v # 0 definieras att vara den unika vinkel i

_ (@v
[0, 7] s.a. cos @ = iz

—
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Vidare har vi féljande resultat:

Pythagoras sats: (u|v) = 0= [0+ V|? = [0]2 + |[V|*.
Cauchy-Schwarz olikhet: |(T|v)| < [a||v].
Triangelolikheten: |+ V| < |u| + |v|.
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Vi kan ocksa precis som i R” inféra den ortogonala projektionen av
en vektor U pa en vektor v # 0 att vara den unika vektor Uy som
ar parallell med v och s&dan att v,y := U — Uy dr ortogonal mot V.
Samma formel som i R” (med samma argument som i R” for att f§
fram den) géller dven har:

_ (T|v)

Uv = V|2

V.
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ON-maéangder/baser

Definition

{U1,T2,...,Um} i ett Euklidiskt rum kallas en ON-mangd
(ortonormal mangd) om

L (1=
(UI|UJ) - { O I7éj
Om (Ul Uy - Um) dessutom ar en bas d& kallas den en

ON-bas.

Notera att detta sdger att en ON-mi3ngd bestér av vektorer med
langd 1 och som &r parvis ortogonala mot varandra.
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En ON-mangd i ett Euklidiskt rum &r alltid linjart oberoende

Normalt &r det just ON-baser som &r “ratt” baser att jobba med i
Euklidiska rum, som féljande sats forklarar.

Omu= (Ul Uy -+ Um) ar en ON-bas till det Euklidiska
rummet E, d§ galler foljande for skaldrprodukten:

X1 1
X2 Y2

u . u . =X1y1 +X0y2 + ... + XmYm-
Xm Ym

D.v.s. nar vi val uttrycker allt i en ON-bas s& ar skaldrprodukten
samma som i R".
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Ortogonal projektion p& delrum

Definition
Om U ar ett delrum till det Euklidiska rummet E, d& definierar vi
det ortogonala komplementet till U:

Ut ={VeE:(v[a) =0 forallawe U}.
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Det ar l3tt att kontrollera att U+ ocks3 ar ett delrum till E.

OmU = [Uy,0o, ..., Un| di galler att

Ul={VeEE: (Vv[G,)=0 forallai=1,2,...,m}.
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Om (uy U --- Um) ar en ON-bas till delrummet U i E, d3
galler att

Uy == (algy)uy + (@o)uz + ... + (4|tm)im € U,

Uy ZZU—UHU € Ut

Vi kallar )y den ortogonala projektionen av u pa U.

OBS! Notera att uppdelningen T=v +w dir v e U, w € U+ ar
unik.

Notera dven att om vi tillimpar satsen med U = [E siger den att
om (Gy Uz -+ Upm) aren ON-bas till E da giller

u = (ulur)ur + (4la2)d2 + ... + (U|tm)Um.
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Gram-Schmidts metod

Gram-Schmidts metod tar en bas till ett Euklidiskt rum och skapar
en ON-bas utifrén denna som fdljer.

Lat (uy T --- Um) vara en bas till det Euklidiska rummet E
(alltsd inte nodvandigtvis en ON-bas).
Skapa nu vektorer €1, €, ..., €, som foljer:
e = U1/|U1|,
e = V2/|72| dar Vo = Uy — (H2|51)§1,
€m = Vm/|Vm| dar

Vm:i=Umn — (Um‘él)él — (ﬂm|§2)52 — .= (Hm‘ém—l)gm—l
Denna bas uppfyller ocks3 féljande fér varje j = 1,2,..., m:

[51,52, .. ,Ej] = [ﬂl,ﬂg, .. ,Uj].
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Om det &r s& att man har en mangd vektorer wy, o, ..., U, som
man bara vet genererar E, men ej ndodvandigtvis ar linjart
oberoende kan man anvinda ovanstdende metod ocksa for att
skapa en ON-bas med den skillnaden att om man i ndgot steg far
ett V; som &r nollvektorn sa kastar man helt enkelt bort den.
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Exempel 1

Exempel 1: Lat U = {(x1,x2,x3) : x1 +x2 + x3 = 0} C R3,
Bestam en ON-bas till U samt berakna @)y och u y da
u=(1,1,2).
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Exempel 2: L3t 7; = (1,1,0,0), w2 = (1,0,1,0), u3 = (0,0,1,1),
T4 = (0,0,0,1) i R*. L&t vidare

Uy =[m1], Uz =[01,12], Usz=[u1,02, 03]
Skapa en ON-bas &;, @, @3, &, till R* sadan att

Ul = [El]’ Uz = [é17§2]a U3 - [é]_,é2,é3].
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