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1 Linjara ekvationsystem

1.2 Successiv elimination

1.2.1. Verifiera att (sétt in)

(a) x =23/32, y=13/32 &r en 16sning till det linjira ekvationssystemet

3z + Ty =95
Tx — by =3

(b) x=11/4, y=17/4, z = 37/4 &r en losning till det linjira ekvationssystemet

T+ 2y + 3z =39
z+ 3y + 2z =34
3x + 2y + 2z =26

1.2.2. Verifiera att
(a) x=-35+19t, y=25—13t, 2z =1t &r en losning till

2 + 3y + 2=5
S + 7y — 4z =0

for alla virden pa t € R.

(b) 1 =104+2s+6t, x9=-34+s—3t, ,x3=—1—s, x4=1-+téiren losning till

2x1 + dxo + 93 + 314 = —1
r1 + 2x9 + 4$3 = 0

for alla vérden pa s,t € R.

1.2.3. Uttryck, pa parameterform, samtliga I6sningar till ekvationerna nedan pa minst tva

satt:

(a) 2z +y =4, (b) 3z +4y+5z=1, (¢) ®1 —2x9 + 3xg — 4z + Sx5 = 6.

1.2.4. Los ekvationssystemen nedan med bade substitution och successiv elimination (se Ex-

empel 1.2.1, sid 1):

r—3y=1 r+2y= 1 3z + Ty =5
(2) {2x—7y:3’ (b) {3x+4y:—1’ (C){x—Qy:?)'
1.2.5. Los nedanstaende ekvationssystem:
20 + 3y =3
20 + 4y = 3 2¢ + 3y = 3
OR AN UR b SNCR PR S
3z + 6y = 2 dr + 6y =6 6z + Oy — 8
1.2.6. Los med successiv elimination ekvationssystemen (se Exempel 1.2.2, sid 2):
1+ 29— x3=0 r+2y+ z=1
(a) ¢ 3zy + 4dwo + w3 =3, (b) 20 +3y —2z2=1 .

201 — x9 — 3x3 = 2 3r +4y —4z =1



1.2.7.

1.2.8.

1.2.9.

1.2.10.

1.2.11.

1.2.12.

1.2.13.

1.2.14.

1 LINJARA EKVATIONSYSTEM

Los med successiv elimination ekvationssystemen (se exempel 1.2.3, sid 3 och exem-
pel 1.2.4 sid 4):

T1 + 2w + 23 =1 T1 + 2w + 23 =1
(a) § 2z + 32 — 223 =1, (b) € 221 + 329 — 223 =1 .
3x1 + 4x9 — b3 =1 3x1 + 4x9 — by = 2

Los ekvationssystemen (se exempel 1.2.5, sid 5 och exempel 1.2.6, sid 7):
T1 — X9 +2x3+ x4 + 325 = 1

(a) < 21 + x3 + 2wy + da5 = -2,
T1 + 2x9 — 273 + 3z5 = —3
—r1 + T + x4 —a5= 1

(b) T, — 2x9 — 203 — 224 + 15 = —1.
—x1 + 3x9 + 4x3 + 34 — x5 = 1

Los ekvationssystemen:

—2x+3y+3z= -9 T+ 2y— z=2
(a) 3r —4y+ z= 5, (b) § 2z +by —3z2=1,
=5 + Ty + 22 = —14 x4+4y —3z2=3
3r — 2y + z= -2 r+ 2y —4z =10
(c) r— y+3z= 5, (d) 2z — y+2z2= 5.
—r+ y+ z=-1 T+ y—22= 17

Los ekvationssystemen:

Ty — X2 +x3 — x4 =0 1+ x9o +223— 4= 4
(a) -1+ T2+ 23+ 24 =0 (b) 3r9g — x3 4+ 4xy = 2
T+ 29 — 23 +x4 =0 r] + 209 — 3x3 + by = 0
1+ a2+ 23+ 24 =0 1 + x2 — dx3 + b6y = —3

Ange villkor pa a,b € R sa att systemen nedan far

(i) entydig l6sning, (ii) ingen l6sning, (iii) odndligt méanga losningar.
r—2y=1 r+ by =—1 ar +y =1

(2) ar + by =5’ (b) {ax—l—Qy: 57 (c) {2x+y:b'

Ange (om mojligt) villkor pa a,b, c € R sa att systemen nedan far
(i) entydig l6sning, (ii) ingen l6sning, (iii) odndligt manga lésningar.
(se Exempel 1.2.7, sid 8)

2r+ y— z=a v+ y— z=a
(a) 2y +3z2=1"b, (b) r— y+2z=0.
x - z=c Sr + 3y — 4z = ¢

Ange (om mdjligt) villkor pa a,b, c € R sa att systemen nedan far
(i) entydig l6sning, (ii) ingen l6sning, (iii) odndligt manga losningar.

3r — y+az=3 T+ ay =0
(a) x4+ y— z=2, (b) y+bz=0.
20 — 2y +32=1> cx + z=0

Ange (om mojligt) villkor pa a,b € R sa att systemen nedan far

(i) entydig 16sning, (ii) ingen l6sning, (iii) o#ndligt manga lésningar.
r+ y+ z= 0 ar + (a—1)y + (a—2)z=1»

(a) sz +2y+az= b, (b) (a—3)y+ (a—4)z=1.
r+ay + 2z=-1 (a—=5)z=0



2 Analytisk geometri i planet och rummet

2.2

Vektorer

I uppgifterna 2.2.1-2.2.3, anvind vektorerna i nedanstaende figur.

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.2.4.

2.2.5.

2.3

2.3.1.

2.3.2.

2.3.3.

2.3.4.

2.3.5.

Rita figurer som illustrerar riknereg-
lerna for vektorer.

Rita, pa rutat papper sa noggrant som
mojligt,

u+ 2v, 3u—v, u+w,
3u—v+4w, 3u+ 2v + 3w.

Rita in 3u+v+3w. Utnyttja resultatet
till att uttrycka u med hjélp av v och
w. Uttryck sedan v med hjélp av u och
w och w med hjilp av u och v.

Figur 2.1:
Rita pa separat papper (RITA STORT och anvind linjal!) in tva vektorer u, v (vilj
sjilv) och, mellan dessas spetsar, u — v. Rita sedan, i samma figur, féljande vektorer:

1 . 1 1 . 2 2 . 1 2 . 3

—u+-v, -u+4+-v, -u+-v, —-u+ V.

2 27 3 37 3 37 5 5
Vad ser du? Forklara din iakttagelse. Generalisera.
Ange ett villkor for att avgora om tre givna vektorer u, v och w dr kantvektorer i en
triangel.

Bas och koordinater

Lat eq,eq,e3 vara en bas for rummet. Vad far e, es, e3 for koordinatmatriser om de
sjilva anvinds som bas? (se Exempel 2.3.8, sid 21)

-2 4
Laitu=e| 3 | ochv=e| 1 |. Bestdm (se Exempel 2.3.7, sid 21)
1 -1

1
() 20t v, (b) u=3v, (c) uter (d) ju+ov.

Lat u,v,w vara som i Figur 2.1 ovan. Vad blir koordinatmatrisen for u da vi anvénder
v och w som bas (anvénd uppgift 2.2.3)7 Hur blir koordinaterna f6r v med u och w
som bas? Koordinaterna fér w med u och v som bas?

Vad blir koordinatmatrisen fér u resp v da vi anvinder u och v som bas? For v resp
w da vi anvinder v och w som bas?

ea(1) veaf2) wes(2).

Ar de kantvektorer i en triangel (se uppgift 2.2.5)?

(a) Rita vektorerna



2.3.6.

2.3.7.

2.3.8.

2.3.9.

2.3.10.

24
2.4.1.

2 ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

(b) Ar vektorerna

2 1 -1
u=e| 1], v=e|l 1], w=e| O
-1 1 2

kantvektorer i en triangel?

Undersok om nedanstaende vektorer &r parallella (lis Definition 2.2.3, sid 13):

1 -2 1 1 1 -3
(a) e{ 2 |oche|l 4|, (bye|l 1 |oche|l O], (c)e| O ]ochel O
-2 4 0 1 -1 3

Bestdm, om mojligt, talet ¢ sa att nedanstaende vektorer blir parallella (se Defini-
tion 2.2.3, sid 13):

1 3 1 1 1/2 1/3
(a) e[-2 | oche| 6 |, (b) e| 2 |oche|[-t |, (c)e| ¢t och e 4
t 1 t 2 3/2 t—5

Skriv u som linjairkombination av v och w da

2 2 1
(byu=el|-7T ], v=el|-1 |, w=e| 1
1 3 2

1 2 -1
u=el|-2 |, v=el|-1], w=e|-4
1 -1 5
i samma plan?
Visa att vektorerna
1 4 2
fi=e| 1], fo=el|l 4], f3=e| 3
2 9 7

ar en bas i rummet. Ange koordinaterna fér u = 5e; + 4es + 3e3 i basen f, f5, f3. Hur
paverkas koordinaterna om vi byter ordning pa f; och fo (d.v.s. nya f; = gamla f; och
nya fo = gamla f;)?

Ortsvektorer, punkter och koordinatsystem

Lat O, A, B,C, D vara punkter i rummet. Forenkla féljande vektorsummor:

(a) OB+BD+DC, (b) AC+C0O+0B, (c) AB+0A+BD, (d) BD-BA+DC.



2.5 Skalér- och vektorprodukt 5

24.2.

2.4.3.

24.4.

2.4.5.

2.5

2.5.1.

2.5.2.

Lat P, @ och O vara tre punkter i rummet. Lat M vara mittpunkten pa strickan PQ).
Uttryck OM med hjéilp av OP och OQ.

Lat O, u vara ett ”vanligt” rétvinkligt koordinatsystem i planet och markera punkterna
A=(3,2), B=(2,-3), C=(-21)
i koordinatsystemet (fyra rutor per enhet for dig som anvénder rutat papper).
(a) Rita in vektorerna
OA, OB, OC, AB, BC och AC
i koordinatsystemet och bestdm deras koordinater (se Exempel 2.4.2, sid 22).
(b) Berikna AB + BC + CA (jamfor med uppgift 2.2.5).

I T _
(c) Satt OP = 3 (OA+ OB + OC). Beriikna koordinaterna for OP och rita in P i

koordinatsystemet. Vad kan ségas om P?

(d) Berikna mittpunkterna P, @, R pa triangelns ABC sidor och verifiera pastaendet i
uppgift 2.4.5.

Lat O,u vara ett koordinatsystem i rummet och
A= (1’352)5 B = (2’15_3)? C= (4’_2?1)
(a) Bestdam koordinaterna for vektorerna (se Exempel 2.4.3, sid 23)

A, OB, C, AB, BC och AC

(b) Berikna AB+ BC + CA.

(c) Beriikna mittpunkterna P, @, R pa triangelns ABC sidor och verifiera pastaendet i
uppgift 2.4.5.

Lat P, @ och R vara mittpunkterna pa sidorna i triangeln ABC. Visa att

OP+0Q+OR=0A+0B+O0C.

Skaldr- och vektorprodukt

Lat u, v och w vara tre vektorer i planet sadana att |u| =3, |v| =2, |w| =5, vinkeln

mellan u och v &r g och vinkeln mellan u och w &ar 5% (RITA FIGUR!).

Bestédm (se Exempel 2.5.2, sid 25) (a) uev, (b) uew, (c) vew, (d) ue(v+ w).

Lat u och v vara tva vektorer sadana att

2
|u| =4, |v| =2 och vinkeln mellan u och v dr %



2.5.3.

2.5.4.

2.5.5.

2.5.6.

2.5.7.

2.5.8.

2.5.9.

2 ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

Bestdm lingden av  (a) u+v, (b) 3u—2v.

Visa skaldarproduktens motsvarigheter till kvadrerings- och konjugatregeln, d.v.s.
(a) (u+v)e(utv)=lu+tv]’=[uf+ v+ 2uev

(b) (u=v)e(u=v)=lu—v[*=|u’+ |v]’ - 2uev

Jo(u—v)=uf® —|v”

e
=
+
<

Bevisa parallellogramlagen, d.v.s.
u+vP+u—vP?=2(lu+|v]?).
Forklara varfor parallellogramlagen dr ett bra namn pa detta samband.
Vad kan sdgas om en parallellogram dér diagonalerna ar vinkelrdta mot varann?

Lat u, v och w vara som i uppgift 2.5.1. Beriikna (se Exempel 2.5.6, sid 29)
(a) Vi (b) W

Lat e och ey vara tva enhetsvektorer som &ar vinkelrdta mot varann och orienterade sa
att om e pekar at hoger sa pekar es uppat. Uttryck enhetsvektorn w i e; och ey da (se
Exempel 2.5.6, sid 29)

(a) w bildar vinkeln % med bade e; och es.
RITA!
(b) w bildar vinkeln % med e; och T med €.

Uttryck w i u och v (RITA!) da (se Exempel 2.5.7, sid 30)
(a) |u| =2, |[v] =1, |[w| =1, u och v bildar vinkeln Z, u och w vinkeln Z och v och
) ™
w vinkeln —.
2
(b) |u| =6, |[v|] =8, [w| =7, u och v bildar vinkeln %, u och w vinkeln g och v och
2
w vinkeln .
3
Ledning: Utnyttja 2.5.7.
Lat ey, eo, €3 vara en bas i rummet. Betrakta vektorerna
u=-e; +2e+3e3 och v =2 —3e;y+ 4es.
Berékna uev da
(a) |e1] =3, |ea] =4, |es| =2, ejees = —6, ejee3 = 4 och egees = 4,

(b) e, ez, e3 ér parvis ortogonala, |ej| =3, |ea| = 2 och |e3| =

1
\/5’
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(c) e1, ez, e dr en ON-bas.
2.5.10. Lat u,v,w vara tre nollskilda vektorer i rummet. Vad kan séigas om dem ifall
(a) uxv=wochwxu=v?
(b) uxv=wochuxw=v?
2.5.11. Lat u, v, w vara tre nollskilda vektorer i rummet sadana att u + v + w = 0. Visa att
da &r
UXV = VXW = WXU.

2.6 ON-baser och berikning av skalir- och vektorprodukt

Fran och med nu forutsitter vi, om inget annat ségs, att alla koordinater &r givna relativt en
hogerorienterad ON-bas. Detta betyder (se figur)

e i planet: vridning 5 moturs overfor e i eq,
e i rummet: vridning — moturs, sett fran toppen av es, overfor e; i es.
2 ) )

€s €3

A A

€2

> € > €]

Figur 2.2: Positivt orienterade ON-system i planet och rummet

2.6.1. Berikna alla skaldrprodukter som kan bildas med tva av vektorerna

eaf3) vea(1) mes(2)

2.6.2. Beriikna lingden av vektorerna i uppgift 2.6.1 (se Exempel 2.6.2, sid 36).
2.6.3. Berikna vinkeln mellan vektorerna i uppgift 2.6.1 (se Exempel 2.6.2, sid 36).

2.6.4. Berikna alla skaldrprodukter som kan bildas med tva av vektorerna

1 9 2
, w=e| 2

s
I
o
N
<
I
o
w



2.6.5.

2.6.6.

2.6.7.

2.6.8.

2.6.9.

2.6.10.

2.6.11.

2.6.12.

2.6.13.

2.6.14.

2 ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

Berikna lingden av vektorerna i uppgift 2.6.4 (se Exempel 2.6.2, sid 36).
Berikna vinkeln mellan vektorerna i uppgift 2.6.4 (se Exempel 2.6.2, sid 36).

(a) Bestdm vinkeln mellan e; + e2 och es + es.

(b) Ange, genom att ténka (inte rdkna), hur manga enhetsvektorer det finns som bildar
45° vinkel med e; + e och e + es.

(c) Bestam de i (b) efterfragade vektorerna.

(d) Finns det nagon vektor som bildar 22,5° vinkel med e; + e3 och es + e3?

Bestédm vinklarna och sidldngderna i triangeln ABC diar A = (—2,0,0), B = (0,1,1),
C = (1,2,1). Kontrollera dina svar med hjilp av cosinussatsen.

Lat u = 2e; + ey och v = 3e; — 2es.

(a) Bestdm den ortogonala projektionen av u resp v pa e; och es.

(b) Bestdm den ortogonala projektionen av u pa v. RITA'

(¢) Dela upp u i komposanter; u = u ,tu  déru  ér parallell med

v
v och u ir ortogonal mot v.

1 1
Latu=e —1 ochv=e g . Dela upp i komposanter: u = w (se 2.6.9(c)).

Punkterna (2,2, 3) och (3,1,4) &r d&ndpunkter till hypotenusan i en ritvinklig triangel.
Den ena katetens kantvektor ér parallell med vektorn e; +2es. Bestam det tredje hornet.

Utga fran sambandet (2.6.3), sid 37, i boken och berékna

(a) (e1 —e2) x (e2 —e3),
(b) (261 +eo + 263) X (e1 — 2e9 + 263).

Beriékna sedan ovanstaende vektorprodukter med hjilp av minnesregeln (2.6.4), sid 37
och verifiera slutligen att reslutaten &r ortogonala mot vektorerna som kryssas.

Berékna nedanstaende vektorprodukter (se Exempel 2.6.3, sid 38):

2 1 -4 2 1 3
(a) el 1 | xel 4|, (b)e|l 7 |xel 4|, (c)e|l 1 |xel-1
5 2 0 1 1 -3

Kontrollera i vart och ett av fallen att resultatet &r ortogonalt mot de ingaende fakto-
rerna.

Lat u = 2e; + 4ey — e3, v = —eq + 6e3 och w = 3e; + ey + 5e3. Berikna

(a) uxu,uxvochuxw.
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2.6.15.

2.6.16.

2.7
2.7.1.

2.7.2.

2.7.3.

2.7.4.

2.7.5.

2.7.6.

2.8
2.8.1.

2.8.2.

(b) u x (v —w) dels genom att rikna ut v — w och sedan berikna kryssprodukten pa
vanligt sétt, dels genom att utnyttja resultaten i (a) och riknelagarna for krysspro-
dukt.

Verifiera att vektorerna
e +ext+e3, e —ey e;+ey—2e3

ar parvis ortogonala. Normera dem, d.v.s. bestdm enhetsvektorer (lingd 1) parallella
med de givna sa att vi far en ON-bas.

Verifiera att vektorerna 2e; + e 4+ 2e3 och e + 2e; — 2e3 dr ortogonala. Normera dem
och lagg till en tredje vektor sadan att de tre utgor en hdgerorienterad ON-bas.

Area och volym
Beriékna arean av triangeln med horn i (se Exempel 2.7.1, sid 39)

(2,1), (-3,2) och (1,-3).

Berédkna arean av den parallellogram som spénns upp av vektorerna
(se Exempel 2.7.3 (a), sid 40)

e; +4ey + 6es och 3e; + 2ey — 3es.

Berikna arean av den triangel som har hérn i punkterna (—2,4, 1), (1,3,7) och (2, -3, 0).

En fyrhorning har hérnen i punkterna (1,2,3), (7,1,3), (—2,4,1) och (4,3,1). Visa att
den &r en parallellogram och bestdm dess area.

Berékna volymen av den tetraeder som har hérn i (-2,4,1), (1,3,7), (2,—3,0) och
(3,1,—1).

Berédkna volymen av den parallellepiped som har parallellogrammen i uppgift 2.7.4 som
basyta och e; + 2e2 + 3e3 som kantvektor (se Exempel 2.7.3 (b), sid 40).

Linjer och plan

Bestdm den linje genom (2,7) som &r

(a) parallell med linjen 3z —y = 5,

(b) vinkelrdt mot linjen 3z —y = 5.

Ange, pa parameter-, normal- och riktningskoefficientform linjen genom punkterna (se
Exempel 2.8.5, sid 47)
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2.8.3.

2.8.4.

2.8.5.

2.8.6.

2.8.7.

2.8.8.

2.8.9.

2 ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

(¢) (—3,—1) och (3,1)

Ange, pa parameter-, normal- och riktningskoefficientform den normal till
(a) linjen i uppgift 2.8.2 (a) som gar genom punkten (2,1),

(b) linjen i uppgift 2.8.2 (b) som gar genom punkten (0, 2),

(c) linjen i uppgift 2.8.2 (c) som gar genom punkten (3,1).

Lat L vara linjen i uppgift 2.8.2 (a). Bestdm den punkt pa L som ligger ndrmast punkten
(6, —1) samt avstandet mellan L och (6, —1). Bestédm ocksa spegelbilden av (6,—1) i L.
Rita figur! (se Exempel 2.8.6, sid 47)

Ange en ekvation pa parameterform for linjen L genom punkterna (se Exempel 2.8.1,
sid 42)

(a) (1’_1a4) och (2’3a6)
(b) (122,353,599) och (—48, —157, —251)
(¢) (6w, —3m, 127) och (—2m, 7, —4m)

Ange en ekvation pa parameterform for linjen genom punkterna (1,0,2) och (—3,2,4).
Ligger nagon av punkterna (3, —1,1) och (5,—3,0) pa linjen?

En partikel ror sig i planet, med konstant hastighet, ldngs en rét linje. Vid tiden t = 1
befinner den sig i punkten (—3,2) och vid tiden ¢ = 3 i (3,4). Var befann den sig vid
tiden ¢t = 07 Kommer den att ga genom punkterna (9, 6) resp (12, 8) och, om sa &r fallet,
vid vilken tidpunkt?

Avgor huruvida linjerna Ly och Lo nedan skir varann, dr parallella, identiska eller inget
av foregaende (se Exempel 2.8.2; sid 42):

T 2 1 T 1 2
(@) Li:e|ly | =e| 1 | +te|-1 |, Lrre|ly |=e|l 0 ]+te]| 1
z 0 2 z —1 1
x 1 15 x 6 -65
(b)y Li:e|l y | =e|-4 | +te|-21 ], Lae| y | =el|-11 | +te 91
z ) 33 z 16 -143
T 1 1 T 3 -3
(c) Lirely |=e| 2 |+te| 2], Lae|y|=e|l 6 ]|+te|-6
z 3 -1 z 2 3
T 1 1 T 1 -1
(d) Li:e|l y |=e| 2 |+te|l 2|, Lae|ly |=e| 5 |+te]| 1
z 3 -1 z 4 2
1
Lat L vara linjen genom punkten (—1,2,1) med riktningsvektor e [ 1 |. Ange den
1

normal till L som gar genom (—2,0,1).
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2.8.10.

2.8.11.

2.8.12.

2.8.13.

2.8.14.

2.8.15.

2.8.16.

Vilken punkt pa linjen

T 0 1
L:e|l y | =e| 3 ]|+te]| 1 |,teR
z 0 1

ligger nirmast (se Exempel 2.8.3, sid 44)

(a) origo?

(b) (2,2,3)

Bestidm dven avstandet mellan resp punkt och linjen.

Lat L vara linjen genom origo med riktningsvektor —e;+2es+5es och lat P = (3, —6, 2).
Ange vilken punkt pa L som ligger ndrmast P samt avstandet mellan P och denna
punkt (se Exempel 2.8.3, sid 44).

Samma uppgift som 2.8.11 men L gar genom punkten (3,—1,4) istéllet for origo (se
Exempel 2.8.3, sid 44).

Bestédm ekvationen pa normalform fér det plan som innehaller punkten (2, —1,3) och
(a) har normalriktning parallell med 3e; + e2 + es.

(b) &r parallellt med vektorerna

1 -3
u=—-e|-2 och v=e| 2
5 4

Ange ekvationen pa parameterform och normalform for planet genom punkterna (se
Exempel 2.8.7, sid 50)

(a) (1,1,3), (0,0,4) och (—10,5,1)
(b) (1,0,1), (2,3,0) och (1,2,3)
(¢) (=2,1,2), (=1,1,1) och (0,3,2)

Ange, pa normalform, ekvationen for nedanstaende plan samt deras normalvektorer och
skarningspunkter med koordinataxlarna.

(a) xy-planet,
(b) planet parallellt med yz-planet genom punkten (2,4, —7)

Ange nedanstaende plans normalvektorer och skidrningspunkter med koordinataxlarna.
Gor ocksa en enkel skiss av planen.

(a) 24y =1,
(b) z+y=0,



12 2 ANALYTISK GEOMETRI I PLANET OCH RUMMET

(c) x4+y+z=1.

2.8.17. Bestdm skérningslinjen L mellan planen (se Exempel 2.8.7, sid 50)
(a) 2z +3y+2=5 och Hr+Ty—4z2=0
(b) 2z +5y+92=—-1 och z+4+2y+42=0

Verifiera i bada fallen att skidrningslinjens riktningsvektor ar parallell med kryssproduk-
ten mellan normalerna.

2.8.18. Bestam skérningslinjen L mellan planen

r+3y+2z= 1
20 — y+ z=-5 N

och avgoér om L &r parallell med planet II: 52 + y + 4z = 0.

2.8.19. Lat P = (3,2,1) och II: z 4 2y — 3z = 0.
Bestdm

(a) P:s ortogonala projektion i II,
(b) P:s spegelbild,
(c) P:s avstand till II.

genom att folja nedanstaende:

(i) Berékna den ortogonala projektionen,

OP, , av OP pan.

[0’

(ii) Ange en formel for sambandet mellan

OP, OP, och OP,.

[n

(ili) Samma som (ii) men med P istéllet for P,.
|
(iv) Svara pa de ursprungliga fragorna. 1
|
2.8.20. Samma uppgift som 2.8.19 men gor istéllet enligt nedan:

(i) Ange, pa parameterform, ekvationen fér den linje N som gar genom P och har n
som riktningsvektor.

(ii) Sétt in i ekvationen for IT och bestdm ¢-virdet for skidrningspunkten.

)
(iii) Hur forhaller sig t-vardet for spegelbilden till skéirningspunktens ¢-virde?
(iv) Uttryck avstandet med hjilp av skédrningspunktens ¢-viirde och n.

)

(v) Svara pa de ursprungliga fragorna.

2.8.21. Gor om uppgifterna 2.8.19 och 2.8.20 med IT: x + 2y — 3z = 1. Hur paverkar bytet av
plan de olika 16sningsviigarna? Se Exempel 2.8.10, Figur 2.39, sid 53 i boken.
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2.8.22.

2.8.23.

2.8.24.

2.8.25.

2.8.26.

2.8.27.

2.8.28.

2.8.29.

2.8.30.

Bestdm avstandet mellan punkten (7,4,1) och planet 2x 4+ 13y + 15z = 60 (se Exem-
pel 2.8.10, sid 52).

Bestédm punktens (7, —10, 3) ortogonala projektion och spegelbild i planet 2z — 3y + 2z =
5 (se Exempel 2.8.10, sid 52).

-2
Planet IT:  + y 4+ 2z = 13, vektorn u = e | 3 | och punkten P = (1,1,1) &r givna.
1
Bestdm ekvationen for den linje L som gar genom P, #r parallell med planet II och
ortogonal mot vektorn u.

Lat L vara linjen genom punkterna (2,4, —1) och (3,6,1). Bestdm spegelbilden av L i
planet —x + 3y = 5.

Planet IT gar genom punkterna (3,0,1), (4,1,0) och (1,4,—1). Lat @1 = (—1,4,2) och
Q2 = (3,3,—2). Ange avstandet fran @)1 respektive Qo till II. Avgor ocksa om (1 och
@2 ligger pa samma sida om II eller inte.

Lat II vara planet x+y+3z=5. Linjen L gar genom punkten P=(0,0,—2) och &r or-
togonal mot II. Bestdm de punkter pa L som ligger dubbelt sa langt fran II som P
gor.

En ogenomskinlig cirkuléir skiva med radie 3 placeras pa xy-planet sa att cirkelskivans
medelpunkt hamnar i punkten (—1,2,0). En punktformad ljuskélla placeras i punk-
ten (19,—18,11) och stralar ut ljus i alla riktningar. Ligger punkten (—29,30, —13) i
cirkelskivans skugga?

Linjen L; gar genom punkterna (—1,2, 1) och (0, 1, 1) och linjen Ly gar genom punkterna
(2,—1,3) och (2,0,2). Bestdm kortaste avstandet mellan linjerna samt punkterna P€ L,
och @ € Ly sadana att |PQ| =kortaste avstandet genom att f6lja nedanstaende:

(a) Ange linjerna pa parameterform.

(b) Overtyga dig om att det finns en riktning som &r ortogonal mot bada linjerna och
beridkna den.

(c) Bestdam ekvationen for det plan IT med riktningen fran (b) som normal och som
innehaller L.

(d) Tag en punkt pa Ly och berikna avstandet fran denna till planet. Vad har detta
med avstandet mellan linjerna att gora?

(e) Ange en vektor u parallell med II:s normal och vars lingd &r densamma som av-
standet mellan linjerna.

(f) Vilket samband rader mellan u, OP och OQ? Utnyttja detta samband till att
bestiamma parametervirdena for P resp () som punkter pa L; resp Lo samt ange

P och Q.

Samma uppgift som 2.8.29 men gor enligt nedan:
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(a) Skriv linjerna pa parameterform.
(b) Lat P € Ly och Q € Lo, i 6vrigt godtyckliga. Berikna vektorn PQ.

(c) Om P och Q ir de sokta punkterna, hur forhéller sig da PQ till linjernas riktnings-
vektorer? Utnyttja detta till att ta fram ett ekvationssystem for parametervirdena
och 16s detta.

2.8.31. Ange pa parameterform ekvationen for den linje som skér linjerna

r=1+1t =2
Li: Sy=1+t och Ly: Cy=1+s
z=1 z=1+s

under rit vinkel. (ON-system)

2.8.32. Punkterna (2,3,7) och (6, —5,3) &r varandras spegelbilder i planet II. Ange ekvationen
for II.
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3 Matriser

3.2

3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

Matriser

Ange formatet (rxk) till nedanstaende matriser:

A=(4 2 3 1), B:<

™ Q
N———
Q
I
oo oo
oLl O
o w o

Givet matriserna (se Exempel 3.2.3, sid 58)

1 4 0 4 3 1 -4
A_<-3 5)’ B_<-1 0 2)’ C_<3—5>

10 2 0 1/2 1 -1
D=| 5-7 8| och F=| 3 5 1/3
2 0 8 0 0 1

Ange vilka av foljande summor som &r definierade och berdkna i forekommande fall

summorna. (a) A+ D, (b) D+F, (¢) B+C, (d) A+C, (e¢) B+ F+C, (f) D+ D.

Avgor vilka av nedanstaende multiplikationer som &r definierade och utfor dessa (se
Exempel 3.2.4, sid 59).

@ (12 0)

—_ W O
O W N
O = s O = O

2

0 3 0 1 0
A:<_:1)) (1) ;), B=|5 1|, C=121 3 och D:<O>.
2 0 0 1 0

Utfor nedanstaende multiplikationer i de fall de ar definierade:
(a) AA, (b) AB, (c) CA, (d) CB, (e) (AB)D.
Galler AB = BA?

Givet matriserna

1 3 2 2 1 3 -3
A=13 1 2|, B=|0 3 -2 och X=1[5
1 2 3 1 4-1 2

Berékna ABX. Vilken berékningsgang, (AB)X eller A(BX) krdver minst antal addi-
tioner och multiplikationer?
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3.2.6.

3.2.7.

3.2.8.

3.2.9.

3.2.10.

3.2.11.

3.2.12.

3.2.13.

3 MATRISER

Ange alla matriser B som kommuterar med matrisen
1 2
=(a3)

Visa att A" = 0 fér n > 3 da (se Exempel 3.2.7, sid 61)

d.v.s. sadana att AB = BA.

0 1 0
A=10 0 1
0 0 O
Verifiera att (AB)" = B'A" da
7 8
Az(}1 g 2) och B=1| 9 10
11 12

(a) Avgor vilka av foljande matriser som #r symmetriska, diagonala och/eller enhets-
matriser:
1 2 0 -2
A=1(2 0 1

2 1 0 0 0 1 0 0
, B=11 1 0], C= 3 0)],D=(101 0
1 0 0 0 3 0 4 0 0 1

—_

(b) Samma fraga for matriserna A + B, B+ C, C — D, B —2D och A + A"

Utnyttja transponeringsreglerna (se Sats 3.2.13, sid 63) till att forenkla uttrycken
(a) (A+B" — A", (b) (BA)' — A'(B' - A).

(a) Visa att (ABC)' = C*'B'A".

(b) Lat A vara en symmetrisk nxn-matris och lat P vara en nxm-matris. Visa att
matrisen P'AP ér symmetrisk.

Lat A vara en 2x2-matris sadan att (AX)" = XA for alla 2x 1-matriser X. Visa att A
dr symmetrisk.

(a) Bersikna A'A da
4 2 7
A‘<1 7 —3)'

(b) Lat B vara en matris av godtyckligt format. Visa att BB' ar symmetrisk.

¢) Lat B vara en matris av godtyckligt format. Visa att BB = 0 = B = 0.
godtycklig
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3.3 Linjara ekvationssystem och matrisekvationer

3.3.1. Skriv om ekvationssystemen nedan som matrisekvationer AX =Y (se Exempel 3.3.1,
sid 66 och Exempel 3.4.10, sid 72).

T+ 2y + 3z =39

32+ Ty =5
(a){7§i—5y_3, b) { z+3y+2:=34.
vy= 3¢+ 2y + 2 =26

1
Verifiera sedan med hjilp av matriskalkyl att X = ( z ) =35 ( ig ) dr en 16sning till
x 1 11
(a)ochatt X = | y | = 2 17 | &r en l6sning till (b).
z 37

3.3.2. Skriv om ekvationssystemen nedan som matrisekvationer AX =Y.

(a) 20+ 3y + z2=25 (b) 2rx1 + Sr9 + 93 + 314 = —1
Sr + Ty —4z=0" Ty + 229 + 4dx3 = 0
Verifiera sedan med hjalp av matriskalkyl att
T ~35 19
X=|y |=1|2|+t][-13 ], teR,
z 0 1
T 10 2 6
o i) o -3 1 -3
X = w | 7| -1 +s 1 +t L s,teR
Ty 1 0 1

dr losningar till (a) respektive (b).

3.3.3. Los med successiv elimination ekvationssystemet (se Exempel 3.3.1, sid 66)

1+ 29— x3=0
3x1 + 4x9 + 23 =3
2.%'1— 1‘2—31‘322

och ge en geometrisk tolkning av de ingaende ekvationerna och losningsméngden.
3.3.4. Skriv ekvationssystemet i 3.3.3 som en matrisekvation, AX = Y. Lés denna med ma-
trismetod och jamfor, steg for steg, med din 16sning av 3.3.3.
3.4 Radoperationer och trappstegsform

I uppgift 3.4.1-3.4.8, skriv ekvationssystemen pa matrisform och 16s dem med successiv eli-
mination

z—3y=1 r+2y= 1 3z + Ty =5
20 + 3y = 3
3.4.2. (a){3x+6y:2, (b){4x+6y:6, (c) S 4z + 6y =6.

6 + 9y =8
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3.4.3. Los med successiv elimination ekvationssystemen (se Exempel 3.4.3, sid 68):

T+ 20— x3=0 r+2y+ z=1

(a) ¢ 3z + 4zo + x3 =3, (b) S 2z +3y —2z=1 .

201 — X9 — 3x3 = 2 3v +4y — 4z =1

T1 + 2w + 23 =1 T1 + 2w + 23 =1
3.4.4. (a) § 2x1 + 3z — 223 =1, (b) < 2z1 + 329 — 223 =1.
3x1 + 4x9 — b3 =1 3x1 + 4x9 — by = 2

3.4.5. Los med successiv elimination ekvationssystemen (se Exempel 3.4.4, sid 69):
T1 — X9 +2x3+ x4 + 325 = 1

(a) ¢ 223 + 23+ 2z4 + da5 = -2,
1 + 2x9 — 213 + 3z5 = —3
-1 + X9 + x4 —x5= 1

(b) T, — 2x9 — 203 — 224 + 15 = —1.
—x1 + 3x9 + 4x3 + 34 — x5 = 1

-2z + 3y +3z2= -9 r+2y— z2=2

3.4.6. (a) 3r —4dy+ z= 5, (b) § 2z +5y —32=1,
=5z + Ty + 2z = —14 4+ 4y —3z2=3

3r — 2y + z= -2 x4+ 2y —42=10
(c) r— y+3z= 5, (d) ¢2z— y+2z2= 5.
—r+ y+ z=-1 x4+ y—22= 7

3.4.7. Ange (om mojligt) villkor pa a,b,c € R sa att systemen nedan far (se Exempel 3.4.5,
sid 70) (i) entydig losning, (ii) ingen losning, (iii) o#ndligt manga losningar.

24+ y— z=a 3r+ y— z=a
(a) 2y +3z2=1">, (b) r— y+2z=05.
T — z=c S + 3y —4dz=c¢

3.4.8. Los ekvationssystemen (se Exempel 3.4.7, sid 71 och Sats 3.4.9, sid 72):
T+ To+2x3 — 24 =0 1+ 20+ 223 — 4= 4

(a) 3rg — w3+ 4xy =0 ( ) 3ry — w3+ 4ry = 2

1 + 229 — 323 + 524 =0’ r1 + 219 — 313 + by = 0

r1 + 9 — dry + 614 =0 r1 + o — bxrg + b6y = —3

3.5 Trappstegsmatriser och rangbegreppet

3.5.1. Los nedanstaende ekvationssystem AX =Y

1 1 1 1 0
(a) A=11-1 2 |,Y=|4|resp| O
0 1 1 0 0
1 1 1 3 0
(by A= 1-2 2|, Y=|1 | resp| O
2 -1 3 2 0

(c) Titta pa dina kalkyler i (a) och (b). Vid vilket steg i kalkylen kan du se om resp
system &r losbart eller inte?
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3.5.2.

3.5.3.

3.5.4.

3.5.5.

3.6
3.6.1.

3.6.2.

Overfor med elementiira radoperationer matrisen
1 2 21
A=1|3 4 5 2
2 0 20
till en med A radekvivalent trappstegsmatris och ange rangen for A.

(a) Skriv ekvationssystemet
T + 2x9 + 223 = 1
3x1 + 4xo + drg = 2
211 + 223 =0

pa matrisform. Anvind 3.5.2 till att 1osa det.

(b) Losningsméngden i (a) kan tolkas som en linje i rummet. Lat A vara systemets koeffi-
cientmatris, X}, koordinatmatrisen for linjens riktningsvektor och X,, koordinaterna
for den fixa vektorn i uttrycket for linjen. Berdkna AXj, och AX,,.

(c) Forklara varfor resultaten i (b) blir som de blir.

(a) Los ekvationssystemen nedan samt ange rangen for respektive koefficientmatris.
3 5 1 7 0F3 110 1-111
4 2 1 5 410
) 1-2-2-2 1}F1
1320 041 -1 3 4 3-1]1
11 1 1 2|1

Utnyttja resultaten i 3.5.3 (b) till att kontrollera dina losningar.

(b) Med ledning av lésningarna till ovanstaende system, avgor hur antalet parametrar
i 16sningen beror av koefficientmatrisens rang och antalet obekanta.

Berikna for alla reella tal a rangen av matrisen

1 2 1
A= 2 a+3 3a-1
1 242 2a°%-1

Matrisinvers

Bestam a och b sa att matriserna A och B blir varandras inverser.

2 -1 -1 1 2 4
A=| a 14 v |, B=[01 6
1/8 1/8 -1/8 13 2

RAKNA INTE UT INVERSERNA! Anviind definitionen av invers!

Bestdam inversen till de av nedanstaende matriser som &r inverterbara
(se Exempel 3.6.4, sid 77):

2 3 4 2 2 3 1
A:<5 1>’ B:<-2-1>’ C:<-1 0 2)
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3.6.3. Bestdm inversen till (se Exempel 3.6.5, sid 78)

12 0 1-3 2
(a) A=[4 1-1], (b) B=[-3 3 -1
2 3 0 2-1 0

3.6.4. (a) Bestam inversen till matrisen

(b) Utnyttja resultatet i (a) till att losa ekvationssystemet

Tl — 29 — 33+ = 7
—x1 + 320 + brg — x4 = —9
2r1 + w9 — x3 + 3w4a = 18 °
3r1 — o+ x3 + 4xy = 15

3.6.5. Bestdm det X som loser matrisekvationen XA + B = 2 dér (se Exempel 3.6.8,
sid 80)
1 2 5 6
=(a3) 2= (7Y

3.6.6. Los ekvationen AX = CX + B dér

och I ar enhetsmatrisen.

1-1 2 1 0-1 0-1 0
A=|1-2 1|, B=|0 2 3] ochC=|0-3-1
4 0 -1 3 2 0 4 -2 -2

w

3.6.7. Los matrisekvationen A 'XB+4+247'X =C dir (se Exempel 3.6.8, sid 80)

1 2 3 11 1 1
A=12 2 5], B:<2 0) och C=11 0
1 3 4 0 1
3.6.8. Lat
1 2 3 2 -1 1
A=|2 11|, B=[101
1 1 1 -1 1 1

Los matrisekvationen AXB™! = A + B,

3.6.9. Antag att de kvadratiska matriserna A och B uppfyller ekvationen A? + AB = I. Visa
att, i tur och ordning,

(a) A ar inverterbar,

(b) B=A"1— 4,
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3.6.10.

3.6.11.

3.6.12.

3.6.13.

3.6.14.

3.6.15.

3.6.16.

(c) AB = BA.
Lat B vara en nxn-matris sadan att
B*+2B*+ B+1=0.
Bevisa att B #r inverterbar och ange B~! som ett polynomuttryck i B.

Lat A vara en matris sidan att (A 4+ I)~! existerar. Visa att

AA+D) P =A+D A

Lat IV vara ett positivt heltal, I enhetsmatrisen och A en nxn-matris sadan att A — I
ar inverterbar. Visa att

A-D7' AV ) = AN AN AN=2 A2 AT

Lat A vara en symmetrisk nxn-matris sidan att A% = —A. Visa att A inte &r inverterbar
genom att fullfélja bevisstegen nedan.

(a) Motsiigelsebevis. Antag att A3 = —A och att A &r inverterbar. Visa att i sa fall ér
A+ 1=0.

(b) Visa att A% + I # 0 genom att studera diagonalelementen i A% Genomfor det forst
for en godtycklig symmetrisk 2x2-matris sa du ser vad som hénder innan du gor
det allménna fallet.

Bestam inversen till nxn-matrisen

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 ... 2

Ledning: Addera forst raderna 2 t om rad n till rad 1.

Lat
1 2 3
A=12 3 1
1 11

Berikna, om méjligt, inverserna till A och A? (se Sats 3.6.7, sid 79).

Antag att A # I, A2 # I, A3 # I och att A* = I. Ange inverserna till A, A% och A? (se
Definition 3.6.1, sid 75).
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3.7 Blandade 6vningar

3.7.1. (a) Bestim A% (= A-A) da

sina  cos«

(

Lat e vara en ON-bas i planet. Satt X; = ( (1) ) och Xy = ( (1) ) sa att e; = e Xj.

cosa -sina >

(b)
()

Bestidm A", n = 3,4,....

For a = 60°, rita i samma koordinatsystem vektorerna e, es, e AX; och e AX5.
Hur forhaller sig e AX; till e;?

3.7.2. (a) Lat
0 10 @11 G2 413
A=|11 0 0 och B=| ay a9 a93
0 0 1 ag; Az asg

Berikna AB. Hur forhaller sig matrisen AB till B?

Samma uppgift som i (a) med

1 21
373. Lat A= 2 2 -4
1 21

(a) Betrakta matrisekvationen AX =Y. Om vi ser hogerledet Y som koordinater for

en vektor i rummet sa ar ekvationen losbar endast da vektorn ligger i ett visst plan
genom origo. Visa detta och ange planets ekvation.

(b) Verifiera att vektorprodukten mellan kolonnvektorerna &r parallell med planets nor-
malvektor.

(c¢) Berikna vektorprodukten mellan de av A:s radvektorer som ej dr parallella. Anvénd
detta for att bestimma losningen till AX = 0.

3.7.4. Ekvationssystemet
1 + 2290 — 3x3 + 4dxy = 4
201 — x99+ 223+ x4 =4
xr1 + Txo — 923 + azxy = 10
—x1 + 8xo — ax3 + 10xz4 = 6

saknar entydig 16sning for vissa virden pa parametern a. Bestdm dessa a-virden och

16s om mojligt ekvationssystemet for dessa virden pa a.

3.7.5. Bestam alla reella a-virden for vilka systemet
rT+ay — z= 2
2y + 4z = a® +2
x —5z2= -4
z+4y+3z2= 4a



3.7 Blandade 6vningar

3.7.6.

3.7.7.

3.7.8.

3.7.9.

ar 1osbart och 16s det for dessa a-varden.

Bestdm alla tripler (a, b, ¢) for vilka ekvationssystemen

—r+3y+ 8z=a dr — 2y + 3z
20 — 2y — 6z =10, dy — =z
r—05y — 13z =rc Tr + 2y + 3z =

dr samtidigt 16sbara.

For vilka a € R har ekvationssystemet

(z—ay)l+z+ay) = 0
z+ay+z= 0
(a—1Dy+z=-1

entydig 16sning?
Los ekvationssystemet

{ X +AY = 1

o (12
AX + v =-a O A_<—2 1)'

Y
Bestam matrisen A sa att <(At — 2[) 1) =B dar

—_

2
B=1-1 3
1

)
—_ =

och I ar enhetsmatrisen.

23
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4 Determinanter

4.1 Definitionen

4.1.1. Vilka av de antydda produkterna i determinanterna nedan &r tillatna och vad &r deras
tecken (se Exempel 4.2.5, sid 82)7

ail a2 ais a4 ail ai2 a3 a4
(a) az1 az2 az3 a4 . (b) az1 a22 az3 a4 7
asi as2 ass as4 asi as2 ass as4
a41 a42 a43 Q44 a41 42 a43 a44
aii ai2 ais a4 aii ai2 ais a4
(c) a1 a22 az3 a4 . () a1 a22 az3 a4
asi as2 ass a34 asi as2 ass as4
a41 a42 a43 a44 a41 a42 a43 Q44

4.1.2. Beriikna nedanstaende determinanter utgaende fran definitionen (se Exempel 4.2.7,
sid 83):

5 13 1 4

@[5 Pl wl; 5] © ? é

— N =

4.1.3. Berékna nedanstaende determinanter enligt definitionen (se Exempel 4.2.7, sid 83):

1 0 0-1 1 1 0 0 00001
0 2-3 0 1-1 0 0 00045
(a) ., (b) , ()] 00 3 1 2]
01 10 0 0 1-1
1 0 0 2 00 1 1 0-20 34
10 1 4-5 0

4.2 Att beridkna en determinant
4.2.1 Hur paverkas determinanten av radoperationer

4.2.1. Varfor ar foljande determinanter 07 Motivera med hjilp av rdknelagarna.

3 2 1 2 -1 3 2 5 3
(a) |4 5 0], (b) |0 3 31, (¢) |3 2 5]
3 2 1 4 -2 6 1 0 1
4.2.2. Givet att
a c
d e f|=-6,
g h i
Berdkna
d e f -a -b -c a b c
(@) g h i, (b)|2d 2 2f|, (c¢)|g+3a h+3b i+3c|.
a b c 59 bh 5 2d 2e 2f

genom att goéra radoperationer ”"baklanges”.
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4.2.3. Om A &r en nxn-matris och k € R, verifiera att det (kA) = k" det A da

4.2.4. Beriikna nedanstaende determinanter genom att overfora till trappstegsform (se Ex-
empel 4.5.3, sid 88).

S O =N
=N O =
N = =W
w O = =

4.2.2 Kofaktorer
4.2.5. Ange alla kofaktorer till (se Exempel 4.6.2, sid 88)

1-2 3 1 1 2
@) A=|6 7-1|, ®B=[3 3 6
-3 1 4 0 1 4
3 0 0
4.2.6. Berdkna |2 -1 5| genom att utveckla efter (a) rad 2, (b) kolonn 2, (c) rad 1.
1 94

Vilken tycker du blev enklast?

4.2.7. Berdkna, genom att utveckla efter lamplig rad eller kolonn, nedanstaende determinan-
ter (se Exempel 4.6.4, sid 90):

3 0 2 2 3 4 10 5 0
(@) [4 1-1|, ®) |0 1 1|, (¢)] 2 3 0].
10 1 3.2 1 -2 -3 4

4.2.8. Verifiera att

a b\ ' 1 d b
c d ad—be \~¢ a

4.2.3 Radoperationer och kofaktorutveckling

om ad — be # 0.

4.2.9. Berikna foljande determinanter (se Exempel 4.5.3, sid 91 och Exempel 4.7.3,

sid 91):
1 2 3 4 1 1 0 2
3-1 0
01 2 3 2 3 1 4
(a) _; ? i Y (b) _1 0 2 2 Y (C) 4 2 0 3 I
4 3 2 -1 3 2 1 4



4.3 Determinanter och ekvationssystem

4.2.10.

4.2.11.

4.2.12.

4.2.13.

4.3

4.3.1.

4.3.2.

1 2 4 8§ 100 101 102 103 -3 2 1
1 2 4 4 101 102 103 104 — -1 0
D1y 9 9 9F © 1102 103 104 105 D 3 0/
1 1 1 1 102 104 105 108 — -1 4
Berikna foljande determinanter:
1 1 1 1 1
L2 8 16 Qtt 2—1|—t 43t ?7)
(a) |1 3 9 27 81 |, (b) 0 0 ; 5 |
1 4 16 64 256 ; 1 94t 7
1 5 25 125 625
Los ekvationerna
z 1 0 0 z 2 1 2
r 2 1
x x 1 0 21 2 =z
(a) f 1 ;: =0, (b) vz oz 1 =0, (¢ L 9 5 9 = 0.
r r r T x 2 z 2 1
Berdkna determinanterna, av ordning n > 2, nedan:
z 0 O 1 1 n n n a b b b
0 = O 0 n 2 n n b a b b
(a) |0 0 = 0 )y |n n 3 nil (c)|b b a b
1 0 0 .. =x nnn .. n b b b ... a

skall vara # 07

Determinanter och ekvationssystem

Ange villkor pa a,b € R sa att systemen nedan far (se Sats 4.7.2, sid 93)

(i) entydig 16sning, (ii) ingen l6sning, (iii) oédndligt manga losningar.
r—2y=1 r+ by =-—1 ar +y =1

(2) {a:v+by:5’ (b) {a:v+2y: 5’ (c) {2:c+y:b'

(a) Avgor for varje reellt a huruvida ekvationssystemet
1 + 2290 + axs3 = 6
2x1 + are + 8xrgz = 12

ary — 2x9 =0

har entydig, oéndligt manga eller ingen losning (se Exempel 4.7.3, sid 93).

27
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4.3.3.

4.3.4.

4.3.5.

4.3.6.

4.3.7.

4.3.8.

4 DETERMINANTER

(b) Samma uppgift for ekvationssystemet (se Sats 4.7.2, sid 93)

T + 229 + axr3 =0
2x1 + axry + 8x3 =0 .
ary — 2x9 =0

Ange (om mojligt) villkor pa a,b, c € R sa att systemen nedan far
(i) entydig l6sning, (ii) ingen l6sning, (iii) odndligt manga losningar.

3r — y+az=3 T + ay =0
(a) x4+ y— z=2, (b) y+bz=0.
20 — 2y +32=10 cx + z=0

Ange (om mojligt) villkor pa a,b € R sa att systemen nedan far
(i) entydig 16sning, (ii) ingen l6sning, (iii) o#ndligt manga lésningar.

r+ y+ z= 0 ar + (a—1)y + (a—2)z=1>
(a) sz +2y+az= b, (b) (a—3)y+ (a—4)z=1.
r+ay + 2z=-1 (a—5)z=0

Berédkna for alla reella tal a rangen av matrisen

1 2 1
A= 2 a+3 3a-1
1 242 2a%-1

For vilka viarden pa a € R har ekvationssystemet

ar +y + 4z =2
2x—|—y—i—a2,z:2
T — 3z=a

entydig, ingen eller odndligt manga lésningar. Ange losningen i de fall det finns odndligt
manga. Kontrollera din 16sning pa det sétt som beskrivs i uppgift 3.5.3 (b)

Ange for varje reellt tal a om ekvationssystemet

T+ y+ z+ v=
ar + y+ 2z + v =
ar + 2y + 2z + 2v =
Tz + 3y + 3z + av =

N W

saknar 16sning, har exakt en losning eller har odndligt manga 16sningar.

For vilka A har ekvationssystemet

1 + x99 — 213 = A1
211 — 213 = 19
—2x1 + 229 + x3 = )\$3

icke-triviala losningar? Los ekvationssystemet for dessa .
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4.4 Produktlagen for determinanter

4.4.1. Lat

A= |-

- = =
|

S NN
|

— o

1

Berikna (a) det A%, (b) det (54), (c) 5det A, (d) det <§At>, (e) det (A*A71).

4.4.2. (a) Formulera ett nédvindigt och tillréickligt villkor for att en kvadratisk matris skall
ha invers.
(b) Avgor om matriserna nedan har invers.

1 0 2 1 0 2
A=|3 4 5], B=[3 4 ¢
5 6 7 5 6 10

(c¢) For vilka viirden pa a € R existerar en invers till matrisen nedan?

1 2 1
a-1 1
2-a O
4.4.3. (a) Lat A vara en 3x3-matris sadan att A% = —A. Visa att A inte &r inverterbar (jamfor
uppgift 3.6.13).
(b) Ge ett exempel pa en inverterbar 2x2-matris sidan att A% = —A.

4.4.4. (a) Visa att om det A # 0 och AB = 0 (nollmatrisen) sa &r B = 0.

(b) Lat A # 0 och B # 0 vara tva kvadratiska matriser sadana att AB = 0. Visa att
det A = det B = 0.

4.4.5. Lat A och T vara nxn-matriser och antag att T" &r inverterbar. Visa att
det (T'AT) = det A.
4.5 Geometriska tolkningar
4.5.1. Betrakta en fyrhérning med hérnen i P; = (z;,y;), se figuren. Visa att dess area &r

o ( )

xr1r T2
Yy Y2

y
A

Tro X3
Y2 Y3

r3 X4
Ys Y4

rq4 X1
Y4 U1

Py
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4.5.2.

4.5.3.

4.5.4.

4.5.5.

4 DETERMINANTER

Figur 4.3: Observera hornens inboérdes ordning.

Berdkna arean av fyrhorningen med horn i

(2,1), (=4,1), (-3,2) och (1,-3).
Anvind foregaende uppgift.
Betrakta parallellogrammen med kantvektorerna u = e < ; > ochv=e < 1 > Uttryck
dess area som en determinant och berékna den.
Betrakta den parallellogram som spanns upp av vektorerna

e; + 4es + 6es och  3e; + 2ey — 3es.
Uttryck dess area som en determinant och berdkna den.
Betrakta den parallellepiped som har fyra narliggande horn i
(—-2,4,1), (1,3,7), (2,-3,0) och (3,1,-1).

Uttryck dess volym som en determinant och berdkna den.
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5 Vektorrum

5.2

5.2.1.

5.2.2.

5.3

5.3.1.

5.3.2.

Definitionen

Avgor vilka av foljande méngder som dr vektorrum 6ver de reella talen (addition och
multiplikation med skalér &r de vanliga pa respektive méngd).

(a) M, = { alla polynom}

(b) My = { alla polynom av grad exakt 3 }

(¢c) M. = { alla polynom av grad < 3}

(d) My ={ alla 2x2 matriser med reella elemnt }

(e) M, = { alla reella funktioner definierade pa [—1,2]}

(f) My = C°(0,2)= alla reellviirda kontinuerliga funktioner med definitionsmingd ]0, 2|
(g) My = {f(z) € C®0,2): f(1)=1}

() M, = {#(z) € C°0.2): £(1) =0}

Definiera nya additions- och multiplikationsoperationer, A och M pa R = {z€R: >0}
enligt foljande: a,b € Ry, A € R

aAb=a-b, IMa = .

Visa att Ry &r ett linjirt rum om ”+” och 77 ersétts med A och M. Vilket blir det
nya nollelementet?

Underrum

Ar

(a) My = {(331,3:2) eR% 1 +xo # 0}
(b) My = {($1,$2) € R?: T+ o = 0}

underrum av R??

Vilka av foljande méngder #r underrum av R3? (se Exempel 5.3.5, sid 106 och Ex-
empel 5.3.6, sid 106)

(a) My = {(xl,xg,xg) e R3: 2y — 229 + 325 = 0}

(b) My = {(x 2o, x3) € R3: 2y — 219 + 33 = 1}

(¢) M= {(xl,xg,xg) eR 2y — 2294 323=0 och xz9—13= O}
(d) My = {(xl,xg,xg) eR3: 2y — 2294+ 323=0 eller x9—x35= 0}
(e) Ms={s(1,1,1) +¢(1,2,3) € R* s,t € R}

(f) Mg = {(1,1,1) +¢(1,2,3) € R* t € R}
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5.3.3.

5.3.4.

5.3.5.

5.3.6.

5.3.7.

5.3.8.

5.3.9. Reducera antalet vektorer som beskriver det linjéra holjet (se Exempel 5.4.7, sid 115):

5 VEKTORRUM

Beskriv médngderna geometriskt.

Lat Myy vara det vektorrum som bestar av alla 2x2-matriser med reella element och
utrustat med de vanliga ridkneoperationerna for addition och multiplikation med tal. Ar
méngden M = {A € Myy: det A = 0} ett underrum av Maq?

Lat U; och Uy vara tva underrum av ett vektorrum V sadana att U; N Uy # {0}. Ar
U; N Uy ett underrum av V?

Lat Uy och Us vara underrum av V sadana att U; N Uy = {0}. Definiera
U0, = {111 +us: u; € Uj,usp € UQ}.
Ar U; @ U, ett underrum av V?

Lat U; och U, vara tvé icke-parallella linjer genom origo i R3. Beskriv méngden U; & Us
(definieras som i uppgift 5.3.5).

Lat WCR* vara 16sningsméingden till ekvationssystemet (se Exempel 5.3.15, sid 110)

1+ w2+ 23+ 14 =0
i) - 2$4 =0 '
(a) Verifiera att vektorerna w; = (—4,2,1,1), wo = (=7,4,1,2) € W.
(b) Los systemet.

(c) Verifiera att varje 16sning dr en linjirkombination av wi och weo, d.v.s. W &r det
linjéra holjet av wi och wo sa att W &r ett underrum av R*. (Harav talar vi om
losningsrum nér det giller homogena ekvationssystem.)

Beskriv geometriskt foljande méngder i rummet (koordinater relativt nagon ON-bas)

2 0 2 -7 3

My=]el O ],el| 1 , My=le|l 6 |,e|-21 |,e| 9

i 2 0 -2 7 -3
i 1 3 2
Ms=lel|-2 |,el| 2 |,e]| 4
i 1 3 2

A 1 1 4\
(a) MIZ e 2 , € 2 , € -2 , € 8 )

-\ 3 1 1 3) ]

BA! 1 2 0\
(b) Mo=|e| 1 |,e|l O |,e| 0 ],e| 1

|\ 3 2 4 5) ]
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5.3.10.

5.4

5.4.1.

5.4.2.

5.4.3.

5.4.4.

5.4.5.

5.4.6.

Lat

1 1 1

1 1 1 1 +x9+x3+2x4 =0
U= |e e e ., V={eX eR%: och

1 1 0

1 0 1 x1 + 229 + 323+ 424 =0

beteckna underrum av R*. Ange underrummet U NV bade som hélje och 18sningsrum.
Ledning: Skriv U som lésningsrum (se Exempel 5.4.22, sid 124).
Linjirt (o)beroende, bas och dimension

Vilka av nedanstaende uppséttningar av vektorer i R? &r linjéirt beroende? (se Exem-
pel 5.4.2; sid 113)

(a) (1,0), (0,0)

(b) (1,2), (=2,-6)
(€ (1,2), (=2,-4)
(d) (1,0),(0,1)

(e) (1,0),(0,1),(5,3)

Vilka av nedanstaende uppséttningar av vektorer dr linjart beroende?

(se Exempel 5.4.7, sid 115)

(a) (1,-7,2),(0,5,-2),(1,1,1) € R?

(b) (1,-1,1),(2,1,-1),(1,-1,2),(1/2,7/9,14) € R3

(¢) (1,0,2,—1),(1,2,—1,0),(1,1,0,-1),(-1,-2,2,1) € R*
(d) z+2° z—2° 14z, 2° € Ps.

Skriv vektorerna u=(2, —1, —1), v=(2,1,1) och w=(z1, 2, z3) i R? som linjérkombina-
tioner av e=(1,0,1), f=(1,0,—1) och g=(0,1,1).

Skriv om méjligt vektorerna u = (2,4,1), och v = (1, —1,1) som linjarkombinationer av
= (1,1,1), f = (1,—1,2) och g = (1,—3,3). Vad &r villkoret for att w = (21, x2,x3)
skall kunna skrivas som en linjirkombination av e, f,g ? Tolka villkoret geometriskt.

Visa att vektorerna
(2,0,1,3), (0,0,2,2) (4,1,0,1), (6,1,1,4) € R?

ar linjart beroende. Skriv (2,0, 1,3) som linjirkombination av de 6vriga. Kan (0,0, 2, 2)
skrivas som linjarkombination av de évriga?

Ange alla a € R sadana att
(1,4,a), (2,2,0), (2,a,1) € R

ar linjart beroende.
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5.4.7.

5.4.8.

5.4.9.

5.4.10.

5.4.11.

5.4.12.

5 VEKTORRUM

e

flary

Il

|®
Q@2 2 2

s

[\

Il

|®

SIS T
N QN
QN =N

—_

vara vektorer i R*. For vilket eller vilka viirden pa a dr vektorerna linjért oberoende?
Visa att polynomen

pi(z) = 142z, pa(z) =z + 2, p3(x) =3 +u
i Py &r linjirt oberoende.

Undersok om
(5,-3,1,-1), (1,5,-3,2), (2,3,-2,1) ¢ R*

ar linjart beroende eller oberoende. Ange en bas for holjet av de tre vektorerna ovan
och utvidga denna till en bas i R?. (se Exempel 5.4.22, sid 124)

Ange en bas i vektorrummet
(a) M = {(:Ul,xg,xg) eER3: x1 + 19+ x5 = 0}
(b) My = {(xl,xg,xg) € R3: 2y = 229 och x5 = O}

Ange en bas i l6sningsrummet WCR? till ekvationssystemet

1+ w22+ 23+ 24 =0
201 + 290 — 3+ 24 =0 .
To + 3x3 + x4 =0

Betrakta e; = (1,0,0,0), e; = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), e4 = (0,0,0,1) € R*. Vekto-
rerna ey, es, €3, €4 kallas standardbasen i R%.

(a) Visa att ett godtyckligt element u = (z1, zo, x3,24) € R* kan skrivas som en linjir-
kombination av e, es, €3, e4.

(b) Lat e vara radmatrisen vars element &ér eq, eq, e3, ey, d.v.s.
e= (e e e3 ey).

Visa att det finns en 4x 1-matris X, koordinatmatrisen, sadan att linjirkombination-
en fran (a) kan skrivas som en matrisprodukt mellan 1x4-matrisen e av vektorer
och X, d.v.s. u = (21,22,23,24) = € X. Bestim X. Hur ser koordinatmatriserna
till standardbasvektorerna ut?

(¢) Betrakta u;=(1,2,3,4), up=(—1,1,2,-3), uz=(4, —3,4,2), wy=(1,-1,1,1) € R%.
Ange koordinatmatriserna till uy, ug, ug och uy med avseende pa standardbasen i
R*. Ar u;, us, us, uy linjért beroende eller oberoende?

(d) Betrakta det ekvationssystem du far i (c). Var i detta ekvationssystem kan du lésa
av koordinatmatriserna till uy, us, ug och uy?
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‘Hddaneﬂer, om inget annat anges, sa stir e = (e1 ez ... ey,) for standardbasen i R".

5.4.13. Vilj ut en bas for R bland vektorerna

-1 -3 0 1 -5
u=e€e| 2 |,uge=e| 5 |,uz3=€e| 3 |,yu=¢€e|-1 |,us=¢€e| 10
1 4 1 -2 8
Kan man ta tre, vilka som helst, av uy, ..., us till bas? Motivera.

(se Exempel 5.4.7, sid 115)

5.4.14. I vilka av nedanstaende fall &r £, f5, f3 en bas i Po? (se Exempel 5.4.27, sid 127)

(a) £ fo=a2? f3=2x
M) =14z fh=x f3=z+2°
) fi
(d)
)

(c L+x =22 f3=14z+ 2°

d
(e

5.4.15. Betrakta vektorrummet P3 bestaende av alla polynom i x av grad 3 eller ligre. Elemen-
ten 1,z, 22, 2% € Py utgér standardbasen i P3. (se Exempel 5.4.27, sid 127)

f, =8, f = 8z, f3 = 82
fi=1f=(@+1)?% f5=(z—1)°

(a) T analogi med uppgift 5.4.12 infor vi radmatrisen av basvektorer x = (1 x 2% z3).
Ange koordinatmatrisen for 1, z, 2% respektive 2° med avseende pa standardbasen i
P. Jimfor med koordinatmatriserna for standardbasvektorerna i R*. Vad ser du?

(b) Betrakta foljande polynom i Ps:

p1=14+2c+322+423, po=—1+42z+ 22> — 32>,
ps=4—3c+42>+223, pi=1—z+2>+2°

Ange koordinatmatriserna till py, p2, ps och p4 med avseende pa standardbasen i
P3. Ar p1, p2, P3, P4 linjirt beroende eller oberoende?

(c¢) Jamfor det ekvationssystem du far med det du fick i uppgift 5.4.12(c). Vad ser du?

5.4.16. Lat eq,es vara en bas i R? och siitt
Vi= €1 —€
vy = 2e1 + ey
. . L2 T oo 2 . . . .
Visa att vi,vy dr en bas i R*. Lat u = e 3 ) Bestam koordinaterna for u i basen

v1,Va. (se Definition 5.4.10, sid 117)

5.4.17. Lat e = (ej ey e3) vara en bas i vektorrummet V och lat u = 2e; + 3ey — 4es.

(a) Bestdam koordinatmatrisen Xe for vektorn u i basen e.
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(b) Infor en ny bas v = (vy vy v3) definierad genom

vi= e + 2e + e3
Vo = €] + e3 .
vy = —e; + €5 + 2e3

Bestdm koordinatmatrisen X, for u i basen v. (se Definition 5.4.10, sid 117)

5.4.18. Lat

fi=e fo=e f3=e fi=e och u=e

W =N
w N o=
N = OO
_ o O O
=N

Visa att f1, f, 5, £5 4r en bas i R*. Ange koordinatmatrisen for u i den nya basen f.

5.4.19. Lat vy, vg, v vara en bas for rummet V. Vilka av foljande méangder spénner upp V? (se
Sats 5.4.19, sid 121 och Sats 5.4.15, sid 120)

b

(c
(d) {vi+ve+vs,vi — vy +2vs,2vy + 3vs}

(a) {v1,2v1 +va,vi — vo +v3}
(b) {v1+va,vi —vs}

) {vi,vi — V3, Vi + V2, vi + Vo + v}

)
Ar varje méngd som spéinner upp V ocksa en bas i V?

5.4.20. Vilka av foljande méngder genererar Po? (se Sats 5.4.19, sid 121 och Sats 5.4.15,
sid 120)

My ={lL,z,2*},  My={l+=zz+2°1+2"},
Mz ={1+2) (1 -2)%1+2%).

5.4.21. Bestdm en bas i rummet
M = {(xl,xg,mg,m) eR* 3z 4+ 190 — a4 = 0}
och ange dess dimension. (se Exempel 5.4.12, sid 118 och Exempel 5.4.18(c), sid 121)

5.4.22. (a) Bestéim dimensionen av de nedanstaende underrummen U och V av R*: (se Defi-
nition 5.4.17, sid 121)

U= {(w1,22,73,74) € RY: @1 + 25 + 23 + 24 = 0},

1 1 1
-1 0 -2
V=lel , |el [-¢] 5
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5.4.23.

5.4.24.

5.4.25.

5.4.26.

5.4.27.

5.4.28.

5.4.29.

(b) ArVcuU?
(c) Ar V=107
Vektorerna
vi=(1,1,1,1), vy =(1,2,3,4), wv3=(1,1,—-1,—-1) e R

ligger i 16sningsrummet W till ekvationen z; — 29 — 3 + x4 = 0. Hérled ett villkor for
att u = (z1, 29, x3,24) skall vara en linjirkombination av dem. Spénner de upp hela
W? (se Exempel 5.3.11, sid 109)

1 0 1 2 -2
. 2 1 0 1 . B 3
Lat U= |e el el el och séitt u=e 1
1 2 0 -1 6
Bestdm dimensionen av U och avgor om u tillhér U eller ej.
Undersok om foljande likheter giller:
(a) [(1,1,0),(1,0,1)] = [(1,2,-1),(2,1,1)]
(b) [(1,1,0),(1,0,1)] = {(21, 22, 23) € R* 21 — 25 — 3 =0}
(¢) [(1,1,0),(1,0,1)] =[(2,3,0),(0,1,-2),(2,1,1),(1,1,1)]
Betrakta foljande underrum av R*:
1 0 4 -3
0 1 -5 2
Mi=tel | el || M= e, |e|
0 1 -5 2

Visa att M; = M.

Visa att nedanstaende méngder &r linjiart oberoende och fyll sedan ut dem till en bas
for respektive rum:

(a) {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,1,—1,1)}CR?,
() {(1,1,2,1),(2,3,2,1)}CR*,
(c) {(1,1,2,1),(1,0,1,0)}CW = {QX € R*: x1 — X — X3+ 2wy = 0}-

1 0
Givet vektorerna f; = e| 2 |, f; = e| 1 |, ange en vektor f3 sadan att fy,fs, f3
3 7

bildar en bas for R3. Ange ett nodvindigt och tillriickligt villkor pa fs:s koordinater i
standardbasen for att f3 skall duga som utfyllnad.

Ange en bas for UNV om U = [(1,1,1),(1,0,—1)] och V =(2,1,1),(1,0,1)]. Beskriv
de ingaende rummen geometriskt.
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5.4.30.

5.4.31.

5.4.32.

5.4.33.

5.4.34.

5 VEKTORRUM

Bestdm en bas i, och dimensionen av nedanstaende linjira holjen:

Ml = [(1707 1707 1)7 (1707 17070)7 (0707 17070)7 (07070707 1)7 (17070707 1)]7
M, = [(1,1,0,0,1),(0,0,0,1,0), (1,0, —2,1,0), (1,1,-1,0,1), (0,0,1, 1,0)].

Ange en bas i, och dimensionen av My N M.

Lat p1, p2, p3 vara tre polynom i P som alla har olika gradtal. Visa att py, pa2, p3 &r en
bas for Ps.

Vektorerna vi,vs, ..., vy € R" dr linjart oberoende. Vad dr dimensionen av det under-
rum som genereras av vektorerna

Vi — V2, Vo = V3,..., Vi1 — Vi, Vi — V17
Lat
1 1 0 1 0 1
2 1 1 -1 1 1
U=1]le| 0 |,e] 1 |,e]| 2 och V=1|e| 1 |[,e] 1 |,e] O
1 0 -3 3 0 1
-4 -3 0 0 0 1

Bestim ett underrum W av R® sadant att
dimW = 3, dim (WNU) =2 och dim (WNV) = 2.

Ange en bas och dimensionen for det underrum M av R® som genereras av

1 2 0 2
0 1 0 2
uy=e| 1l |,uw=e| 2 |,u3=¢e| 0 |, uu=¢e| 2
0 0 1 2
1 2 0 2

samt utvidga den framtagna basen till en bas for R. Los uppgiften pa tva olika sétt
genom att folja nedanstaende 16sningsvigar:

I. (a) Bilda en linjarkombination av uj, ug, us, uy och sétt dels = 0, dels = godtyck-
lig vektor. Ger tva ekvationssystem med samma vénsterled och olika hogerled.
Overfor till triangulir form (behandla bada hogerleden samtidigt). LOS INTE
SYSTEMET!

(b) Betrakta forst systemet med nollor i hogerledet. Hur manga nollrader far du?
Hur manga parametrar innehaller 16sningen (16s inte systemet)? Ar nagon av
uy, Us, ug, uy en linjirkombination av de andra? dim M =7 Ange ett samband
mellan dim M, antalet kolonner och antalet parametrar i l16sningen.

(c) Stryk sista ”vénsterledskolonnen” i det trianguléra systemet, fortfarande nol-
lor i hogerledet. Hur ser motsvarande ursprungssystem ut? Hur forhaller sig
losbarheten i det bantade systemet till det ursprungliga systemet? Vilken
linjdirkombination svarar det bantade systemet mot? Vad kan nu sédgas om
vektorerna i denna linjarkombination?
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5.5

5.5.1.

5.5.2.

5.5.3.

5.5.4.

(d) Nu till godtyckligt hogerled. Under vilka villkor pa hogerledet #r systemet
l6sbart? For ett givet hogerled, vad kan sdgas om hogerledsvektorn ifall sy-
stemet inte dr losbart?

(e) Utfyllnad till bas for R®: Vad maste vi kriva av de element vi fyller ut med?
Hur skall utfyllnaden véljas?

II. (a) Fyll direkt ut med fem vektorer som spénner upp R, t.ex. standardbasen.
Bilda en linjirkombination av alla de nio ingaende vektorerna och siatt = 0
(uy,...,uy forst). Ger homogent ekvationssystem. Overfor detta till triangulér
form.

(b) Studera det triangulerade systemet. Hur kan du pa detta se vilka av de nio
vektorerna som kan skrivas som linjarkombination av de andra. Stryk kolon-
ner, fran hoger, till dess du far ett entydigt losbart system.

(¢) Vilken linjirkombination svarar detta system mot? Vad kan sigas om vekto-
rerna i denna linjadrkombination?

(d) Vilka kolonner strék du? Med ledning av detta, ange en bas i M samt dim M.

Fordelar, nackdelar med de olika metoderna? Diskutera.

Basbyte

Lat e;, ey vara en bas i R? och sitt (se sid 130-131)
fi= e —e
fo =2e; +e

Visa att f,f dr en bas i R% Lat u = e <:2))
fi, .

>. Bestam koordinaterna for u i basen

Lat e;, ey vara en bas i R? och sitt

f; = —4deq + 3ey
f2 == 361 — 262 ’

Visa att £, f5 4r en bas i R2. Vilket samband rader mellan koordinaterna relativt baserna
e och f7 (se sid 130-131)

Visa att  (2,0,2),(1,1,1),(0,1,—1) utgdr en bas for R® och ange koordinaterna for
(3,—1,5) idenna bas. (se Sats 5.6.1, sid 131)

Lat e och f vara baser i R? for vilka géller

fi =2e; + e
fo=2e; + ey + e3 .
fs = 2e; + 2ey + e3

Bestédm koordinaterna fér u = 4e; — 5e; i basen f. (se Sats 5.6.1, sid 131)
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5.5.5.

5.5.6.

5.5.7.

5.5.8.

5.5.9.

5 VEKTORRUM

Lat e, f och g vara baser i ett vektorrum V for vilka giller att

2 1 11
£:§<1 2>:§ﬂ0® g:§<4 1>=§B-

Bestdm dimV. Ange en matris T3 sadan att g = £ T5.

Koordinatsambandet vid ett basbyte ges av

3y1 = —x1 + 4o + 23
3yo = 221 + w9 + 73 .
3y3 = — 3:62

Bestdm transformationsmatrisen som formedlar basbytet fran e till £ (koordinaterna x;
hor ihop med e). (se Sats 5.6.1, sid 131)

Betrakta vektorerna

1 1 8
u=e| 1], w=el|ll]|, uz=e| 5
1 -1 2

2 0 1
w=f3], wm=f(1], u=£f|0
5 2 1

En ogenomskinlig parallellepiped i rummet har ett hérn i origo och tre nérliggande horn
i(1,2,1), (—=1,0,1), (1,-1,1). (se Exempel 5.6.2, sid 131)

1
(a) Var skir linjen L: e X =te | 1 | epipeden férutom i origo?
2

12 11
(b) Hur av manga epipedens sidytor dr synliga fran punkten <€, 1, g> ?
Visa att polynomen p; = = + 1, po =  — 1, p3 = 2> + z + 3 utgor en bas for Py. Lat
x = (1 z #?) = standardbasen i Py och siitt P=Pi1p2p3)=(z+1ao—-1 2+ 2 +3).
Bestdm transformationsmatrisen 7" sadan att p = xT'.
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6 FEuklidiska rum

6.2

6.2.1.

6.2.2.

6.2.3.

6.2.4.

6.2.5.

Skalarprodukt

Lat u = (z1,22), v = (y1,72) € R% Vilka av foljande funktioner fran R?xR? till R #r
skaldrprodukter pa R?? (se Definition 6.2.1, sid 136)

(a) (ulv) =11 + z2y2 +2

(b) (ulv) = zay2

(¢) (ulv)=21y1 + 21Y2 + T2y1 + 272Y2
(d) (ulv) = z1y1 + 212 + T2Y1 + T2Y2

Vilka av nedanstaende operationer definierar skaldrprodukter pa respektive rum?

(a) V=C(a,b), rummet av funktioner kontinuerliga pa [a, b],

)= [ 10atn

dar p(t) > 0 och p € C(a,b). (se Exempel 6.2.4, sid 137)
(b) V=P, (flg) = f(0)g(0) + f(1)g(1) + f(2)9(2).
(c) V="Ps, (flg) = f(0)g(0) + f(1)g(1) + f(2)g(2).
Ange alla talpar a,b sadana att

(u|v) = 1y1 + 3w1Yy2 + awayr + broys

definierar en skalirprodukt pa R?. (se Exempel 6.2.5, sid 138)
Ange for vilka varden pa a som

(u|v) = z1y1 + 5w2y2 + axzys + 2x1y2 + 2x2y1 + 3x1y3 + 3w3y1 + 4woys + 4x3y0
definierar en skalirprodukt pa R®. (se Exempel 6.2.5, sid 138)

Berikna |ul, |v| och (u|v) da u = (1,0,2), v = (=2,3,1) € R? och R? utrustats med
skaldrprodukten

(a) (u|v) = z1y1 + ®2y2 + x3y3 (standardskaldrprodukten),

(b) (ulv) = z1y1 + 3x2y2 + x3y3 + T1Y2 + T2Y1.

I fortséttningen kommer vi att beteckna ett godtyckligt euklidiskt rum med E. Beteckningen
R™ kommer fortsédttningsvis endast att anvindas om det euklidiska rum som fas da R" forsetts
med standardskaldrprodukten som skalarprodukt.

6.2.6.

u, v € Eoch [u+v| =05, |ul =2 och |v| = 4. Berikna (u|v). (se beviset av Pythagoras
sats, Sats 6.2.8, sid 140)
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6.2.7.

6.2.8.

6.2.9.

6.2.10.

6.2.11.

6.2.12.

6.2.13.

6.2.14.

6.2.15.

6 FEUKLIDISKA RUM

Lat u och v vara vektorer i ett godyckligt euklidiskt rum E. Visa
(a) Pythagoras sats: u L v = [u+v|> = |u]® + |v|?,

(b) parallellogramlagen: |u + v|? + |u — v|* = 2u|? 4 2|v|*.

Lat u och v vara vektorer i ett godyckligt euklidiskt rum E. Hur forhaller sig u till v
om |u+v|=|u—v|?Rita figur for fallet E = R? forst innan du visar det allméinna
fallet.

Lat u, v och w vara tre enhetsvektorer i [E som uppfyller

(uv) ==, (ulw) = % och (vlw) = %

DO | —

(a) Konstruera en vektor # 0 som &r ortogonal mot u och v. (Ledning: Ansétt den
sokta vektorn som en linjirkombination av, t.ex. v och w.)

(b) Visa att u, v, w é&r linjirt oberoende.
Infor skaldrprodukten
)= [ s@atwas
i rummet Py. Berdkna ldngden av 1 4+ 3.
Lat E vara det euklidiska rum som fas da R? forses med skalirprodukten
(ulv) = 2z1y1 + 21y2 + 201 + T2Y2.
Ange en enhetsvektor v € E som #r ortogonal mot u = (1,2).

Lat u = (1,2,3,4), v = (2,3,4,1) € R, Beriikna uev och verifiera att Cauchy-
Schwarz olikhet giller. (se Sats 6.2.12(a), sid 141)

Visa att
rT1+T2t+r3t+Ts =2 = :c%%—x%%—x%—l—xiZl.

Ange ett u = (1,79, 23,24) € R? sa att likhet rader. (se Sats 6.2.12(a), sid 141)
Lat (21,22, 23) € R? vara sadan att 27 + 23 + 22 = 1. Visa att
‘.%'1 + 229 + 31‘3‘ < V14.

Ange de (z1, 29, 23) € R? for vilka likhet rader. (se Sats 6.2.12(a), sid 141)

En tank med rektanguldra sidor skall tillverkas. S6k den maximala arean av tankens
begransningsytor om rymddiagonalens lingd &r 4 meter. Vilken form har tanken da
sidoytorna har den maximala arean? (se Sats 6.2.12(a), sid 141)
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6.3
6.3.1.

6.3.2.

6.3.3.

6.3.4.

6.3.5.

6.3.6.

6.3.7.

6.3.8.

ON-baser

Bestdm en ON-bas for underrummet
U=[(1,2)] c R?
och fyll ut den till en ON-bas for hela R2.
Bestdm en ON-bas for underrummet
U=[(1,2,3),(1,-1,1)] c R®
och fyll ut den till en ON-bas for hela R ("kryssa” dig fram).

Betrakta underrummet

1 1 &

0 1 1
U=|u=e| | m=e|l | u=el [|cR"

0 1 1

(a) Visa att uj, ug, us ér parvis ortogonala.
(b) Utga fran uy, ug, us och ange en ON-bas for U.

(¢) Fyll ut med en vektor (z1,zo,23,24) sa att vi far en ON-bas for R* (Skriv ortogo-
nalitetsvillkoren som ett ekvationssystem, 16s det och normera l6sningen).

Beskriv det ortogonala komplementet till ett plan, genom origo, i R3. (se Figur 6.2,
sid 146)

Ange det ortogonala komplementet, U* till underrummet U i uppgift
(a) 6.3.1, (b) 6.3.2, (c) 6.3.3.

Dela upp vektorn v i komponenter, v = M + v, da

(a) v=(1,5) och U &r underrummet i uppgift 6.3.1,

(b) v =(2,-9,10) och U &r underrummet i uppgift 6.3.2,

(¢) v=1(0,0,2,10) och U dr underrummet i uppgift 6.3.3 (se Exempel 6.3.10, sid 147).

Bestdm ocksa avstandet mellan v och underrummet. (se Sats 6.3.15, sid 150)

Ange koordinaterna for vektorn (se Sats 6.3.12, sid 148 och Exempel 6.3.13, sid 148)
(a) v=1(2,5) i den ON-bas du konstruerade i uppgift 6.3.1

(b) v =(2,-9,10) i den ON-bas du konstruerade i uppgift 6.3.2,

(¢) v=1(0,0,2,10) i den ON-bas du konstruerade i uppgift 6.3.3.

Lat e vara en ON-bas i R* och 1at f; = 2e; +es + 2e5 + €4 och 5 = 2e; + 5es + €3+ dey.
Bestdm talet A sa att Af; 4+ f5 blir ortogonal mot fj.
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6.3.9. Bestdim ON-baser i nedanstaende linjéra holjen i R* och ange héljenas dimension (se
Exempel 6.3.18, sid 152):

2 4 1 1 2
1 -5 0 1 1
@ Jef o el 1|0 ® el el [els ||
1 3 0 1 1
1 0 2
1 4 1
© lef 1 [l [e] o
1 1 0

6.3.10. Gor om uppgift 6.3.9 (c) genom att folja nedanstaende:
(a) Skriv om holjet som ett 16sningsrum pa vanligt sétt.

(b) Kontrollera att din ekvation &r korrekt genom att sétta in vektorerna som genererar
holjet i i ekvationen.

(c) Valj tva ortogonala vektorer som uppfyller ekvationen och som har nollor pa olika
stéillen, i detta fall, t.ex. (a,b,0,0) och (0,0, ¢, d). Hur forhaller sig a och b till varann?
c och d? Vilj enklast mojliga virden pa a, b, ¢, d och normera.

(d) Hur skall en tredje vektor se ut for att sikert vara ortogonal mot de forsta tva?
(e) Ansitt en sadan och sétt in i ekvationen. Vad far du for villkor?
(f) Vilj enklast mojliga virden pa konstanterna och normera.

Att 1osa uppgiften pa detta sitt blir inte nodvindigtvis enklare. Steg (a) och (b) &r
dock alltid anvéndbara.

6.3.11. Lat v = (2,—4,11,3). Dela upp v i komponenter sa att

vVv=v, +V och ange min|v—u
ju™ Viu g ueU| |

dér U dr underrummet i
(a) uppgift 6.3.9 (a), (b) uppgift 6.3.9 (b).

6.3.12. Lat U = [(1,—1,1,—1),(1,2,3,4)]CR*. Bestim en ON-bas for Ut. Skriv Ut som ett
l6sningsrum till ett ekvationssystem. (se Exempel 6.3.7, sid 145)

6.3.13. (a) Fyll ut ON-basen som konstruerades i vning 6.3.9 (a) till en ON-bas for hela R*
genom att bestimma en ON-bas i dess ortogonala komplement.

(b) Anviind ON-basen i U+ till att beréikna (2, —4, 11, 3),y=(2,-4,11,3) ., direkt.

ot

6.3.14. Lat M = {e X € R°: AX = 0} dar

o

I
TN =~
== N O
TN — =~
=N O
TN R R
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6.3.15.

6.3.16.

6.3.17.

6.3.18.

6.3.19.

6.3.20.

6.3.21.
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d.v.s. M &r 16sningsrummet till det homogena ekvationssystemet AX = 0. Visa att M
ar ett underrum av R® och ange en ON-bas i M.

Lat ug = (—1,3,2,4) € R*. Bestdm en ON-bas i underrummet
M:{u€R4: uouO:O}.
Fyll sedan ut denna till en ON-bas for R%.
Bestdm en ON-bas i underrummet
V= {(xl,xg,xg,x4) eR* — 21 + 3xg + 225 + day = O} .
Fyll sedan ut denna till en ON-bas for R%.

Lat u=(1,1,1,1) och

1 1 3 4 3
- 0 1 2 3 4 4
W= |e L lel el o el [y CR".
0 -1 1 0 -1

(a) Skriv W som losningsrum. (se Exempel 5.4.22, sid 124)

(b) Bestim u, och u _ (anviind Sats 6.3.9, sid 146 pa den av W och W+ som har

W  yy (
lagst dimension).

(c) Berédkna min |u — w| och ange vilket w € W som ger det minsta virdet. (se
we

Sats 6.3.15, sid 150)

Vilka av nedanstaende matriser dr ortonormala (se Definition 6.3.22, sid 156 och
Sats 6.3.23, sid 156):

1111

PR A A gi_g oL 1 1-1-1
T2\-v3 1) V6 /3 2 0’ T2l 1-1-1 1
B 1-1 1-1

Antag att A och B &r ortonormala matriser av samma ordning. Visa att ocksa matriserna
AB och AB! ir ortonormala.

Visa att determinanten av en ortonormal matris ar 1 eller —1.

Lat P vara en nollskild nx1-matris. Visa att nxn-matrisen

2
H=I-—pPP!
pPtp

dr symmetrisk och ortonormal.
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6.4

6.4.1.

6.4.2.

6.4.3.

6.4.4.

6.4.5.

6.4.6.

6 FEUKLIDISKA RUM

Minstakvadrat-metoden

Bestdm minsta-kvadrat-losningarna till nedanstaende olosbara ekvationssystem:
(se Sats 6.4.1, sid 162)
1+ x9 +23=4
—x1 + 29 +x3=0
—To+23=1 '
X1 + x3=2

T+ 19 =3
(a) ¢ —2z1 + 322 =1, (b)
2I1 — T2 = 2

Bestdm minsta-kvadrat-losningen till matrisekvationen AX = B dér (se Sats 6.4.1,
sid 162)

10 1

A=10 1 och B=1[1

1 1 0

Lat My vara rummet av 2x1-matriser och e standardbasen i R3. Berikna

min |e AX —eB|.

XeMs 1
Samma uppgift som 6.4.2 med
1 0 1 1
A=11 1 0 och B=|1
0 1-1 1

Forklara, i geometriska termer, varfor du far oandligt manga l6sningar. Vad hdnder med
parameter-delen av 16sningen da du multiplicerar med A fran vanster?

Ange den linje y = kxr + m som i minsta-kvadratmening bést ansluter till virdena i
nedanstaende tabell:

T 1 2
y | 5] 6 | 10] 12 ] 17

Ange den andragradskurva y = az? + bz + ¢ som i minsta-kvadratmening bist ansluter
till vardena i nedanstaende tabell:

x
y [ 2] 1]

Lat e vara standardbasen i R*. Berikna ey, med minsta-kvadratmetoden da (se Ex-
empel 6.4.2; sid 162)

2 4 1 1 2
1 -5 0 1 1
@ U= el [el ]| b) U= el | el [-e] 5 ||
L\ 1 0 1 1
[ /1 1 3 4 3
0 1 2 3 4
© U=1lel ; |e|l; |'¢| o el ]y
0 -1 1 0 -1




6.4 Minstakvadrat-metoden

Bestdm ockséa, med ledning av minsta-kvadratlosningen, mi%jl le;r — u| och dimU.
uc

6.4.7. Bestdm @ R-faktoriseringen av (se Exempel 6.4.4, sid 164)
1

—

o

N—

&

Il
N
=~ Ww NN = O

47
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7 Linjira avbildningar

7.2

Definitionen

Om inget annat anges kommer bokstiverna X,Y, Z, i detta avsnitt, att sta for kolonnmatri-
ser. Om det star, t.ex. e X déir e ar en bas for nagot n-dimensionellt vektorrum sa ar det
underforstatt att

I

H)
X =

Tn,

ar koordinatmatrisen for ett element i vektorrummet, d.v.s. en nx1-matris.

7.2.1.

7.2.2.

7.2.3.

7.2.4.

Vilka av foljande avbildningar F: R"—R™ &r linjira? (se Definition 7.2.1, sid 170)

(a) F(eX) = (z1,0,...,0)
(b) F(eX) = (x1+ 1,20 +1,...,2, + 1)
(c) FleX)=(1,22,...,2p)

(d) F(eX) = (z122, 233, - . ., Tn1Zn, Tn1)

Vilka av foljande avbildningar &r linjéra?

(a) F:C'(a,b)—C(a,b) definierad genom F(f) =

d
d—f (se Exempel 7.2.5, sid 172)

d
(b) F:P,—P, definierad genom F(f) =« d—f (se Exempel 7.2.5, sid 172)
T

(¢) F:P,—R definierad genom F(f) = f(17)

(d) F:C(R)—C(R) definierad genom F(f) = /r f(t)dt
0

Antag att F:L—M é&r en linjér avbildning som i baserna e = (e e2) och f = (f; f5 f3)
i L resp M ger:

1 0
Fle))=f| 2], F(ex)=1|[-2
3 1

Ange bilderna av u = e < :1)) > ochv=e < 1 > under avbildningen F.
Lat e; och f, vara standardbaserna i R? resp R% Finns det nagon linjir avbildning
F:R3>R? sadan att

1

1 L 0 2 1
e;| 1 ri>f2<0>, e;| O 'Lf2<1>, e 1 'Lf2<_1>-
0 1 1
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7.3

7.3.1.

7.3.2.

7.3.3.

7.3.4.

7 LINJARA AVBILDNINGAR

Matrisframstéllning

De linjéira avbildningarna F, G: R?>—R? ges av

(a) F(x1,x2,23) = (#1 — V3zo + mz3 , (In2)x1 + (sind)zy — (3e)z3).
(b) G(z1,x2,x3) = (x1 + 222 + 323,421 + Sxo + 623)

Bestém matrisen med avseende pa standardbaserna i R? och R? till F' respektive G. (se
Sats 7.3.1, sid 174)

De linjéra avbildningarna F, G:R*—<R3 ges av (se Sats 7.3.1, sid 174)

X1 xr1 — \/§$2 + T3
(a) Flel| =e| (In2)z; + (sind)xs — (3e)xs
T3 T — 2x9 + Tx3
T T + 229 + 313
(b) Glel| =z =e 4x1 + dxo + 6x3
x3 (In2)xy + (sind)ze — (3e)xs

Bestém matrisen med avseende pa standardbasen i R? till F' respektive G.

Lat F: R*—R3 vara en linjér avbildning som i standardbasen har matrisen

-5 -1 4
A=1-2 0 2
-7 -1 6

Berdikna (a) F(e1), (b) F(eq2), (c) F(es), (d) F(1,2,3), (e) F(1,1,2),
(f) F(1,0,1), (g) F(1,-1,1).

Bestdm matrisen till nedanstaende linjéra avbildningar med avseende pa standardbasen
i respektive rum: (se Sats 7.3.1, sid 174)

(a) F:R?*=R? och F(e)) =e ( Z >’ Fles) = e (_7; )

2 -2m 3T
(b) F:R3>=R3>och Fle;)=e| -e |, F(es)=e| V3 |, Fles)=e| -V7
In2 sin 3 tan 5
2 3T
) 1 - 0 ~V1
(c) F:R?2=RS ochF<§2<O>>:g5 In2 |, F<§2<1>>:§5 tanb
cos 3 In3
V5 2e

(d) F:R3>=R? och

F(1,0,0) = (2,7), F(0,1,0) = <\/§,ln3>, F(0,0,1) = (tan1,\/5>
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7.3.5.

7.3.6.

7.3.7.

7.3.8.

7.3.9.

7.3.10.

7.3.11.

Antag att F: U—V &r en linjéir avbildning som i baserna e =(e; e2) och f =(f; f5 f35 fy)
i U resp V definieras av

1 0
() Fle=£| 5 |, Fle)=t _3 > () {?E;; B 2f; + 36,
0 3

Ange avbildningens matris relativt de givna baserna.

Bestdm matriser relativt standardbasen i P3 for avbildningarna F, G, H:P3—P3 som

definieras av (se Exempel 7.3.4, sid 175)
2

(@) Fio) = 2, () G() = T8, () Hiplw) = L.

Lat x1,x9,x3 vara koordinater med avseende pa en positivt orienterad ON-bas e i
rummet. Bestdm matrisen i basen e for foljande linjédra avbildningar genom att tédnka,
inte rdkna:

(a) spegling i planet x3 = 0,
(b) ortogonal projektion pa planet z1 = 0,

(c) likformig strickning med en faktor 3

1 1
(d) vridning g kring e [ 0 | moturs sett fran toppen ave | 0
0 0

En linjir avbildning F: R?>—R3 definieras av
F F F
(1,1,0) — (2,1,0), (0,1,0) — (—1,2,1), (0,1,1) — (2,1,5).
Bestam F':s matris relativt standardbasen.

Lat F:R*—R? vara en ortogonalprojektion planet IT : —xz + 2y + z = 0. Bestdm F's
matris i standardbasen. (se Exempel 7.3.4, sid 175)

Lat G:R*—R? vara en spegling i planet II : —x + 2y + z = 0. Bestdm G:s matris i
standardbasen. (se Exempel 7.3.4, sid 175)

1
Lat e vara en hoger ON-bas i rummet och séitt a = g(el + 2e9 +2e3). Bilda en ny hoger
ON-bas f genom

1 1
fi=a, f,= 3(261 — 2e9 + 63), f3 = 5(261 +es — 263).

Definiera avbildningen F' pa rummet som F(u) = a x u. Bestdm F':s matris relativt
basen (a) e, (b) f,
genom att berdkna basvektorernas bilder.

(c) Titta igenom definitionen av hogersystem och vektorprodukt. Forklara, utan att
rikna, varfor resultatet i (b) blir som det blir.
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7.3.12.

7.3.13.

7.3.14.

7.4
7.4.1.

7.4.2.

7 LINJARA AVBILDNINGAR

Lat e vara en hoger ON-bas och F' ortogonalprojektion i planet x1 +xo—x3 = 0. Bestdm
F':s matris relativt e genom att beridkna basvektorernas bilder. Gor detta genom att
svara pa samt folja nedanstaende fragor och anvisningar:

(a) Lat u; = e; — ez och uy = ey + e3. Ange planets normal n och verifiera att u; och
uo tillhor planet.

(b) Vad blir F(planets normal)? F'(vektor i planet)?

(c) Vivill berdkna F'(e;). Utnyttja (b) och att F' &r linjar for att erhalla, t.ex.

F(ul) :F(e1 —eg) :F(el) —F(eg) = €1 — €.

Ta fram motsvarande samband for F'(ug) och F(n).

(d) Vi har nu tre samband och tre obekanta, F(e;), F'(e2), F(eg). Los ut dessa som
linjirkombinationer av ej, eq, eg och skriv F'(e;) pa formen e X;.

(e) Skriv upp matrisen.
Samma som 7.3.12 men med F' = spegling i planet.

Gor som i 7.3.12 fran (b) och framat (sam-
ma plan II men byt n mot v nedan) med F

som sned projektion ldngs riktningen
v =e; + e+ e3 (se figur). / K

Basbyte

Lat F:R?2—R? vara en linjir avbildning som i standardbasen e har matrisen

1(4-2
Ae_5<—2 1)'

1 2 1 1
Infér en ny bas f; = — e ,fh=—e . Bestdm F':s matris i basen f. Tolka
v \/5‘<—1> ? ﬁ‘<2> -

och beskriv i ord vad F' gor med vektorerna i R?. (se Sats 7.4.1, sid 178)

Lat F:R3*—=R3 vara en linjir avbildning som i standardbasen har matrisen

L[ 2 2
Ae=5 (2 1-2
2 -2 1
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7.4.3.

7.4.4.

7.4.5.

7.4.6.

7.5

7.5.1.

7.5.2.

Infér en ny bas (se Sats 7.4.1, sid 178)
-1 1 -1

1 1 1
£, £y = 1

fi=—7el 1 =—=e| 1 —=e
e V2t V6oL,

Bestém F:s matris i basen f. Tolka och beskriv i ord vad F' gér med vektorerna i R?.

Samma avbildning som i 7.3.12. Tank ut en bas i vilken matrisen far ett mycket enkelt
utseende (se 7.3.7 (b)). Berékna, med hjilp av basbytesformeln, matrisen i standardba-
sen. (se Exempel 7.4.3, sid 179)

Samma avbildning som i 7.3.14. Ténk ut en bas i vilken matrisen far ett mycket en-
kelt utseende. Berdkna, med hjéilp av basbytesformeln, matrisen i standardbasen. (se
Exempel 7.4.3, sid 179)

Den linjéra avbildningen F:R*—R? ges i standardbasen e av
F(QX) = (3:1 + xo — 223,221 — 223, —271 + 229 + $3).

Bestdm F':s matris i basen f = (e; +e2 2e; +2e3+e3 e; +e3). Ange dérefter, utan
att rikna, F'(f), F(f3) och F(f3) uttryckta i basen f.

Betrakta lésningsrummet W = {gX eER3: 1 — w9+ 235 = 0} och sitt f; = (1,0,—1),
b= (1.1,0), g = (2,1,~1) och g = (1,2,1).

(a) Verifiera att f och g &r baser i W.

(b) Antag att F: W—W ges av matrisen

1 1
(o 1)
relativt basen f. Bestdm matrisen relativt basen g.

Viarderum och nollrum

Beskriv virderum och nollrum till féljande avbildningar. (se Exempel 7.5.3, sid 180)
(a) F(u) = u:s ortogonala projektion pa ett plan, genom origo, i rummet,
(b) F(u) = w:s ortogonala projektion pa en linje, genom origo, i rummet,
(¢) F:Py—Py, F(p) =7,
xT

(d) F:P,—P,41, F(p) :/ p(t)dt,

0
(€) F:Py—Py, F(p(z)) = 2p(z) — 2 (2).
Finns det nagon linjir avbildning F: R*—R* som uppfyller

(a) N(F)=1[(0,1,0)] och V(F) = {X € R": 2y + x5 + 23 + 24 = 0},



54

7.5.3.

7.5.4.

7.5.5.

7.5.6.

7.5.7.
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(b) N(F)={0} och V(F)={X € RY: 2y — @y + 13 — x4 = 1},
(c) N(F)={X €R®* z; + 25+ 23 =0} och V(F) = [(0,1,0,0)]?
Om det inte finns nagon, motivera varfér. Om det finns, ge ett exempel.

Lat F:R*>—-R? vara en linjir avbildning som i standardbasen ges av matrisen (se
Exempel 7.5.5, sid 181)
10

4
A= 2
0

N O N

2
6
(a) Beskriv V(F) bade som holje (med sa fa element som mdjligt) och som 16sningsrum.

(b) Verifiera att matrisens kolonner uppfyller ekvationen som definierar 16sningsrum-
met.

(¢) Verifiera att (11,7,—3) € V(F).
(d) Ange alla vektorer i definitionsmingden (R?) som avbildas pa (11,7, —3).

e) Skriv 16sningen i (d) pa formen X = X, +¢X},. Berdikna AX,, och AX}. Kommentera
p p
resultatet.

(f) Ange en bas for N(F') samt dess dimension.

Bestim baser for N(F) och V(F) till den linjira avbildning F: R*—R? som i standard-
basen ges av matrisen (se Exempel 7.5.5, sid 181)

1-1 1 02 4 1 2 3
(@ -1 1 2], ®[113], (|2 46
1 3 3 125 3.6 9

I deluppgift (b) och (c) ovan, skriv V' (F') som ett 16sningsrum och verifiera att matrisens
kolonner satisfierar respektive ekvationer (varfor inte i (a)?).

Avbildningarna F, G: R*—>R? ges i standardbaserna for respektive rum av matriserna

1 2 2 3 1 1 2 0
A=(3 2 2 1 och B=|1 2 2 3
21 10 2 1 4-3

(a) Har N(F) och N(G) nagot gemensamt element # 07
(b) Har V(F') och V(G) nagot gemensamt element # 07

Den linjéra avbildningen F:R*—R* ges i standardbasen e av

xr1 3r1 4+ x3 — 4xy
Fle To — e 2x1 + 190 — 324

T3 T, + 229 + x3 — 41y

T4 —x1 — X9 — T3+ 314

Bestdm F':s matris i standardbasen samt baser for F:s nollrum respektive virderum. (se
Exempel 7.5.5, sid 181)

Konstruera en matris som definierar en avbildning F: R3—R? som har

N(F)=[(-4,1,1)] och V(F)=1[(2,1,1),(6,1,2)].
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7.6
7.6.1.

7.6.2.

7.6.3.

7.6.4.

7.6.5.

7.6.6.

Sammansatta avbildningar

Lat F,G: V=YV vara linjdra avbildningar, dimV < co. Visa att
(a) N(F)CN(F?), (b) V(F2)CV(F),

(c) N(F)NV(F) = {0} = N(F) = N(F?) och V(F?) = V(F),
(d) N(G)CN(Fo@G), (e) V(FoG)CV(F).

Avbildningen F: R3—R? ges i standardbasen av

2 -1 -1 1-2 1
@) [ 1-2 1], ® | 1-3 2
1-1 0 1 2-3

Bestdm baser for

N(F), V(F), N(F)NV(F), N(F?), V(F?).
Gar det att, i nagot av fallen, hitta en bas for R bestaende av element ur N (F) och
V(F)?

(a) Bestam A% (= A-A) da
= < cos -sina > ‘
sina  cosa
(b) Lat e vara standardbasen i R?. Sitt X, = < (1) ) och Xy = < (1) ) sa att e; = e X;.

For a = 60°, rita i samma koordinatsystem vektorerna e;, e;, e AX; och e AXs.
Hur forhaller sig e AX; till e;?

(c) Bestdam A", n > 3.

Avbildningarna F: R*—R? och G: R*—R* ges i standardbaserna for de inblandade rum-
men av matriserna

121
2-1 1 5 3 0 1
A‘<1302> e B=11 9 ¢
4 0-1

Bestidm definitionsrum och bildrum samt matrisen till FoG. Ar GoF definierad?

Avbildningarna F: R*—R?* och G: R*—R? ges i standardbasen av

1+ T2 Y1 — Y2 — Y3 — Ya
FleX)=e o resp GleY)=e| 2TUstU
To — XT3 — T4 Y2
T4 Yq

Visa att G = F~ L.

Lat F': V=V vara en linjir avbildning sadan att dim V(F) = 1 och N(F)NV(F) = {0}.
Visa att det finns ett tal k #£ 0 sadant att FoF = k-F.
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7.6.7.

7.6.8.

7.6.9.

7.7

7.7.1.

7.7.2.

7.7.3.
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Antag att F: V=V, dimV = 4 ar en linjar avbildning sddan att avbildningsmatrisen A
i nagon bas har egenskapen att A* = 0 medan A% # 0. Bestéim dim V/(F).

I uppgift 7.3.6 bestdmdes matriserna relativt standardbasen i P53 fér avbildningarna

d d?
F,G:P3—Ps dér F(p(z)) = ﬁ och G(p(z)) = d—xg Lat A vara matrisen till ' och B

matrisen till G. Berikna A% och forklara ditt resultat.

Betrakta underrummet

CR*

@
— = = O

O = =

Lat P:R*—R* och P, :R*—>R* vara ortogonalprojektion pa U resp UL, Kalla, relativt
standardbasen e, P:s matris A och P, :s matris A .

(a) Bestdm A och A .
(

b

Bestdm nollrum och vérderum till P resp P

(c) Beriikna A%, A%, A+ A, A Aoch AA,.

)
)
)
(d) Forklara resultatet.

Isometriska och symmetriska avbildningar

Givet en hoger-ON-bas i rummet. Nedanstaende matriser definierar linjira avbildningar
i rummet. Beskriv geometriskt vad dessa gor och ange ifall avbildningen ar symmetrisk,
isometrisk eller ingetdera.

1 0 0 1 0 0 1 0 0
a) {0 o0 o0], (b |03 0], ()0 cosv-sinv |,
0 0 1 0 0 1 0 sinv cosv
(d) 1 00}, (o 0 cos% sin%
0 01 0T — cos T
0 sin 3 —Cosg

Lat e vara standardbasen i R?.

(a) Ange matrisen foér den linjira avbildning, F', som byter plats pa e; +2es och 2e; +es
(RITA!).

(b) Bestdm (om mojligt) vektorer fi, f; sadana att F(f;) = f; och F(fy) = —fs.

(c) Valj f1,f; som bas. Ange matrisen till F' i denna bas och beskriv verkan av F'
geometriskt.

Lat f vara en hoger ON-bas i R3. Den linjira avbildningen F:R3—R? definieras av att
F vrider varje u € R? vinkeln v moturs kring f;. Ange F:s matris relativt basen f. Rita
en figur som beskriver situationen.



7.7 Isometriska och symmetriska avbildningar o7

7.7.4. Samma som 7.7.3 men F'(u) = w:s spegelbild i planet med f; som normal.

7.7.5. Lat F vara som i 7.7.4. Ge en formel for hur F(u) berdknas ur u och f;. Lat u =e X
och f; = eY;. Oversiitt denna formel till matrisoperationer och ange F':s matris uttryckt
med hjilp av Y7 och I =enhetsmatrisen. Kontrollera din formel genom att anvéinda den
i uppgift 7.3.13.

7.7.6. Den linjéra avbildningen F: R3—R? ges i standardbasen av matrisen

1 1 -4 8
A= 9 8 4 1
-4 7 4
Beskriv verkan av F' geometriskt. (se Sats 7.7.2, sid 191 och Exempel 7.7.7, sid 195)

7.7.7. Lat E vara ett euklidiskt rum och antag att F: E—E ar en symmetrisk linjir avbildning.
Visa att V(F) = N(F).

1 -3
7.7.8. Lat F:R3>R? vara en linjir avbildning som avbildar e [ 1 | och e | 1 | pa noll-
2 -2
elementet. Bestdm avbildningens matris da man vet att V(F') och N(F') &r ortogonala
mot varandra, |F(e;)| =1, ¢ =1,2,3 och att bilden av e; har negativ ez-koordinat.

7.7.9. Vilka av nedanstaende matriser dr matriser i standardbasen for lampligt R", till nagon
isometrisk alternativt symmetrisk avbildning?

ST

11 2 L[ 22
(@ |11 3] (g |2 1-2
2 3 1 2 -2 1

7.7.10. Vilka isometrier ar dven symmetriska?

7.7.11. Avbildningen F:RR*—R? har i basen

matrisen Af =

|=h

I

|®
[NCR

I
—_ =
—_ o

4
-1
1

Tt =W
_= O W

Visa att F #r symmetrisk (e = standardbasen i R?). (se Sats 7.7.14, sid 198)

7.7.12. Lat U vara ett underrum av ett euklidiskt rum E och ey, ..., e, en ON-bas i U. Definiera
P:E—E genom
P(u) = (ulej)er + ...+ (uley) ep.

(a) Visa att P &r en linjdr avbildning.

(b) Visa att P #r symmetrisk, d.v.s. att (P(u)|v) = (u|P(v)), Yu,v € E.
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7.7.13.

7.7.14.

7.7.15.

7.7.16.

7.7.17.
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(¢) Visa att P? = PoP = P.

(d) Bestdm N(P) och V(P).

(e) Vad kallas en avbildning med ovanstaende egenskaper?
Den linjira avbildningen F' har matrisen

-2

Wl

1 1
-2 1
1 -2

—_ =

i standardbasen i R®. Infor en ny bas bestaende av vektorer ur N(F) och V(F). Ange
matrisen for F i din nya bas. Tolka F' geometriskt.

Bestdm den geometriska betydelsen av de avbildningar som ges av matriserna nedan.
Fundera en stund innan du borjar rdkna sa kanske du slipper ridkna i nagra av fallen.

1 0 0 1 0 0 L f2 0 0
(@ | 0-1 0], (®[0-1 0] (5[0 V3 -1,
00 1 00 1 0 1 V3
L2 0 0 200
(@) 5|0 V3 -1, (e =0 V3 1
0 1 V3 0 1-V3

L4018
sl 744
4 -8 -1

i standardbasen. Visa att F' &r en isometri och ge en fullstdndig geometrisk beskriv-
ning. (se Sats 7.7.2, sid 191 och Exempel 7.7.7, sid 195)

Bestdm den geometriska betydelsen av de avbildningar som ges av matriserna
0 0 1 0 0-1

(a) 1 0 0], (b) 1 0 0

01 0 0 1 0

Lat F' vara den vridning med minsta vridningsvinkel som avbildar e; + es pa en vektor

lika riktad med e; + e3 + e3. Bestdm F(e3) genom att f6lja nedanstaende.

(a) I vilket plan sker vridningen?

(b) Bestédm vridningsaxel och vridningsvinkel. Hur blir vinkeln orienterad i forhallande
till ditt val av vridningsaxel?

(c) Fyll ut till "rdatt” hoger ON-bas, f. Hur blir A¢?
(d) Var hittar du F'(e3)?
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7.8

7.8.1.

7.8.2.

7.8.3.

Area- och volymsskala

En triangel i planet har horn i origo, (1,0) och (a,b), b # 0. Ange matrisen f6r en linjér
avbildning som avbildar de tva forstndmnda hérnen pa sig sjélva och (a,b) pa en punkt
sadan att bildtriangeln blir

(a) likbent och rétvinklig med den rita vinkeln vid origo,
(b) liksidig.

Berdkna kvoten mellan arean av bildtriangeln och den ursprungliga triangeln samt av-
bildningsmatrisens determinant. Vad ser du?

Betrakta parallellogrammen med hérn i origo, (1,3), (4,2) och (5,5). Ange en linjér av-
bildning som avbildar parallellogrammen pa en axelparallell kvadrat med sida 1. Bestdm
arean av parallellogrammen. (se Sats 7.8.1, sid 201)

Betrakta en tetraeder med horn i origo, (1,3,2), (4,3,1) och (5,5,2). Ange en linjir
avbildning som avbildar tetraedern pa en annan tetraeder dir tre av dess sidoytor
ligger i koordinatplanen, d.v.s. i planen x = 0, y = 0 och z = 0. Bestdm volymen av
tetraedern (den ursprungliga) samt ange ekvationen foér det plan som innehaller den
fjarde sidoytan. (se Sats 7.8.1, sid 201)
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7 LINJARA AVBILDNINGAR
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8.1.1.

8.1.2.

8.1.3.

8.1.4.

8.1.5.

8.2

8.2.1.

8.2.2.
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Spektralteori

Egenvirden och egenvektorer

Lat O, e, ez, eg vara ett ON-system i rummet. Bestdm egenvirden och egenvektorer for
den linjara avbildning som beskriver (se Exempel 8.1.4, sid 206)

(a
(b
(c
(d) vridning 180° kring e; + e3 + es.

ortogonal projektion i planet x1 + x9 + x3 = 0,
spegling i planet x1 + x9 + 23 = 0,
vridning 90° kring e; + e3 + e3,

)
)
)
)

2

Antag att F:R?—R? i standardbasen ges av matrisen < j;) 4 ) Vilka av foljande vek-

torer &r egenvektorer?

(1’ _1)’ (_2’ 2)’ (0’ 0)’ (1’ 2)’ (25 5)
Ange egenvirdet. Bestdm alla egenvektorer. (se Exempel 8.1.6, sid 206)

Verifiera att vektorerna (2,—1,1) och (0,1,0) dr egenvektorer till avbildningen med
matris

3 0
0 -2
1 1

Qw O = O

Vad har de for egenvirden? (se Exempel 8.1.6, sid 206)

Verifiera att vektorerna (—2,1,1), (0,1,1) och (3, —2,1)ar egenvektorer till avbildningen
med matris

0 1-1
1 1 1
1 2 0
Vad har de for egenvirden? (se Exempel 8.1.6, sid 206)

En linjar avbildning F: E—E, dimE < oo har i nagon ON-bas matrisen A. Vidare géller
att A’A = —A. Visa att F inte kan ha andra egenviirden &n 0 och —1.
Sekularpolynomet

Bestédm sekularpolynomet samt dess nollstéllen for (se Exempel 8.2.4, sid 209)

1

(a) <i_411>7 (b) 1-10 ) (C) Z
1 0-1

Lat F: R?>>R? vara den linjira avbildning som utfor en spegling i linjen 2z — 3y = 0.
(a) Bestdm egenviirden och egenvektorer genom att ténka, inte rékna.

(b) Bestédm matrisen till F' och bestdm egenviirden och egenvektorer genom att rikna.
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Avgor vilka av nedanstaende som &r matriser (i standardbasen) till en diagonaliserbar
avbildning:

@ (5 ) w5 r)e(d) @ ? g i
k

I vilka av fallen maste du beriikna egenvektorerna for att kunna svara pa fragan? (se

Exempel 8.2.5, sid 210)

Avbildningen F: R3—R3 ges i standardbasen av matrisen (se Exempel 8.2.4, sid 209)

6 -14 0 1 2 2 2 1 1 01 0
@ [0 36], ®[o21], @12 1], @]o0o01
0 -3 0 102 2 00 1 1-3 3

Bestdm samtliga egenvirden och egenvektorer till F'. Ange ocksa, i vart och ett av
fallen, egenvérdets multiplicitet m sett som nollstélle till sekularpolynomet samt di-
mensionen d av det tillhorande egenrummet. Ange om det i nagot av fallen finns en bas
av egenvektorer.

Bestéim en bas for R bestaende av egenvektorer till avbildningen F:R3>—R3 som i
standardbasen ges av matrisen
-1 2 2
0 1 2
0 0-1

Avbildningen F:R2—R? ges i standardbasen av matrisen (se Sats 8.2.8, sid 212 och
Exempel 8.2.10, sid 212)
2 -1
Ag = (_1 ! ) |

(a) Bestdm dess egenvirden och egenvektorer.
(b) Bestim en bas for R? bestaende av egenvektorer till F.

(¢) Ange transformationsmatrisen som formedlar basbytet till egenbasen och bestim
matrisen relativt egenbasen, Ag.

(d) Bestiim A3, (A51)°, AL och AL,

e
(e) Visa att det finns ett underrum V av R? sadant att

1
lim —F"(v) =0, VYveV.

n—o0o0 3N

(f) Lat u # 0, u¢ V. Berikna
1
lim —F"(u).

n—oo 3N
Gréansvérdet ar parallellt med en viss riktning oberoende av u. Vilken? Forklara
varfor det blir sa. Rita i samma koordinatsystem, t.ex. %F"(el) och %F”(v),
veVforn=1,23.
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8.2.7.

8.2.8.

8.2.9.

8.2.10.

8.2.11.

Avbildningen F: R?—R? ges i standardbasen e av matrisen ( i _(1) )

(a) Bestdm egenvirden och egenvektorer.
(b) Finns det nagon bas bestaende av egenvektorer?

(c) Bestdm en ON-bas som innehaller sa manga egenvektorer som mojligt och bestdm
F':s matris i denna bas.

(d) Gér en geometrisk tolkning genom att titta pa bilden av enhetskvadraten i det
koordinatsystem som ges av den nya basen.

Den linjira avbildningen F: R3—R3 ges i standardbasen av matrisen

dir a,b,c € R. Om F vet man att u; = (1,2,3) &r en egenvektor med egenvirde 2.
Bestdm a, b, ¢ och samtliga egenvirden och egenvektorer till F'. (se Definition 8.1.1,
sid 205)

Lat F:R3>-R? vara en vridning vinkeln v kring en given vektor u, moturs sett fran
toppen av u.

(a) Ange F':s matris i "réitt” bas. Vad &r "réitt” bas i detta fall?
(b) Visa att sekularekvationen har tre olika rétter, alla med belopp 1.

(c) Bestdm de tva komplexa rotternas argument. Vad ser du?

(a) Visa att varje linjir avbildning F: V=V, dim V = 3, har minst en egenvektor.

(b) Ge exempel pa en linjir avbildning F: V=V, dimV = 2, som saknar egenvektorer.

Lat F: R?—>R? vara en icke-diagonaliserbar linjér avbildning med ett reellt egenvirde \;
(d.v.s. A1 &r ett nollstélle av multiplicitet 2 till sekularpolynomet men dess egenrum har
endast dimension 1). Lat f; vara en egenvektor med egenviirde A1 och fy en godtycklig
vektor sadan att f1,fy dr en bas for R2.

(a) Lat A vara F:s matris i nagon bas och antag att det A = \?. Visa att F:s matris i
basen f har foljande utseende:
Aoa
g = ( . )

(b) Lat B och C vara tva godtyckliga nxn-matriser. Ange ett tillrackligt villkor for att

n

Broyr=3" <Z> Brkck,

k=0

d.v.s. for att binomialsatsen skall gilla.
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(c) Berikna AN, N € N. (Ledning: Skriv A; som en summa s att (b) kan utnyttjas.)

(a) Lat A = <?7) g) och bestdm A:s sekularpolynom p(A). Visa att p(A4) &r noll-

matrisen.

(b) Uttryck A~! med hjélp av identitetsmatrisen I och A sjilv.

Symmetriska avbildningar och spektralsatsen

Avbildningen F:R?*—R? ges i standardbasen av matrisen (se Sats 8.3.5, sid 215)
1 2 2 2 1 0 5 2 0 1 2 3
@221, 120, ©[262] @/[22:2
2 1-2 0 0 3 0 2 7 3 2 1

Ange en ON-bas for R? bestaende av egenvektorer till F. Hur kan du enkelt avgéra om
du har en hoger eller vinster ON-bas?

21 00
Avbildningen F : R* — R* ges av matrisen (1) g g g i ON-basen e. Ange en
00 2 3

ON-bas bestaende av egenvektorer.

Antag att F: R*—>R* i standardbasen har matrisen

e W)

Ae =

— = O
O = =

1 -
-1

0

1

—_

(a) Bestdm en ON-bas av egenvektorer till F' och ange F':s matris i denna egenbas.
(b) Skriv de olika egenrummen som l6sningsrum till ekvationssystem.
(c) Om ditt svar i (a) ej ser ut som svaret i facit, fraga inte din ldrare utan kontrollera
om ditt svar &r ratt.
Lat a,b € R? vara sadana att |a| = |b| och a L b. Definiera F: R3—R? genom
F(u) = (uea)b + (ueb) a.
(a) Verifiera att F' &r symmetrisk och linjér.
(b) Berikna F'(a), F(b) och F(axb).

axb a b

(c) Ange matrisen till F' i ON-basen f; = Taxb] ) = T’ fs = b

(d) Utgaende fran resultatet i (b), gissa vilka egenvektorer F' har och verifiera din hy-
potes.
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8.3.5.

8.3.6.

8.3.7.

8.3.8.

8.3.9.

8.3.10.

8.3.11.

8.3.12.

(e) Ange egenvirdena samt matrisen till ' i en ON-bas g av egenvektorer.

(f) Faktorisera matrisen i egenbasen i matriser vars motsvarande avbildning har kénda
egenskaper (t.ex. matrisen for en ortogonalprojektion etc).

(g) Beskriv F' geometriskt.

En symmetrisk linjér avbildning F: R*>—R? har egenvirdena 0, 1 och 7. Vektorerna som i
standardbasen har koordinaterna (1,1,1) och (1, —2, 1) dr egenvektorer till egenvirdena
0 respektive 1. Bestdm en egenvektor till egenvérdet 7 samt F:s matris i standard-
basen. (se Korollarium 8.3.3, sid 214)

Antag att F:R*—R? &r symmetrisk och att dess viirderum spénns upp av (1,0,1) och
(0,1,0) som &r egenvektorer med egenviéirde 1. Bestdm F':s matris i standardbasen.

Lat F: R*—R* vara ortogonal projektion pa
W =1[(0,1,-1,0), (1,1,1,1), (1,3,1,3)].

Ange F:s egenvirden och egenvektorer. Bestdm en ON-bas for R* bestaende av egen-
vektorer till F'.

Antag att [’ &r spegling i planet o — x3 = 0 foljd av spegling i planet xy — z3 = 0.
Berékna F:s egenvérden och egenvektorer. (se Sats 7.6.2, sid 186)

(a) Bestdm egenvirden, en bas av egenvektorer samt avbildningsmatris i standardbasen
for R? till den linjira avbildning F: R?—R? som avbildar u € R? pa dess spegelbild
ilinjen 3x — 2y = 0.

(b) Rita i en figur, noggrant och skalenligt in linjen 3z — 2y = 0, e1,eq, F(e1), F(e2)
samt egenbasen du riknat fram i (a) (vilj skala fornuftigt!).

Bestim en matris B sadan att B2 = A = < i ;l >

Den linjira avbildningen F: R3—R3 ges i standardbasen e av matrisen

Ae =

= DN Ot

N OO DN
|

T DN W~

Bestdm en ON-bas f av egenvektorer till F', ange matrisen till F' i basen f och tolka F
geometriskt.

Lat E, dimE < oo, vara ett euklidiskt rum och F:E—E en linjir avbildning som i en
ON-bas har matrisen A. Antag att

AA =24,
(a) Visa att F' &r symmetrisk.

(b) Visa att F' inte kan ha andra egenviirden &n 0 och 2.
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(c¢) Beskriv vad F' gor med vektorerna i E.

8.3.13. Lat F:R"—=R" vara en inverterbar linjar avbildning som i standardbasen har matrisen
A. Lat G vara den linjira avbildning som i samma bas ges av matrisen A’A.

(a) Visa att G dr inverterbar och symmetrisk.
(b) Visa att G(u)eu > 0, Yu € R". (En avbildning med denna egenskap kallas positiv.)

(c) Visa att det finns en inverterbar symmetrisk linjar avbildning P med positiva

egenviirden sadan att P? = G.

(d) Visa att avbildningen U definerad som U = FP~! #r isometrisk, d.v.s. F = UP
(kallas poldrfaktoriseringen av F).
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9 Tillampningar av spektralteori

9.1

9.1.1.

9.1.2.

9.1.3.

9.1.4.

9.1.5.

Kvadratiska former

Avgor vilka av nedanstaende funktioner som ar kvadratiska former:
(se Definition 9.1.1, sid 221)
(

a) f(v,y,2) =ay+y°+2°+3yz  iR?
() flo,y) =222 +y* +1 i R?,
(¢) flx,y,2) =2®—32% +y i R3,
(@) f(z,y) =a* —y*> —6ay i R?,
(e) f(z,y,2) =a® —y* — 6y i R,
(f) f(z,y,2) = (& — 2y + 32)? i R,

Ange ocksa den symmetriska matris som hor till de som #r kvadratiska former. (se
Exempel 9.1.2; sid 221)

Genom att anvidnda kvadratkomplettering, bestdm signatur, rang och teckenkaraktér
for den kvadratiska formen (se Exempel 9.1.5 Alt2, sid 223 och Sats 9.1.9, sid 226)

(a) Q(x,y) =32 — 2y + 4y°,
(b) Q(z,y,2) = 32% — 22y + 4y°.

I (a), bestéim nya koordinater ', ' sddana att uttrycket for Q i dessa koordinater endast
innehaller rena kvadrattermer. Ange ocksa uttrycket for Q) i dessa koordinater.

Lat Q(z,y,2) = 322 + 2y% 4 6xy + 3z + Tyz. Bestidm signatur, rang och teckenka-
raktir genom att successivt kvadratkomplettera (se Exempel 9.1.5 Alt2,; sid 223 och
Sats 9.1.9, sid 226)

(a) forst med avseende pa x, direfter y och sist z,
(b) forst med avseende pa y, dérefter x och sist z.

(¢) Kommentera resultatet
Bestim teckenkaraktiren for den kvadratiska formen Q:R3>—R som ges av
Qe X) = 2(x% + 23 4 22 — 2120 — 2123 — To13)

genom att (se Exempel 9.1.5, sid 223)
(a) kvadratkomplettera, (b) berdkna egenvérdena.

Diagonalisera den kvadratiska formen Q pa R?, som i en ON-bas e ges av (se Exem-
pel 9.1.10, sid 226)

(2) @i + 223,
(b) 221 + 623 + 223 + 8123,
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(¢) 2x129 + 20123 + 22973,

(d) 3x% + 323 + 322 + 2z129 + 22123 + 2013

och bestdm dess teckenkaraktir. Ange ocksa en ny ON-bas i vilken den kvadratiska
formen har diagonalframstéllning.

Bestim teckenkaraktir, rang och signatur for nedanstiaende kvadratiska former pa R3:

() QeX) =(z+y+2)"+(@—y+2)" -2,

(b) QeX)=(z+y+2)*—(z+2)°+ (@ -y +2)°

(c) Qe X) =6(x+y+2)% — (z+4y + 62)% + (4y + 52)% + 1222,

(d) Forklara varfor troghetslagen, Sats 9.1.6, sid 225, inte gar att anvinda direkt i (b)
och (c).

Bestim storsta och minsta virde av Q: R*—=R da Q(u) = Q(e X) = 2% + 4ay + 3y* och
(a) Jul =1, (b) |u] =2. (se Sats 9.1.11, sid 227)

Den kvadratiska formen Q: R*—<R ges av Q(u) = Q(e X) = 22 + y? + 322 + 222 + 2y=.

(a) Bestdm storsta och minsta virdet av @) pa enhetssfiren. (se Exempel 9.1.12,
sid 228)

(b) Ange de punkter i vilka dessa antas.

Bestam storsta mojliga vinkel mellan vektorerna

1 T2
u=e| x9 och v=e| xz3
T3 T

under villkoret att z3 4 23 4+ 23 = 1

Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 2z129 — 23. Bestim ett tvadimensionellt un-
derrum W av R? sadant att Q(x) < 0 for alla x € W dér x # 0.

Bestédm storsta och minsta virde av den kvadratiska formen
Q =4x? + 23+ 222 — 23 +4xyw0 + a3y da 2?25+ ad+al=1
och ange i vilka punkter extremvéirdena antas.

Bestam for varje reeellt a teckenkaraktéren for den kvadratiska formen
Q = 22 + 3y> + 2% + 22y + ayz.
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9.2

9.2.1.
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Andragradskurvor

Vilken typ av andragradskurva i E? definieras av
(a) 222 + 6zy + 5y° =1, (b) 227 + 6oy — 4y* = 1.

Visa att andragradskurvan 2 — 6zy — 7y?> = 1 &r en hyperbel. Ange dess asymptoter
och utnyttja dessa till att skissera hyperbelkurvan. (se Figur 9.1, sid 229)

Visa att ekvationen
522 + 62y + 5y° = 3

definierar en ellips i E2. Beriikna ellipsens symmetriaxlar, halvaxellingder och dess area.
Skissera ellipsen. (se Exempel 9.2.2; sid 229 och Exempel 9.2.3, sid 230)

Ange en ny ON-bas i vilken nedanstaende andragradskurvors symmetriaxlar samman-
faller med de nya koordinataxlarna. Ange vilken typ av kurva det &r samt, i de nya
koordinaterna, kurvornas ekvationer pa standardform.

(a) 922 + 623 — dz1x9 — 102 — 2020 = 5,

(b) 222 — 23 — da a9 — dzy — Sxp = —14,

(¢) 4a% + 2523 — 20x129 — 1521 — 625 = 0.
Kurvan T' har ekvationen z? — 62129 + 23 = 1.

(a) Bestdm kurvans ekvation pa huvudaxelform, d.v.s. med enbart kvadrattermer.
(b) Ange en rotation av koordinatsystemet som &éverfor ekvationen till en sadan form.

(c) Bestdm de punkter pa kurvan som ligger ndrmast origo. (se Exempel 9.2.3, sid 230)

Visa att ekvationen 10
x2—4ﬂ:y—2y2+6x—4y+§ =0
definierar en hyperbel samt bestdm dess medelpunkt. (se Exempel 9.2.4, sid 230)

Bestidm medelpunkten till kurvan i uppgift
(a) 9.2.4(a), (b) 9.2.4(b). (se Exempel 9.2.4, sid 230)

Nedanstaende ekvationer beskriver varsin kurva i planet:
322 — 2x1 29 + 323 = 12, 222 + 2r1x9 + 223 = 13.

Ange vilken typ av kurva respektive ekvation beskriver samt bestdm skdrningspunkterna
mellan kurvorna.

Lat & > 0 och betrakta ekvationerna
22 4+1y>=1 och 92° —4day+6y> = k.

(a) Vilken typ av kurva definieras av de respektive ekvationerna?
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(b) For varje virde pa k > 0, bestdm antalet skirningspunkter mellan kurvorna.

(c) Rita tydliga figurer som beskriver de olika fall (med avseende pa antalet skdrnings-
punkter for olika k-virden) som kan uppkomma i (a).

Skissera kurvan
322 + 323 4 102129 = 1

och linjen 1 + 3x2 = 0 i ett vél valt ON-system. Avgor om linjen skér kurvan.
Betrakta kurvan I': 522 4 62129 + 523 = 2 och linjen L: 1 + x5 = 3v/2.

(a) Bestdm ekvationen till I' pa huvudaxelform och bestdm ekvationen fér L i samma
koordinatsystem.

(b) Bestédm minsta avstandet mellan L och T

(¢) Ange koordinaterna fér motsvarande punkter pa linjen och kurvan i de ursprungliga
x1r9-koordinatsystemet.

(a) Visa att ekvationen 622 + 4y + 3y* = 2 definierar en ellips.

(b) Ange vilka punkter pa ellipsen som ligger nédrmast respektive langst ifran origo samt
dessas avstand till origo.

Andragradsytor

Avgor vilken typ av yta i R® som ges av ekvationen (se Figur 9.4, sid 233 och Exem-
pel 9.3.1, sid 236)

(a) 62% 432 + 2% 4+ 1222 = 1,

(b) 2x% + 3y* + 2322 + 72x2 + 150 = 0,
(c) 42 4 4y* + 42° + 4oy + 4oz + 4yz = 5,
(d) 92° 4+ y* — 362 — 2 =0,

(e) 2zy+2z=0.

Betrakta ytan 3m% + x% + x% +2v3 2125 = 1 och 14t d vara avstandet fran en punkt pa
ytan till origo. Vad &r det for sorts yta och vilka vérden kan d anta?

I uppgift 9.3.1 (a)-(c), ange de punkter pa ytan som ligger ndrmast origo och, om sadana
finnes, de som ligger lingst ifran. (se Exempel 9.2.3, sid 230)

Visa att ekvationen
112? + 11y% 4+ 142° + 20y + 8xz — Syz + 4o — 4y — 42 = 6
definierar en ellipsoid. Ange dess medelpunkt, halvaxellingder och volym.

Klassificera de klassiska andragradskurvorna och andragradsytorna efter teckenkarak-
tidren pa den kvadratiska form som hor ihop med dem.
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9.3.6.

9.3.7.

9.4

9.4.1.

9.4.2.

9.4.3.

9.4.4.

9.4.5.

Bestdm alla gemensamma punkter till ytorna

522 + 5a3 + 823 + 8w1w9 — dx123 + dwow3 = 1, (9.1)
9r} 4 923 + 923 = 1. (9.2)

Samma som uppgift 9.3.6 men hogerledet i (9.2) ersétts av ett tal k: 0 < k # 1.

System av differentialekvationer

(a) Bestdm den allménna l6sningen till nedanstaende system av differentialekvationer
(se Exempel 9.4.5, sid 240)

{x’lz T, + 4xy (9.3)

x'2 = 2x1 + 3x9

(b) Bestédm den l6sning till (9.3) som uppfyller z1(0) = —1, z2(0) = 2.

(c) Satt X(t) = ( i;gg > och L = {e X(t) € R*: (21(t), z2(t)) dr l6sningar till (9.3)}.

Visa att L &r ett underrum av rummet av deriverbara funktioner fran R till R?,
d.v.s. om X (t) och X(t) ér losningar till (9.3) sa satisiferas ekvationen ocksa av:

(i) Xq(t) + Xa(t), (ii) AXq(t), VA €R.
Bestam en bas i L.

(d) Bestédm den 16sning till (9.3) som uppfyller z1(0) = z2(0) =0

Los nedanstaende system av differentialekvationer:

x) R z1(t) - 0dat— oo
rh = 2x1 + 312’ 21(0) =2 '

(a) Bestdm den allménna l6sningen till nedanstaende system av differentialekvationer

{x’lz 1 + 3x9 (9.4)

xh = 4wy + by
(b) Bestédm den 16sning till (9.4) som uppfyller z1(0) = 2, z5(0) = 1.

Bestdm den allménna losningen till differentialekvationssystemet

T = I — T3
/

Ty = T1 + 2m9 + 23 .

xg = —x + 3

Ekvationen 3" — 3’ — 6y = 0 4r en andra ordningens homogen linjir differentialekvation
med konstanta koefficienter.

(a) Los den pa vanligt sétt (som i gymnasiekursen).
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9.4.6.

9.4.7.

9.4.8.

9.5

9.5.1.

9.5.2.
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)

) Los systemet.

d) Identifiera, y = x.
)

Jamfor karakteristiska polynomet till ursprungliga ekvationen med sekularpolyno-
met till systemets matris. Vad ser du?

(a) Los systemet (se Exempel 9.4.8, sid 242)

d:l?l

— = X1 + 22

dvy _ 4 1t 7 22(0) =0
— =3x; —x2+e

dt 1 2

(b) Los samma system som i (a) fast utan begynnelsevillkor och med e’ ersatt av M,

For tva varden pa k skiljer sig 1osningsstrukturen vésentligt fran de dvriga fallen.

Vilka?
Bestdm den allménna 16sningen till systemet

X"(t) = (:;’ ::2)) ) X (t).

Los det icke-diagonaliserbara systemet

@ - (_; j)X(t), X(0) = (})

Ledning: Byt till ny bas dér forsta basvektorn ar egenvektor. Da fas ett system dér en
ekvation &r fri. Los denna och sétt in i den andra.

Matrisvarda exponentialfunktionen

Bestim e! for (se Exempel 9.5.7, sid 247)
1 4
1=(s3)
och utnyttja detta till att 16sa (9.3) i 9.4.1 med begynnelsevillkoren i 9.4.1 (b).

For diagonaliserbara matriser A kan man definiera sin At och cos At pa samma sétt som
den matrisvirda exponentialfunktionen el definieras i avsnitt 9.5.

(a) Visa med denna definition att (jamfor sats 9.5.4)

ﬁ sin At = Acos At och i cos At = —Asin At
dt dt
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9.6

9.6.1.

9.6.2.

9.6.3.

(b) Visa pa samma sétt som i sats 9.5.2 att sin At och cos At #r entydigt bestdmda av

d
o sin At = A cos At, sin A-0 = O-matrisen och

d%cos At = — Asin At, cos A-0 =1

c) Visa att A, sin At och cos At kommuterar med varandra (JAmfor sats 9.5.5).

e) Bestam sin At och cos At da A dr som 1 9.5.1.

(c)

(d) Visa att sin (—At) = —sin At och att cos (—At) = cos At
)
)

f) Ersitt, i matrisen e* i 9.5.1, ¢ med it och bestim real- och imaginérdel av den sa
erhallna matrisen. Vad ser du?

(
(
(g) Los ekvationen

X"(t) + A2X(t) =0, X(0) = ( g ) X (g) - <_; > .

Differensekvationer
Los nedanstaende system av differensekvationer (se Exempel 9.6.1, sid 248):

an = Tap—1 — 4by_1 ag =1 ap = Q-1 + bp1 apg =1
(a) { bn = —4an_1 + 13bn_1 ’ bo =0’ (b) bn = 3an_1 — bn—l ’ bo =1

I foregaende uppgift, lat startviardena ag och by vara godtyckliga. Sétt X, = < Zn )
n

och undersok
Xn

(X)X,

lim
n—o0

Existerar griansvérdet alltid? Hur beror gransvirdet av startvirdena?

Los differensekvationssystemet

{an = 3ap-1 + 2bp—1
bp = —2ap_1 — by

med godtyckliga startvirden, ej bada 0. Gor inledningsvis som i uppgift 9.4.8. For att
beriikna A", utnyttja uppgift 8.2.11 till att berdkna potenser av matrisen i nya basen.
Byt tillbaka till ursprungliga basen. Berikna

X
(Xn)tXn

lim
n—oo

9.6.4. (a) Betrakta nedanstaende linjara differensekvationer av andra ordningen (se Exem-

pel 9.6.2; sid 250):

(i) apt1=—4an +12ay,—1, (i) apy1=—4a, —4ap—1, (iii) ap41=—4a, — day_1,
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ag = a1 = 1 i samtliga. Skriv om dem till system av 1:a ordningens linjéra differens-
ekvationer.

(b) Los (i) pa samma séitt som uppgift 9.6.1 och (ii) som 9.6.3.

(c) Betrakta ekvationen
api1 + pan + qan,—1 =0 (9.5)
dar p och g ar reella konstanter och ag och aq givna. Kalla rotterna till ekvationen
N+pr+qg=0
for Ay och Ag. Visa genom inséttning i (9.5) att

AN+ AoND om Ap £ Ao
Ay =

(Al + ’I’LAQ))\? om A = Ao

loser ekvationen. Kontrollera att strukturen stimmer med resultaten fran (a). (Jam-
for ocksa med strukturen hos losningarna till en 2:a ordningens linjér differential-
ekvation med konstanta koefficienter.)

(d) Ga igenom kalkylen i (a) igen. Om A1, Ay € R, kan ekvationen ha andra losningar
som ej kan skrivas pa ovanstaende sétt?

(e) Los (aiil) genom att ansétta en 16sning enligt (c).

9.6.5. Lat F: R?2—R? vara den linjira avbildning som i standardbasen ges av matrisen

7 -4 " _ 2
A—<_4 13> och satt u—§<3>.

(a) Beridkna (se Sats 9.7.1, sid 252)

Fn+1
Uy = lim (u)

[P ()
e m och )\0 = lim

n—oo [P (u)]
(b) Berékna F'(ug). Vad ser du?

Har du gjort uppgift 9.6.1 (b) har du gjort sa gott som all den kalkyl du behover.



Svar till 6vningarna






1.23. (a) Texx=t, y=4—-2t eller x=2-t y=2t teR.
1 1
(b) Texx:§—4s—5t,y:3s,z:3tellerx:4s,yzz—3s—5t,z:4t, s,t € R.

(¢) Tex w1 = 6+ 2ty — 3ty + 4t3 — Sty, xo = t1, x3 = tg, x4 = t3, x5 =t4 eller
x1 = 2t1, 9 = =3+ t1 + 3ty — 2t + bty, x3 = 2ty, x4 =13, x5 = 2ty, t1,..., 14 ER

31 4
1.24. (a) x=-2, y=-1, (b) 2 =-3, y=2, (c) z = V=13

1.2.5. (a) Losning saknas, (b) x =3t, y=1—-2t, t € R, (c¢) Losning saknas.
1.26. (a) z1 =2,29=—-1,2z3=1, (b) zr=-1,y=1,2=0.

1.2.7. (a) 21 = —14Tt, o =1—4t, z3 =1, t € R, (b) Losning saknas.

T =-3—-2s+ t Ty =—1+2r —t
ro = 4+ 3s — 8t Ty = 2r — s
1.28. (a) ¢ x3= 4+ 2s—6t, s,teR, (b) ¢ z3= - r , s, teR.
Ty = S Ty = S
s = t 5 = t
1.2.9. (a) x = =21+ 15t, y = =17+ 11¢, z = —t, (b) 16sning saknas,
(c) z=-7, y=-9, z=1, (d) z=4, y=3+2t, z=1.
1.2.10. (a) 1 =0, 2o =—t, 23=0, x4 =1, t € R,
(b)xlzl —1—t,x3—1+t,x4—t,t€R.

1.2.11. (a) (iv) b# —2a, (v) b= —2a och a #5, (vi) a=5 och b=—2a =-10.,
(b) (i) ab#2, (ii) ab=2 och a # —5, (ili) a = —5 och b = % = —%.,
(c) (i) a#2, (ii) a=2o0chb#1, (ii) a=2och b= 1.

1.2.12. (a) Entydig l6sning for alla a,b,c € R,
(b) Oé&ndligt manga lésningar om —2a + b+ ¢ = 0, inga 16sningar om —2a + b+ ¢ # 0.

1.2.13. (a) (i) a#2,allabeR, (ii) a=2,b#1, (iii) a=2,b=1.

(b) Entydig 16sning (r = y = z = 0) om abc # —1, oéndligt manga lésningar om
abc = —1.

1.2.14. (a) (i) a#0ocha#2,allabeR, (ii) a=0,b#1ellera=2,b# —1,
(iii) a=0,b=1ellera=2,b# —1.

1
(b) (i) a# 0,3 och 5, (ii) azO,b;ég eller a = 3, alla b € R,

1
(i) a=0,b= 3 eller a =5, alla b € R..

1 1
223. 3u+v+3w=0 <= u:—gv—w,v:—3u—3w,w:—gv—u.

2.2.5. Nagon av summornau+v+w,u+v—w,u—v+welleru—v—wiér0.



1 1

231. e =1e;+0e+0e3=e| 0 |, d.v.s. koordinatmatrisen = | 0 |, for es: 1
0 0
0
och forez: | 0
1
0 -14 -1 5
232. (a)e| 7], (byel O], (c)e|l 3|, (d) el 3
1 4 1 -1

233. u= (v W)< __1{3 >, d.v.s. koordinatmatrisen = < __1{3 ), v=(uw) (:g ), d.v.s.

. . 3 -1 . : -1
koordinatmatrisen = <_3 >, w = (u v)< _1/3 >, d.v.s. koordinatmatrisen = ( 13 >

234. u=1u+0v=(u V)(é),v:O-u—i—l-V:(u V)(?)

v:1-v+0-w=(VW)<é>,W=0-v+1'W=(VW)<O

1
1 0y ...
< 0 > resp ( 1 > i bada fallen.

2.3.5. Ja, i bada fallen.

) sa koordinatmatriserna ir

2.3.6. (a) ¢j parallella, (b) ej parallella, (c) parallella.

1
23.7. (a) t= —3 (b) gar ej, (c) t=6.
2.3.8. Kontrollera!

2.3.9. Ja, ty —3u+2v+w=0.

23 9 23
2.3.10. Koordinatmatrisen = | -4 | tyu=>5e; +4es+3es=e| 4 | =(fi fo f3) | 4
-1 3 -1

Annan ordningsfoljd pa basvektorer ger annan ordningsféljd pa koordinaterna, d.v.s.
samma siffror men 23 och —4 byter plats.

2.4.1. (a) OC, (b) 4B, (c) OD, (d) AC.



(¢) P=(1,0) &r triangelns ABC' tyngdpunkt.
(d) Mittpunkten pa strickan AB =P = (5/2,—-1/2), Q = (0,—-1), R = (1/2,3/2)

1 2 4 1
244. (a) OA=ul| 3|, OB=u| 1], OC=ul-2 ]|, AB=ul-2 |,
2 -3 1 -5
2 3
BC =u (-3 och AC =u|-5
4 -1

(b) AB + BC + CA = 0 (fortfarande).

B 15v/3 15v/3
— .

, (c) 0 eller —5\/§, (d) 3 — 5

2.5.1. (a) 3, (b)
2.5.2. (a) V12, (b) 4V/13.

2.5.4. Om u och v &r kantvektorer i en parallellogram sa &r u £ v diagonalerna. Parallel-
logramlagen séiger att kvadratsumman av diagonalernas lingder &r kvadratsumman av
(alla fyra) sidlingderna.

2.5.5. Den &r en romb, d.v.s. dess sidor ér lika langa, se uppgift 2.5.3(c).

1 3V3
2.5.6. (a) -u, (b) —iw.
3 10
1 1 V3 1
2.5.7. (a) w=—e; + —e9, (b) w=—e] — —es.
(@) W= e+ s, () w= ey~ e
1 ™3 7
2.5.8. w= (a) ﬁu—v, (b) T\/_u— 1V
2.5.9. (a) 0, (b) 0, (c) 8.
2.5.10. (a) u,v,w #r ett hogersystem, parvis ortogonala och |v| = |w| och [u| =1

(b) Omgjligt ty om det vore sant skulle v.=w = 0.

2.6.1. uev = —5, uew =4, vew = 2
2.6.2. |u| = Vusu = V5, [v| = Vvev = V25 =5, |w| = Vwew = /5
uev -1 o 4 o
2.6.3. Z(u,v) = arccos = arccos — =~ 117°, Z(u,w) = arccos — ~ 37°,
uflv] V5 5
Z(v,w) = arccos —= ~ 80°
R 5V5

2.6.4. uev =22, uew = 18, vew = 2(

2.6.5. |u| = vusu = V54 = 36, [v| = /vev = V106, |w| = vVwew = 3



uev 11 2
2.6.6. Z(u,v) = arccos = arccos ~73°, /Z(u,w) = arccos \/j ~ 35°,
) !u2Ha'\ 3v/159 (2, %) 3
Z(v,w) = arccos ~ 50°
( ) 31106

1
2.6.7. (a) 60°, (b) 2, (c) ey och §(2e1 +e2+2e3), (d) Nej. Den minsta mojliga vinkel som

en vektor kan bilda med bade e; + es och es + e3 dr 30°.

2.6.8. Vinkeln vid A = arccos E, vinkeln vid B = %T, vinkeln vid C' = arccos N

N7 27’
|AB| = V6, |AC| = V14, |BC| = V2.

2.6.9. (a) uHel: (291 + e2) H91:2e1’ u||e2: (261 + e2) ||e2:e2’ FORSTAS'
M® I

I 1: (381 — 282) 91:361, VHGQZ (361 — 262)H91: — 282.
4
(b) W, =13V
4 7 2
(c) u—u”v+(u—ulv)—ﬁv+1—3§<3>.
Yy
1 2
3 1
2.6.10. u= 59 0 +5§ -9
2 -1
13 21 12 14
2.6.11. | —,2, — 11 —.,1,— ).
(322 ar (22
-18 7 1
26.13. (a) e[ 1 |, (b)e| 4|, (c) —2e|-3
7 -30 2
24 21 3
2.6.14. (a) uxu=0,uxv=e|-11 |,uxw=e|-13 |, (b) ux(v—w)=e| 2
4 -10 14
AR LY 1 [
2 -2 1
2.7.1 21
115
2.7.2. V1117
1
2.7.3. 5\/2867
2.7.4. V229

2.7.5. 28



;), teR, 2x—y=3, y=2x—3

1
+t§<_5>, teR, x+by=10, y:—5x+2

T 1 1 T 3 1
285. (a) L:e|l y | =e|-1 | +te| 4], (b) L:e| v | =e|-4 | +te]| 3 |,
z 4 2 z 4 )
x 2
(c) L:e| y | =te|-1
z 4

2.8.6. (3,—1,1) ligger pa linjen.

2.8.7. Vid t = 0 dr partikeln i (—6,1). Punkten (9,6) passeras vid ¢ = 5 medan punkten
(12,8) €j ligger pa linjen.

2.8.8. (a) Skér ej, ej parallella, (b) identiska, (c) parallella,
(d) skér varann i punkten (2,4, 2).

T -2 0
289. N:ely | =e| 0 | +te|-1
z 1 1

1
2.8.10. (a) (—1,2,—1), avstand V6, (b) (4/3,13/3,4/3), avstand g\/ﬁ.

2.8.11. (1/6,—1/3,—5/6), 17{
2.8.12. (11/3,-7/3,2/3), \/24_1

2.8.13. (a) 3x+y+2=28, (b) 18z + 19y + 4z = 29.



1 10
+se| 1 | +te| -5 |, s,teR, 2z+13y+15z =60
-1

0

0

4 3

)—i—se ) s,teR, de—y+2=5

8

=
=
|®
SIS
~ — ~—_
I
|®

—
o
SN—

=
o
<
I
o)
—_
_|_
»
¢)
I(‘D

s;$teR, z—y+2=-1

N

2.8.15. (a) z =0, n = eg, innehaller bade z- och y-axeln, skir z-axeln i z = 0.

(b) z =2, n = ey, skiir z-axeln i z = 2.

2.8.16. (a) n=¢ , skir z-axeln iz =1, y-axelniy =1

(b) n

Il
|®
O =

1

1

0

) skér z-axeln i z = 0, y-axeln i y = 0, innehaller z-axeln.
) skédr xz-axeln i x =1, y-axeln i y = 1, z-axeln i z = 1.

T -35 19
2817. (a) L: el y | =e| 25 | +te [-13
z 0 1
T 2 2
(b) L:e| vy | =e|-1 | +te| 1
z 0 -1
T -2 )
28.18. L:e| y |=e| 1 | +te| 3 |. De ar parallella.
z 0 =7

2.8.19. (i) OP” = %n, (i) OP —OP), = OP,, (iii) OP —20P), = OP;,
(iv) (a) P, =(19/7,10/7,13/7), (b) Py = (17/7,6/7,19/7).

zgmzﬁ
2
(iv)

(c) avstandet =|OP|, ‘—

x
2820. i) N: el y | =e
z
(iii) t-vérde for spegelpunkten = 2t0,
(v) samma som 2.8.19 (iv).

t___7
0= 77

iv) avstandet = |ton|,



2.8.21. (a) P, = (39/14,11/7,23/14), (b) P, = (18/7,8/7,16/7), (c)

=
W

21
2.8.22. ——

V/398
2.8.23. P, = (1,—1,0), P, = (=5,8,—3)

z 1 -1
T 1 2
2825. Lg:el|l y | =e| 2 | +te|-1
z -3 2

1
2.8.26. Avstandet fran II till @1 = 5@ och till Q2 = 13—4\/ﬂ Q1 och Qo ligger pa olika

sidor om II.
2.8.27. (—1,—1,-5) och (3,3,7)

2.8.28. Punkten ligger i skivans skugga.

T 0 1 T 2 0
2829. (a) Li:e| vy | =e| 1 | +se|-1 |, Lael|ly |=el|-1 |+te| 1
z 1 0 z 3 -1

(b) n=e; +es+ e
() z+y+2z=2

2
(d) 7 = avstandet mellan linjerna ty alla punkter pa Ly har samma avstand till II.
2
(e) u= 30
S S 4 4
(f) OP+u=0Q, s = 3 t= 3 P=(4/3,-1/3,1) Q =(2,1/3,5/3)
2.8.30. (a) Se 2.8.29 (a).
2—s
(b) PQ=e| —2+s+t

2—t

(¢) Po@Q dr vinkelrdt mot linjernas riktningsvektorer, d.v.s. skaldarprodukten med dessa
ar 0.

2.8.31. (x,y,2) =(2,4/3,4/3) +t-(1,-1,1),t € R
2832. x —2y—2—-1=0

3.21. A: 1x4, B: 2x1, C': 4x3.



21/2 3 -1
3.2.2. (a) Ej def ty A och D ej av samma format, (b) 8 -2 25/3 |, (c) Ej def,

-2 0 9
0 0 20 4 0
(d) <0 0> = nollmatrisen, (e) Ej def, (f) 2D = [ 10 -14 16
-4 0 16
6 6 4 1
3.23. (a) (6 4 1), (b) <1>, (c) 3x3-2x3ejdef, (d) | 1 9 5 |,
2 4 2

(e) 3x1-3x3¢j def, (f) 24.

32.4. (a) Ej def, (b) (3_2) (¢) Ej def, (d) n % . (o) Q;)

5
43 -9 3 6
Nej,tyAB:<9_8>;é 2 1 12 | =BA
2 0 4
68
3.25. ABX = | 56 |.A(BX) kréver minst antal operationer.
72
t 2s
3.2.6. <% t+%>,&teR

3.2.7. A% = 0 (nollmatrisen). 0-B = 0 for alla matriser B.

58 139
3.2.8. (AB)' = <64 154>

3.2.9. (a) A ingetdera, B symmetrisk, C' diagonal och dérmed ocksa symmetrisk, D = I och
dérmed automatiskt bade symmetrisk och diagonal.

(b) A + B ingetdera, B + C symmetrisk, C — D diagonal och symmetrisk, B' — 2D
symmetrisk, A + A symmetrisk

3.2.10. (a) B, (b) A'A.

17 15 25
32.13. (a) | 15 53 -7
25 -7 58

3.3.3. ( T1 Xo X3 )t = ( 2 -1 1 )t. Ekvationerna kan tolkas som ekvationer for tre plan
och l6sningen av systemet ger att de skéir varann i en punkt.

M&(@X:Cﬁ)@ﬂX:(i)&ﬂX:%(ﬁ)

3.4.2. (a) Losning saknas, (b) X = <0 > +t (_3 ), t € R, (c) Losning saknas.



0 -1
L7 4 0
() X =[-9 |, d) x=[3]+|2] ter
1 0 1

3.4.7. (a) Entydig losning for alla a,b,c € R,
(b) Oé&ndligt manga lésningar om —2a + b+ ¢ = 0, inga 16sningar om —2a + b+ ¢ # 0.

0 1 0
- 1 -1
3.4.8. (a) X =t 1 ,teR, (b) X = 1 +t 1 , teR.
1 0 1
1 0
3.5.1. (a) X=1[-1 | resp [ O
1 0
4
(b) Losning saknasresp X =t | 1 |, t€R.
3

(c) Syns da systemen skrivits pa trappstegsform.
(a) Ingen nollrad i trappstegsformen av vénsterledet, d.v.s. losbart.
(b) Nollrad i vénsterledet. I forsta fallet, ej nolla i hogerledet, d.v.s. ej losbart. 1
andra fallet 1osbart ty nolla ocksa i hogerledet.

1 2 2 1
352. A~ | 0 2 1 1 ) ochrangA=2.
0 00O



1 2 21 -1 2
353.(a) | 3 4 5|2, x=0]+t[1] teRr
2 0 20 1 -2
0 1
(b) AXp, = 0 |, AX, =
0 0
(c) Enligt réknelagarna for matriser giller A(X, +tX}) = .... Fyll i resten sjélv! Om
jag hade skrivit ner hela resonemanget hade du inte ténkt efter tillrackligt ordentligt
sjalv!
I 0 -1 -1
T -1 -1 1
3.5.4. (a) Rang =3, | =3 | = 2 |+s| 1 |+t |-2 |, s,t € R,
T4 0 1 0
I5 0 0 1
T -1 2 0 -1
i) 0 2 -1 0
Rang =2, | 23 | =] 0 | +r|-1 |+s| O |+t O |, 7 s, teR.
x4 0 0 1 0
x5 0 0 0 1
(b) Antal parametrar = antal obekanta — rangen.
3oma# +£1
3.5.5. rangA=< 2oma=-—1
loma=1
3 3
36.1.a=——,b=-.
Ty T
1 1 /-1 3 . .. . .
3.6.2. A™ = =ls o) B ¢j inverterbar ty rang B = 1, C' ¢j inverterbar ty invers defini-
erad endast for kvadratiska matriser.
-3 0 2 1 2 3
363. () A'=| 2 0-1], (b)B'=(2 4 5|,
-10 -1 7 3 5 6
5 35 1 -6 1 7 1
1 7T 5 2-2 T -9
-1 _ 1+ 2 | _ 41 _
364 @) AT =2 ] [o | A7 >
-40 -25 0 5 x4 15 4
-3 0
3.6.5. X < 5 4 >
3 4 15



29
3.6.7. X = AC(B+2I)"! = 7l -6 17
-2 11

3 1 -2
368 X=B+A'B'B=| 11 -1 14

-4 0 -6
3.6.10. B! = -1 —-2B — B2

3.6.11. Multiplicera med A + I fran nagot hall.

n-1-1 .. -1
-1 n-1 .. -1
3614 A =+ |11 0 a1
n+1 L )
-1-1-1 .. n
(2T
3615, A=< | 1 2-5 |, (A=A
S\1-1 1

3.6.16. A7 = A3 (A% =A% (A% = A

< cos 2« —sin 2«

G20 cos2a ), anvand induktion,

) @ =

1 1 1 -
(e) e AX) = 59(\/§>, eAXs = 59(@) De &r vridna 60° moturs.

cosno —sinno
sinna  cosno

Ggp Gz Qg3
3.72. (a) AB=| a;; a5 a3 |, d.v.s.rad 1 och rad 2 har bytt plats.

agp Aagzy ags
ay a2 a3
(b) AB = 91 Q92 Q93 )
ag; —2ay;  agy —2apy  azz — 2aq3

d.v.s. 2.rad 1 har subtraherats fran rad 3.

3.7.3. (a) y1 —y3 =0.

-10 5 5
(¢) radl x rad2= 6 |=—21-3 ], AX=0 << X=t|-3 |, teR.
-2 1 1
T 7 -6
3.7.4. a = 13, l6sning saknas. a = 11, T2 = 8 +t -7
T3 1 0

Ty -4 5



x 7/2 x 1 5
3.7.5. a0:><y)( 2),a2z><y) (1)+t(2),teR
z 3/2 z 1 1

a # 0 och a # 2 16sning saknas.

3.7.6. (a,b,¢) = t(~1,2,1).

1
3.77. a==%1, —=.
a -

1/-3 1 1/1-3
rsx-L(3 )11

L[4
379 A= ((B) "w2r) =3 1 -2
737

41.1. (a) —, (b) —, (c) Ej tillaten, (d) +.

41.2. (a) —4, (b) 14, (c) L.

—_
\‘OT
—~
=3
SN—
|
N

(c) —240.
4.2.1. (a) Rad 1=rad3, (b) rad3=2radl, (c) koll+kol2=kol3.

(

(
4.1.3. (a)
(

422, (

a) —6, (b) 60, (c) 12.
4.2.3. (a) det A =22, det (—34) = (—3)%22 = 198
(b) det A =56, det (—2A) = (—2)3-56 = —448

4
(c) det A = —35, det <%A> = <%> (=35) = _é
424. (a) 5, (b) 33, (c) 6.

4.2.5. (a) 011:29, 012:—21, 013:27, 021:11, 022:13, 023:5,
Cs1=— 19, C50=19, C33=19

(b) C11=6, Ci2=—12, C13=3, Co=—2, Cp=4, Cy=—1,
C31=0, C30=0, C33=0

4.2.6. —123

4.2.7. (a) —b, 2:a kol, (b) 1, 1:a kol eller 2:a rad, (c) 80, 3:e kol.
429. (a) 39, (b) =2, (¢) 6, (d)8 (e) 0, (f) 24.
4.2.10. (a) 288, (b) 2t3.

1
4.2.11. (a) =z = -3, 5(3 +iv3), (b) z =1 (trippel), 0, (c) =1 (dubbel), 3, —5.

4.2.12. (a) 2" 2(2® = 1), (b) (=1)"n!, (c) (a—b)"" (a+ (n—1)b).

4.2.13. Talen s,t,u skall vara olika.



4.3.1. (a) (i) b# —2a, (ii) b= —2a och a # 5, (iii) a =5 och b = —2a = —10.,
2 2
(b) (i) ab# 2, (ii) ab=2och a # —5, (iii) a = —5och b= o=

(c) (i) a#2, (ii) a=2o0chb#1, (ii) a=2och b= 1.

4.3.2. Skriv pa matrisform och rikna ut determinanten av koefficientmatrisen (samma i bade
(a) och (b)). Anvénd determinantkriteriet.

(a) a # —2,4 entydig 16sning, a = 4 odndligt manga 16sningar, a = —2 oldsbart.
(b) a# — 2,4 entydig 16sning (den triviala), a = —2 eller 4 odndligt manga 16sningar.
433. () () a#2 allabeR, (i) a=2b#£1, (i) a=2,b=1

(b) Entydig 16sning (r = y = z = 0) om abc # —1, oéindligt manga lésningar om
abc = —1.

43.4. (a) (i) a#0ocha#2 allabeR, (ii) a=0,b#1lellera=2,b# —1,
(i) a=0,b=1ellera=2,b# —1.

1
(b) (i) a# 0,3 och 5, (ii) a:(),b;ég eller a = 3, alla b € R,

1
(i) a=0,b= 3 eller a =5, alla b € R..

3oma# £l
4.3.5. rangA=< 2oma=—1
loma=1

4.3.6. a # 1,2 entydig 16sning. a = 1, ingen 16sning. a = 2 oéndligt manga 16sningar:

T 2 3
y | =1-2 | +t|-10 |, teR.
z 0 1

4.3.7. a # 2 och a # 3 <= entydig losning, a = 2 odndligt manga losningar, ¢ = 3 16sning

saknas.
1 2 1
438 A=—-1, X=t[ 0], AX=1, X=t| 2], A=2, X=t| 1
1 1 0

4.4.1. det A = 14.
(a) det A% = (det A)? = 14% = 196
(b) det (5A) = 53 det A = 125-14 = 1750
(c) bdet A=5-14 =170

1 1 14
A = 14 = —
(d) det (3 > 33 o

(e) det (A*A7") = det A’E = det A = 196



4.4.2. (a) A7 existerar <= det A # 0, se sats 4.7.1, sid 92 i boken

(b) det A= —6 <= A! existerar, det B =0 <= B saknar invers.

(¢) a# —2,3

4.4.3. (b) teex. A= <0 ‘1>

1 0
4.5.2. 15
7 1
4.5.3. 9 1 ' =5
e ez e3 -24
4.5.4. 1 4 6 = |—24e; + 2les — 10e3| = |e | 21 = V1117
3 2 -3 -10
-5 -2 -1
455 Tex || 3 2 -4 || =168
2 8 1

5.2.1. Méngderna i (b) och (g) dr ej vektorrum. De andra &r vektorrum.
5.2.2. “0"=1
5.3.1. (a) Nej, (b) Ja.
5.3.2. Méngderna i (b), (d) och (f) dr ej underrum, 6vriga &r underrum.
M,y =plan genom origo, My = plan som ej gar genom origo, M3 = skérningslinjen mellan

planen, M, =de punkter som tillhér minst ett av planen, typ som figuren pa bokens
framsida, M5 = plan genom origo, Mg =linje som ej gar genom origo

5.3.3. Nej, t.ex. matriserna A = < 8 (1) > och B = < (1) 8 > € My men A+ B =1¢M.

5.3.4. Ja.
5.3.5. Ja.
5.3.6. U; @& U,y ar det plan genom origo som spéanns upp av linjernas riktningsvektorer.

5.3.8. Mj = M3 &r planet x1 —x3 = 0, My ér linjen genom origo med riktningsvektor (1,3, —1).

1 1 1 -1 2
5.3.9. Exempelvis M1 = [e| 2 |,e| 2 ,Mo=]el 1 |,e| O |,e| O
3 1 3 2 4

Tr1 — T2 =0
5.3.10. UNV =[(1,1,-5,3)] = { e X € R™: v+ xgta3t+ay =0
T, + 229 +3r3+4x4 =0



5.4.1. (a), (c), (e) beroende. (a) beroende ty varje uppséttning vektorer dér nollvektorn finns
med dr beroende, (c¢) beroende ty (—2,—4) = —2(1,2), (e) beroende ty for manga
element

5.4.2. (a), (d) linjart oberoende, (b) , (c) linjéirt beroende.

543. u=e+f—-g v=e+f+g

1 1
W = 5(961 —ry +x3)e + 5(961 + 9 — x3)f + 128

544. Texu=3e—f. v gar inte. Villkoret pa w ar att 3z1 — o — 223 = 0. Ett plan.

5.4.5. (2,0,1,3) = 0:(0,0,2,2) + (—1)-(4,1,0,1) + 1-(6,1,1,4). (0,0,2,2) kan ej skrivas som
linjérkombination av de 6vriga.

54.6. a=3,—1
54.7. a#£0, 1, 3.

5.4.9. Oberoende. Fyll ut med vilken som helst vektor som inte uppfyller a + 4b + 7¢ = 0,
t.ex. (1,0,0,0)

5.4.10. (a) (1,—1,0), (1,0, 1) bas for Mj,
(b) (2,1,0) bas for M.

Ser man det geometriskt dr M ett plan och My en linje i x1x2-planet.

I 2 0
i) -3 -1 . .
5.4.11. =5 +t .{eX1,e Xo} dr en bas i W.
I3 1 0
Ty 0 1
X1 Xo
T 1 0 0 0
e o B o 0
sade ()X =| 2 L B=| | Ea=| | Ba=| ] | Ea= |
Ty 0 0 0 1
1 -1 4 1
(c) Uy = ; , Uy = ; , U = _Z , Uy = _i , linjért oberoende.
4 -3 2 1

5.4.13. T.ex. uy,ug,us. Nej, ty uy,ug,uy ar linjért beroende (stryk kolonn 3 och 5 i ditt
ekvationssystem).

5.4.14. (b), (d), (e). Ej (a) ty f3 = 23 ¢ Py, ¢j (c) ty fi + o = f3.

1 0 0 0

5.4.15. (a) 1 = x 0 , T =X 1 L2 =x 0 L0 =x 0 . Samma koordinat-
0 0 1 0
0 0 0 1

matriser som standardbasvektorerna i R*.



(b) Samma som 5.4.12(c), linjart oberoende.
(c) Exakt samma system.

5.4.16. u = L (-4
4. .u—z?) 5

2 L[5
5.4.17. (a) Xe=| 3 |, (b) Xy == |-5
€ D)
—4 —4
1
5.4.18. u=1f) + (=1)fo + (=1)f5 + 2, = f j
2

5.4.19. (a) spénner upp och rétt antal, d.v.s. bas, (b) for fa spanner ej upp, (¢) spanner upp,
men for manga, d.v.s. ej bas, (d) spanner ej upp (linjart beroende och rétt antal).

5.4.20. M; och Ms spéanner upp Py, men inte Ms.

5.4.21. T.ex. (1,0,0,3),(0,1,0,1),(0,0,1,0) &r en bas i M och dérmed dim M = 3 (= antalet
vektorer i en bas).

5.4.22. (a) dimU =3, dimV =2, (b) Ja, ty elementen som genererar V uppfyller ekva-
tionen som definierar U, (c) Nej, olika dimension.

5.4.23. Villkoret dr att ©; — x9 — x5 + 4 = 0. Hela W spénns upp.
5.4.24. dimU=3,ue U.

5.4.25. (a) Ja. (b) Ja.  (c) Nej.

5.4.26. Visa t.ex. att MyCM; och att dimM; = dim M.

5.4.27. (a) Fyll ut med nagot e X sadant att x1 — zo — x3 — x4 # 0; exakt dessa &r ej linjir-
kombinationer av de givna.

(b) T.ex. (1,0,0,0) och (0,0,1,0).
(c) T.ex. (0,2,0,1).

5.4.28. T.ex. f3 = (1,0,0) eller vilken som helst annan vektor vars koordinater i standardbasen
inte uppfyller 11z — Txo + 23 = 0.

5.4.29. (3,2,1) &r en bas for UNV. U, V kan ses som plan genom origo och UNV, en linje
genom oOrigo.

5.4.30. En bas, t.ex. (1,0,0,0,0) och (0,0,1,0,0). Darmed &r dim (M; N My) = 2

5.4.32. k — 1. Studera en godtycklig linjarkombination av de sistnidmnda vektorerna och stk
16jliga element.



1 1 -8
2 -1 30
54.33. W= |e| O |,e| 1 |,e 5
1 3 -30
—4 0 3

5.4.34. Ténk sjalv forst och diskutera sedan med din lérare eller en kamrat.

1 (-4
5.5.1. u—f§<5>

552 Medu=e | “' V=g Y1) galler d V1 =200 T332 o0 X —11x,
€9 Y2 Yys = 31 + 49’ = =

5.5.3. Koordinaterna &r (1,1,—2), d.v.s. (3,-1,5) =1-(2,0,2) +1-(1,1,1) —2-(0,1,—1).

4 2
5.5.4. u=e|-b | =f| 7
0 =7

1
5.5.5. dimV:Zg:fosz:fg <_3 1 >

1 -1
5.56. T=( 0 0 -1
2 1 3

2 -11 6
5.5.7. Ledning: uj,us,us ar ocksa en bas. f=e | 1 -7 4
2 -1 0

6 12
5.5.8. (a) <— BB ) ) 3 stycken.
3
1
1

1 -1
559. T=11 1
0 0

6.2.1. Endast (c), (a) ¢j linjar, (b) = 0 for, t.ex. u = (1,0) # (0,0), (d) = 0 for, t.ex.

= (1, =1) # (0,0).
6.2.2. (a) och (b) ger skaldrprodukter. (c) ger ej skaldrprodukt ty med f(t) =t(t — 1)(t —2)
ar (f1f) =0.

6.2.3. a=3,b>09.

6.2.4. a > 13.

6.2.5. (a) |u| =5, |v| = V14 och (ujv) =0
(b) |u| = V5, |v| =2V5 och (ulv) =3

d.v.s. ny skaldrprodukt = annat langdbegrepp, annat ortogonalitetsbegrepp.



5
6.2.6. (ulv) =

6.2.8. u och v dr ortogonala
6.2.9. (a) Alla vektorer av formen t(v —3w), t € R &r L u,v.

(b) Visa forst att v — 3w # 0 genom att berikna (v — 3w|w ).

6.2.10. Lingden av 1+ 3z = /(1 + 3z|1 + 3z) = V8.

1
6.2.11. v =+——(3,—4).

V10
6.2.12. uev = 24 < |u|- |v| = V30v/30 = 30

6.2.13. Anvind Cauchy-Schwartz olikhet med u = (x1, z2, x3,24) och v = (1,1,1,1). Likhet
for u = (1/2,1/2,1/2,1/2).

1
6.2.14. (21,79, 73) = +——(1,2,3)

V14

4
6.2.15. 32m?2. Tanken ir en kub med sidan g\/gm

1 1
6.3.1. fj = —(1,2). Utfyllnad, t.ex. f = —(2,-1)

V5 V5
6.3.2. Toex. fi = ——(1,2,3),fs = —— (6,9, ). Utfyllnad, t.cx. f; — —— (5,2, —3)
3.2, Teex. f; = —(1,2,3),f = —(6,—-9,4). nad, t.ex. fs = —(5,2, —
Vi 2T /133 Y MRVETS
6.3.3. (a) Berékna skaldrprodukterna mellan de olika paren av basvektorer, se att de blir 0.
(b) Normera, f ! uy, f. ! f !
= — =—-u = —us.
s 11 \/5 1, 12 2 2, 13 2 3
(c) Systemet blir i matrisform (kéinner du igen koefficienterna?)
1 01 0]0
1 1-1 110
-1 1 1 110
. . 1
och har 16sningen ¢(0, —1,0, 1) sa, t.ex. fy = E(O’ —1,0,1) duger.
6.3.4. Planets genom origo normal.
6.35. Ut = (a) [B], (b) [fs], () [fi]
6.3.6. ( = (1,5 LR = (1,5 ~ 32
36 (@) vy = 150 = F LDy vip =150 = 522D
. 3 3
Avstandet = ‘Vﬂu‘ = ‘g(—Q, 1) = g\/g
(b) Viy = (2, -9, 10)”[(1,273)7(177171)] =7(1,-11), v ,;=(2-9, 10)IIIUL =(-5,-2,3)

Avstandet = ‘VMU‘ =|(-5,-2,3)| = V38



(¢) vy = (0,0,2,10) ;= (0,5,2,5), v, = (0,0,2,10)

Avstandet = ‘VMU‘ =1(0,-5,0,5)| = 52

6.3.7. (a) v=(2,5) :§<§> :%£<—112>

(b) v=1(2,-9,10)=e | -9 | =f
10 -

”UL = (0’ _5, Oa 5)

23

(¢) v=1(0,0,2,10) = e

cn S B

N OO

—_
o
ot
S

3
6.3.8. A= —-.
2

1 1
6.3.9. T.ex. (a) —=(2,1,0,1), —=(2,—6,1,2),
NG 3v5

1 1
(b) E(L 0,—-1,0), E(O’ 1,0,1),

1 1 1
o) =(1,1,1,1), —(—1,3,—2,0),
(€) 11,1, T

6.3.10. (a) 2xq — 4wy — Txs+ 924 =0

(37,1, -17,—21).

-

(¢) a=2b,7c=9d. Valjb=1,c=09, f; = (2,1,0,0), fo = (0,0,9,7).

w
@)

1
NG
(d) a(-1,2,0,0) + B(0,0,-7,9)

(e) 100 — 1308 =0 <= o =138 => ug = (—13,26,—7,9)

1
f =1=a=13, 3= ——+(-13,26,-7,9).
Vi far alltsa en helt annan ON-bas for samma rum.

1 1
= 5(6,-11,2,5), v ;; = 5(~2,3,20,1),

1 V414
‘ = 5 |(_253’20?1)| = T,

1 1
(B) vy = 5(=9. 1,9, =1), v, = 5(13,~7.13,7)

6.3.11. (a) Vi

miglv =l = vy

1 436
i —u| = =—|(13,-7,13,7)| = —— = v 109.
f,nel[g’v u‘ ‘VJ_U‘ 2 ’( ) ) ’ )‘ 9

1 1
6.3.12. =(—1,1,1,—1), ——(7,7,—3, —3) iir en ON-bas for U+,

2 24/29
L_ 4, T1— T2+ 23— w4 =0 , . . . i
U- = {X e R™: o1 + 2y + 325 + dag = 0 } Kénner du igen koefficienterna i ekva

tionerna?



6.3.13. f5==(1,0,2,-2), £ = —(—2,1,4,3)
30
1 0 1
1 |V 1|1 1|V
6.3.14. Texflzg— -1 ,fgzg— 0 ,f3:§— 1
V2 214 61 0
0 0 -2
3 0 1
1 1 1 0 1 -3
6.3.15. Teex. fj = —e ,fbh=—e s =—=e
Vo lo P st 2 Vs
0 -1 2

-1
1 1 3 .
Fyll ut med f; = ﬁuo =719 | Behovde du rékna for att fa fram denna har
ug
4
du rdknat i onodan. Varfor?
6.3.16. Samma som 6.3.15. Det &r ndmligen exakt samma uppgift!

6.3.17. (a) W= {x € R*: 321 — bay — 3u3 + 14, =0} =

(b) Wt =[(3,-5,-3,1)], d.v.s. dimW = 3, dim W = 1 s& det blir enklast att riikna

ut u = W forst. u, o, = ﬁ(_3’5’3’ —1), Wy = ﬁ(14,6,8, 12).
i fu - w| = u,| = 2V for w =
(c) min Ju—w| =fu | =—— forw =,
6.3.18. B och C.
83 71 8 3 6
6.4.1. =—=1,66 =—=142, (b = - = - = —.
(a) = 50 00, T2 = oo 42, (b) a1 5 2= 3= g
642, Xo—~( ! in |[eAX —eB|=|eAX,—eB]| 23
== min |e —eB|=|e —eB|=-V3.
0 3\1 )" XeMa, '~ - - 0= 3
9 1 -1
6.4.3. X0:— 1 +1 1 :Xp—i-t-Xh,
3
0 1
1 (! 1
min |eAX —eB|=|eAX,—eBl|=|-e| 1 =— d.v.s. AX;=0.
X€eMs,1 3 1 \/§

6.44. y=3r+1

1
6.4.5. 7—0(25902 + 21 + 76)

1

6.4.6. (a) =

1
(34,3,2,19), min|e; — u| = |e; — ey, | = [e11,| = = V55, dimU = 2,
uclU 15



1 . .
5(1,0,—1,0), {11161[{Jl|el — u| == |e1 _e1HU| = |e1J—U| = —F dimU = 2,

V2
L

. 3 )
(c) 44(35, 15,9, -3), 1{11161[{J1|e1 —u| = le; — ey, | =le11,| = E\/ll, dimU = 3.

5 -1
1|5 7 2 4
6.4.7. (a)Q:E i ’R:<0 10>,

5 1
V2 -2
V2 -1

1 1 2

W o= | Vo |r=vi(, )

V2 2

7.2.1. Endast (a) &r linjar.

7.2.2. Alla &r linjéra.

3 1
7.2.3. F(u)f( 4 ),F(v)f(O).
10 4

7.2.4. Nej, om sadan funnes skulle

T atn-atat

1 -vV3 7 1 2 3
7.3.1. (a) (1112 sin4 —36)’ (b) <4 5 6>'

1 -v3 = 1 2 3
7.32. (a) | In2 sind -3¢ |, (b) 4 5 6 |.
1 -2 7 In2 sin4 -3e

2 3T
S 2 27 3T e VT
7.34. (a) (e _2>, (b) (e V3 VT ), (c) In2 tanb |,

In2 sin3 tanb cos3 In3

V5 2
@ (20 )
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7.3.13. F(n) = —n, u €planet = F(u)



0-1 1
7.3.14. -1 1
1 2

[

74.1. A = <(1) 8), d.v.s. F utfor en ortogonalprojektion (eftersom f #r ON) pa linjen
genom origo med f; som riktningsvektor (och f som normalvektor).
-1 0 0
742 Ap = 0 1 0 |, dvs. F utfor en spegling (eftersom f & ON) pa planet genom
0 0 1

origo med f; som normalvektor.
7.4.3. Lamplig bas &r, t.ex. en hoger ON-bas med planets enhetsnormal som forsta basvektor.

7.4.4. Lamplig bas ar, t.ex. en bas med projektionsriktningen som forsta basvektor och 6vriga
i projektionsplanet. Normera inte! Det gor bara kalkylen svarare

7451 0 1 0 |, F(fy) =2f;, F(fy) = f5 och F(f3) = —f3.
0 0-1
7.4.6. Ag = % _i) le>
7.5.1. (a) N(F') = normallinjen genom origo, V(F') = planet sjilvt,
(b) N(F) = normalplanet genom origo, V(F) = linjen sjilv,
(¢) N(F)=P, V(F) =P,
(d) N(F)={0}, V(F) = [z,2?,..., 2", 2"}
(e) N(F) = [2?], V(F) =[1,z,2°%,...,2"] = n:e gradspolynom utan z*-term. Att bara

plocka bort 2 med motiveringen att N(F) = [2?] ér felaktigt.

7.5.2. (a) Finns ej enligt dimensionssatsen, ty i detta fall blir
dim N (F)+ dim V (F)=4#3= dim R,

(b) Finns ej, ty i detta fall skulle F'(0) # 0 eftersom 0 ¢ V (F).

(c) Finns, t.ex. den avbildning F' for vilken géller

F(1,-1,0) = F(0,1,—1) = (0,0,0,0) och F(1,1,1) = (0,1,0,0).

—_
)
= N

:{XGR?’: —.%'1+21‘2+.%’3:0}.

—_
)



11 0
) AX,=| 7|, 4Ax,=| 0
-3 0

(f) e X}, ér en bas f6r N(F) sa dimensionen &r 1.

7.5.4. (a) N(F) = {0}, bas for V(F), t.ex. matrisens kolonner,

1 0 4
(b) e| 2 | bas for N(F) och for V(F), tex.e| 1 |,e| 3 |,
-1 1 )
V(F)={xeR* z+2y—2:=0} =[(0,1,1),(4,3,5)]
2 3
(¢c) Teex.e |-1 |, e| 0 | basfor N(F) och e bas for V(F
0 -1
—2x+y =20
_ 3.
V(F)—{XGR. —3x+z:0} [(1,
5 y
7.5.5. (a) Ja, N(F)NN(G) = |e| | CR?*. (b) Ja, V(A)NV(B) = |e| 13
8
1
3 0 1-4
2 1 0-3
7.5.6. A= L2 1.4 |
-1 -1-1 3
(1,1,1,1) &r en bas for N(F') och (3,2,1,-1),(0,1,2,—1),(1,0,1,—1) &r en bas for

V(F).

2 6
757 Tex. | 1 1 (kdinns de tva forsta kolonnerna igen?).
1 2

N W N

7.6.2. (a) N(F)=N(F?) =[(1,1,1)], V(F) = V(F?) = {X € R* 21 + 23 — 323 = 0}.
Da dim N(F) = 1 & dim V(F) = 2 enligt Dimensionssatsen (Sats 7.5.6, sid 182)
och vi kan vélja vilka tva som helst av avbildningsmatrisens kolonner som bas da
de &r icke-parallella. Da (1,1,1) € V(F) giller N(F) N V(F) = {0} och det finns
dérmed en bas for R? bestaende av element ur N(F) och V(F).

(b) N(F)=[(1,1,1)]CV(F) ={X € R%: — baq + 45 + 23 = 0} sd bas med sckt egen-
skap finns ej. Som bas i V(F) kan vi, p.s.s. i (a) vilja vilka tva som helst av av-
bildningsmatrisens kolonner, V(F?) = [(6,11,—14)], t.ex. (1,0,0),(0,1,1) bas for
N(F?).

7.6.3. (a) A2_<cos2a —sin2a>

sin2cv cos 2«

(43

) De dr vridna 60° moturs.



cos no - sin na

(c) A" = <

sinna  cosna >, anvind induktion (om du kan det).

18 6 -4

.3 2 o — —
7.6.4. FoG:R°—R*, matrisen = AB = < 18 2 9

>. GoF ir ¢j definierad ty F(u) € R?
och dir dr G ej definierad.

7.6.7. 3
0020
000 6
2 __ _ —
76.8. A“=B= 00 0 0 ,d.vs. FoF =G
0000
31 1-2 2-1-1 2
11221 1[-1 3-2-1
T69- @ A=21y 5 9  PATE 2 30
2 1 1 3 2-1-1 2

(b) N(P)=U*, V(P)=U, N(P,)=U=V(P), V(P.) =Ut = N(P).
(c) A2=A, A2 = A, A+A, =1, A] A= AA,| = O-matrisen.
7.7.1. (a) Ortogonal projektion i det plan som spénns upp av e; och es. Symmetrisk.
(b) Stréckning i es-led. Symmetrisk.
(c) Vridning v radianer kring e;. Isometrisk.

(d) Vridning 7/2 moturs kring es. Isometrisk.

3 1
(e) Spegling i det plan som spénns upp av e; och 7e2 + §e3. Isometrisk och symmet-
risk.

© 4= (g 1)

d.v.s. F' ér en spegling i linjen med f; som normal (och f; som riktningsvektor).

1 0 0
7.7.3. 0 cosv -sinv
0 sinv cosv

-1

0 0
7.7.4. 1 0
0 1

o O



7.75. Flu)=u—2(ulfi))fi =e X —2(X'V})eY) =elX —2eV1(V1'X) =e(l - 2Y1 V1)) X,
d.v.s. F:s matris = I — 21 V3%,

7.7.6. Vridning g kring e; + 2e5 + 2e3 moturs sett fran spetsen av densamma.
7.7.8 ! 1 1
V3 -1 -1

-1
-1
1
7.7.9. (a) Symmetrisk eftersom matrisen &ér det,
(b) isometrisk eftersom matrisen #r ortonormal,
(c) varken isometrisk eller symmetrisk,
(d) symmetrisk eftersom matrisen &r det,
(e) symmetrisk och isometrisk eftersom matrisen dr bade symmetrisk och ortonormal.
7.7.10. Speglingar
7.7.12. (d) N(P)=U*, v(P) =U.

(e) Ortogonalprojektion pa U.

7.7.13. Bas: (1,1,1), (-2,1,1), (1,-2,1). . Ortogonal projektion i planet

1 + xo + x3 = 0 foljd av en vridning 7 kring e; 4+ es + es.

7.7.14. Léttast &r att titta pa basbilder. Alternativt kan du i uppgifterna (a) till (d) jamfora
med matriserna for allmédnna vridningar och speglingar i rummet.

(a) Spegling i xjx3-planet.

(b) Vridning 7 kring zz-axeln.

)

)
(c) Vridning 7/6 moturs kring x;-axeln.
(d) Vridningen i (c) f6ljd av en spegling i zoz3-planet.
)

(e) Vridning 7 kring linjen x = ¢(cos % e + sin % e3), t € R.
7.7.15. Avbildningen &r en vridspegling. Spegling i normalplanet till f; = —2e; + 2e2 + e3.
Vridning kring f;, 90° moturs sett fran spetsen av fj.

7.7.16. (a) Vridning 27/3 moturs kring linjen med riktningvektor e; + es + es.
Hér kan man se saker genom att titta pa basbilderna. Alternativt kan man bestdmma
vridningsaxeln genom att 16sa F'(u) = u. Tag en vektor v ortogonal mot u. Vrid-
ningsvinkeln ges nu av vinkeln mellan v och F(v). Orienteringen bestimmer man
genom att titta pa en lamplig vektorprodukt.

(b) Vridspegling. Vridning 7/3 moturs kring linjen med riktningsvektor e; —eq+e3 foljd
av spegling i planet med riktningsvektorn ovan som normalvektor. Vridningsaxeln
bestdms genom att 16sa F(u) = —u. Sedan fortsétter men som i (a).



7.7.17. (a) Planet som innehaller e; 4+ e3 och e + €3 + e3, d.v.s. z —y = 0.

2
(b) Vridingsaxel = planets normal n = e; — es, vridningsvinkel = arccos \/; moturs

sett fran toppen av f; = n.

1 0 0
1
(C) fgzﬁ(el—i-eg), f3 = eg3, Aﬁz 0 \/2/3 —1/\/§
0 1/vV3 +/2/3
0
. . 1 2
(d) F(es) = F(f3) = "sista kolonnen i Ag"=f [-1/V3 | = ——=fy +/=f3 =
L \/g 3
V2/3
11 ! 2 0 1 (!

=———¢e 1
V3v2T 6\ 1 67\ o

b
7.8.1. Arean av ursprungstriangeln = 5

1 1 - 1
(a) Bildtriangelns area = 2 A= 3 ( 8 Clb >, det(A) = 7= kvoten mellan areorna.
b 1
3 1 5 3
(b) Bildtriangelns area = %, A= 3 . 2@ , det(A) = \2/—; = kvoten mellan
2
areorna.
7.8.2. Tex F som ges av matrisen
A (4 1Y _1 (3
~\2 3 S 10\-2 4)°
A F adet 1
Arean av omradet = —on 2 (omrédet) = = 10.
|det A| 113 -1
10712 4
7.8.3. Tex F som ges av matrisen
145\ (13 5 )
2 1 2 -3 7 -9

basyta - hojd 1
3 -6

1 F adet 1 1

Volymen av tetraedern = Volymen av F(omradet) _ 1/6 _ -,

|det Al S 1/2 3
Den aterstaende sidoytan ligger i planet = +y + z = 1.

Den nya tetraederns volym fas som

8.1.1. (a) Vektorerna i planet #r egenvektorer med egenvirde 1. Vektorer parallella med e +
ey + e3 dr egenvektorer med egenvirde 0.



(b) Vektorerna i planet &r egenvektorer med egenviirde 1. Vektorer parallella med e; +
ey + e3 ar egenvektorer med egenvarde —1.

(c) Vektorer parallella med vektorn e; + ez + es dr egenvektorer med egenvirde 1.

(d) Vektorerna i planet &r egenvektorer med egenvirde —1. Vektorer parallella med
e] + ey + eg ér egenvektorer med egenviérde 1.

8.1.2. (1,—1),(—2,2) &r egenvektorer med egenvirde —1.
(2,5) dr egenvektor med egenvirde 6. Samtliga egenvektorer ges av ¢(1,—1) och s(2,5)
dér s, t # 0.

8.1.3. (2,—1,1) har egenvérdet 3 och (0,1,0) har egenvérdet 1.
8.1.4. (—2,1, 1) har egenvérdet 0, (0,1, 1) har egenvérdet 2 och (3, —2,1) har egenvérdet —1.
8.2.1. (a) A2 — X\ — 6, nollstiillen 3, —2, (b) =3 — A% — X — 1, nollstéllen —1, =,
19 3 13
(c) —X\3+2)\% - 1—6)\ + 6 nollstéllen T 1.
(2, —3) egenvektor till egenvirdet —1, (3,2) egenvektor till egenviirdet 1 och
AL 52
13\ 12 -5 )

8.2.3. (a) Diagonaliserbar, tva skilda egenvérden,

(b) ej diagonaliserbar, inga egenvirden,

(c) ej diagonaliserbar, dubbelegenvéirde med en-dimensionellt egenrum,

)

(d) diagonaliserbar, ett enkel- och ett dubbelegenviirde dér dubbelegenvérdet har tva-
dimensionellt egenrum.

For att svara pa fragan behover egenvektorer endast beridknas till multipel-egenvérden.

8.2.4. A = egenvirde, m =multipliciteten, d =dimensionen av egenrummet, r,s,t reella
parametrar # 0 (nollvektorn &r ju ingen egenvektor).

(a) A=—-6,m=d=1,r(7,6,3), \ =3, m=d=1,s(14,3,-3), \=6, m=d = 1,
t(1,0,0). Bas av egenvektorer finns. Sétt, t.ex. r =s=1¢ = 1.

b)) A =2, m=2,d=1, 1210, A=1, m=4d =1, t(1,1,—1). Ingen bas av
egenvektorer.

) A=1,m=d=2,s(1,0,—-1) +t0,1,-1), A =3, m =d =1, r(1,1,0). Bas av
egenvektorer finns. Tag, t.ex. s=1ocht=0,s=0o0cht=1,r=1.

(d) A=1,m=3,d=1, t(1,1,1). Ingen bas av egenvektorer.
8.2.5. (1,0,0),(0,1,-1),(1,1,0).

8.2.6. A=3, e ) ’9<1>’(b) f1:§<_i>,f2:g<i>,

(c) f=eT T:<_

— =
(-
~
s
1=
I
N
S w
=)
~_



122 -121 123 1 14 13 1/ 14300 q1_3100
b= L R 100 _ *

an L 1+3" 1-3"
T2\ 1-3" 143" )

(e) V = egenrummet till egenviirdet 1.

o . 1 n o X1 — T2
(f) u= ($1,$2), nh—>ngo 3_nF (11) - 9

egenvirdet 3.

e (_i ), d.v.s. parallell med egenvektorn till

8.2.7. (a) Egenvirde: 1. Egenvektorer: t§< 1 >, t#0.

(b) Nej!

5 LTy L (1Y . (12
(c) Soktbas.\/5§<1>,\/§§<_1>.Soktmatrls.(0 1).

(d) Enhetskvadraten avbildas pa parallellogrammen med horn i (0,0), (2,1), (3,1) och
(1,0) (nya koordinater). Avbildningen &r en skjuvning.

828. a=1b=2 c=3A=0:(1,2,1), A=3: (1,—1,1).

1 0 0
829. (a) | 0 cosv -sinv |. Godtycklig ON-bas med f; = @ vridningsaxeln.
0 sinv cosv

(c) argumentet = v, d.v.s. vridningsvinkeln.

8.2.11. (b) BC =CB
N _yn-1f{ M1 Na
(c) Af = ] (0 L
8.2.12. (a) p(A) = A% — 13\ 430

41 1 /6 -4
(b)A1:%(13I—A):%<_3 7)

1 1
8.3.1. (a) Egenvirden: 3, —3 (dubbel). ON-bas: f; = %(2, 1,1), fo = —2(0, 1,-1),
1
fy = —(—1,1,1).
3=l )
1
(b) Egenvirden: 3 (dubbel), 1. ON-bas: f; = E(L 1,0), fo = e3 = (0,0,1),
1
fy= —(1,-1,0).
= 2 (1,-10)

1 1 1
(c) Egenvirden: 9, 6, 3. ON-bas: f; = §(1,2,2), fo = §(2, 1,-2), f3 = §(2, -2.1).



1 1
d) Egenvirden: 6, 0, —2. ON-bas: f; = —(1,1,1), f, = —(1, -2, 1),
5= —(1,0,—1).
3 \/5( )
Kolla om f;xfy = f3. Om sa ar fallet dr det en hoger ON-bas enligt definitionen av
vektorprodukt.
1 1 1 1
83.2. —(e1+e3), —=(—e1 +e2), —=(es+ey), —=(—e3+ey).
2 2 2 2
1 1 0
111 1 0 1 1 .
8.3.3. (a) fi=e 1L fo=e vARRE f3=e 7 |1 (egenvektorer till A = 1),
1 -1
1 1 0 0 O
1[-1 . 01 00
fi=e 5|1 (egenvektor till A = —3), A = 00 1 0
1 0 0 0-3

(b) Ry = {eX € RY: @ — 2y — 23 + 24 = 0},
—r1 + T2 +x3 + 3$4 =0
Ry 3= eX eR%: o+ a3 + 204 =0 p,
3+ x4 =0
d.v.s. de ekvationssystem du hamnar i efter elimination, da du skall berikna egenvek-
torerna. Observera att det finns odndligt manga sétt att skriva ]R}l;ﬁg. som l6snings-
rum.

8.3.4. (b) F(a) = |a’b, F(b) = |al?a, F(axb) = 0.

0 0 0
() A4y =(0 0 [a
0 Ja* o0

(d) Vektorer parallella med axb, a+ b eller a — b dr egenvektorer.

0 0 0
(e) Egenviirden 0, |a|> och —|a|?, matris Ag=1| 0 la*> 0
0 0 -la?
la> 0 0 0 0 0 100
(f) Ag=| 0 Ja* o0 0 1 0 01 0
0 0 la? 00 1 0 0-1

(g) F speglar forst i normalplanet till a — b || g3, projicerar sedan i normalplanet till
axb| g; for att sedan striicka med faktorn |a|?.

11 -1 -10
835. (1,0,-1), Ae =<z -1 2 -1
-10 -1 11



1 1 0 1
8.3.6. 2 0 2 0
1 0 1

8.3.7. Vektorerna i W &r egenvektorer med egenvirde 1. ¢(1,—1,—1,1), t # 0 dr egenvektorer
1 1 1
med egenvérde 0. Sokt bas (exempelvis) —(0,1,—1,0), 5(1,1,1,1), —(—=1,0,0,1),

V2 V2
%(1, Sl 1,1,

01 0
8.3.8. F har matrisen | 0 0 1 |. Vihar att (1,0,0) gar 6ver i (0,0,1), (0,0,1) i (0,1,0)
1 0 0

och (0,1,0) i (1,0,0) och F &r saledes en vridning medurs 120°. Vridningsaxeln #r
egenvektor med egenvirde 1; e; + eo + e3. Foljaktligen finns endast ett reellt egenvérde
A =1 och tillhérande egenvektorer &r e; + es + e3.

8.3.9. (a) Linjens normal, (3, —2) och linjens riktningsvektor, (2, 3) dr egenvektorer med egen-

. . 1512
virde —1 respektive 1. Ae = 3 < 12 5 >

1 2

8.3.10. Tex B = (2 1

). Hur manga fler finns det?
1 1 1
8.3.11. A=0:f = g(—2,1,2), A =9 (dubbel): f; = 5(1, —2,2), f5=1) x fy = 3(2,2, 1),
0 0 0 9 0 0 0 0 0
Ar=10 9 0]=[0 9 0 0 1 0],
0 0 9 0 0 9 0 0 1
d.v.s. F' &r en sammanséittning av en ortogonalprojektion pa planet med f; som normal,

—2x1 4+ x2 + 223 = 0, och en striackning med en faktor 9.

8.3.12. (c¢) F dr antingen en strickning med faktorn 2 eller en ortogonalprojektion pa ett
underrum foljt av en striackning med faktorn 2.

0 12 0
9.1.1. (a) | 1/2 1 3/2 |, (b) ej kvadratisk form, (c) ej kvadratisk form,
0 32 1
L s 1-3 0 1-2 3
(d) (_3 1 >, (e) |-3-1 0, (f) |-2 4 -6
0 0 O 3 -6 9
' =3r—
9.1.2. (a) Signatur = (1,1), rang = 2, positivt definit, t.ex. {y, B z ,

Qa',y) =

(b) Signatur =

<:C/2 + 11y/2)

1
3
(1,1,0), rang = 2, positivt semidefinit.



2

1 13
9.1.3. (a) Q(z,y,2) =3 (w +y+ 52’) —(y—22)* + ZZQ, d.v.s. signatur = (1,1, —1),

rang = 3 och indefinit,

3 >3 13
(b) Q(z,y,2) =2 <y + 2% + Zz) - §(2x + 52)% + Zzz sa signatur, rang och tecken-

karaktdr d&r samma som i (a).

(¢) Varje kvadratkomplettering som svarar mot ett bas/koordinatbyte ger samma rang
och signatur. Se Sats 9.1.6 (Troghetslagen), sid 225 i boken.

9.1.4. Positivt semidefinit, egenvirden 3 (dubbel) och 0.

9.1.5. (a) @ &r diagonal i givna basen, positivt semidefinit.

1
1 1

b) QUfY) = 6y? + 6y2 — 22, indefinit, f; = e — fh=eyfz=e— | 0

(b) QUEY) = 6y; + 6y; — 2y3 1=e 5 p 23_\/5_1

1
0
1
() QEY) =2y — y5 — v3, indefinit,

1 1 1

1 1 1
flzg_ 1 ,f2:§_ -1 af3:§_ 1
AW V2 \ o 6\
1
1
1

(d) QUEY) = 2y? + 2y3 + 5y3, positivt definit,

-2 0
1 1
1 7f3:§_

f; = e—

7f2:

w

1
e— | 1
Vo
9.1.6. (a) Indefinit, rang =3, signatur = (1,1, —1),
(b) positivt semidefinit, rang =2, signatur = (1,1,0)
(c) positivt definit, rang =3, signatur = (1,1, 1).
9.1.7. (a) Max =2+ /5, min =2 — /5, (b) Max = 4(2 + v/5), min = 4(2 — V/5).

9.1.8. (a) Storsta virdet = 2+ /3, minsta virdet = 2 — /3

+1
(b) Storsta virdet antas i ——— <1, 1,V3+ 1),
V6 +2v3
+1
minsta virdet antas i ——— (1, 1,— <\/§ — 1))
6—2V3

2
9.1.9. g Har du gjort uppgift 9.1.5(c) har du redan gjort sa gott som alla rékningar.

9.1.10. Flera alternativ. T.ex. planet: 1 + 25 = 0.

1
9.1.11. Maximum=>5. Antas i punkterna :I:%(Z 1,0,0)
1
Minimum=-2. Antas i punkterna £—(0,0, —1,2)

V5



8 — 2
9.1.12. Kvadratkomplettering ger Q = (z + y)* + (z + gy)2 + TayQ. Q@ ér indefinit om

la| > 2v/2, positivt semidefinit om |a| = 2v/2 och positivt definit om |a| < 2v/2.
9.2.1. (a) Ellips, (b) hyperbel.

9.2.2. Egenvérdena dr —8 och 2, alltsa en hyperbel. Asymptoter, £ +y =0 och x — 7y = 0.

9.2.3. Egenvérden 2 och 8 med egenvektorer e < ! > resp e < ! >

Halvaxellangder \/j och \/j sa arean blir 7'('\/7 \/7 37T
1 /(21 y1> yo — V5
9.24. (a) f=e— yellips, [ =) + | =——— | =1
”“5(—1 2> p<\/§ (wé

mt=ed (2 1) mpeter () (7[) .

1 - 29
(c) f=e—= ( b2 ) parabel, y; = %yg

9.2.5. (a) Kurvan i ny bas: 4y3 — 2y3 = 1.

1 1 1
(b) EHON_b%'£:§E<—1 1>.

(c¢) Punkter nidrmast origo: Y = i( 162 > som ger

1 —1
X=TY=4+— .
2\/§< 1)

5 2
9.2.6. Signatur (1,—1), alltsa en hyperbel. Medelpunkt: <—§, §>

9.2.7. Medelpunkten har ortsvektorn

(a) £ < \95 > — V5t = \/5%9 ( ; ) —e < : > d.v.s. medelpunkten ar (1,2),

(b) £ (_\95 > = Bty = —\/5%9 ( , > —e (‘; > d.v.s. medelpunkten & (=1, 2).

9.2.8. De kvadratiska formerna har samma egenvektorer. Kurvorna ir ellipser: 4y3 +2y3 = 12
respektive y% + 3y§ = 13, vilket ger skdrningspunkterna 4(1,£2) i nya basen. Atergang

1 1
\[(3 1), iﬁ(l,?)).

9.2.9. (a) Enhetscirkeln resp en ellips.

till gamla ger +

(b) 0 < k <5 eller k> 10: inga skdrningspunkter,
k =5 eller k = 10 tva skdrningspunkter,
5 < k < 10: fyra skdrningspunkter



9.2.10. Val valt ON-system = ON-bas av egenvektorer. Linjen skér ej, ty kurvan &r en hy-
perbel och linjen en av dess asymptoter.

9.2.11. (a) T ér ellipsen 3% + 4y5 = 1 och L linjen g5 = 3.
1
(b) P = <0, 5) (ellipsen) och P> = (0,3) (linjen) i det nya koordinatsystemet ligger

niarmast, d.v.s. avstandet = 3

1 1 3 3
¢c) PP=|—=,——= ] och P, = | —, — | i det ursprungliga koordinatsystemet.
1 (Ni 2\/§> ’ (x/i ﬂ) prmete '

9.2.12. (a) Egenviirden 2 och 7, d.v.s. positiva sa kurvan &r en ellips.

2 2
(b) Anvénd Sats 9.1.11, sid 227. u = i\/;fg =14/ 35 & ( ? ) ger det minsta avstandet
2 2

1
\/;, d.v.s. punkterna 44/ %(2, 1) dr ndrmast origo. u = +f; = i% (_; ) ger det

storsta avstandet 1, d.v.s. punkterna £——=(1, —2) &r ldngst ifran origo.

V5

9.3.1. (a) En-mantlad hyperboloid, (b) tva-mantlad hyperboloid, (c) ellipsoid,
(d) elliptisk paraboloid, (e) hyperboloisk paraboloid.

1
9.3.2. Elliptisk cylinder, d kan anta alla virden > 3

1 1
9.3.3. (a) Minsta avstand —= fran punkterna £——(3,0, 2).

V10 V130
V6

(b) Minsta avstand v/6 fran punkterna :I:?(Zl, 0,—-3).

1 /5 1 /5 )
(c) Minsta avstand 5\/; fran punkterna iﬁ\/g(l’l’ 1). Storst avstand \/; fran de
5
punkter som ligger pa cirkeln med radie \/; i planet x +y + 2 = 0.

9.3.4. Ellipsoid ty egenvérdena ar 6,12, 18. Ekvation pa standardform i bas av egenvektorer

(5 - () ) -

Dirmed blir halvaxellingderna a = 2/v/3, b = /2/3, ¢ = 2/3 och volymen

Ar 2 [22  16V2r
3 V3V33 21
Medelpunkten M har ortsvektorn

1 1
OM = —¥ -
V3 g 37\ 1



9.3.6. Ytan definierad av (9.1) &r en cirkuldr cylinder ty egenvérdena &r 9 (dubbel) och 0.
2

Cylindern gar ldngs linjen med riktningsvektor e [-2 | (egenvektor till egenvérdet 0).
1

I egenbas far den ekvationen Qy% + 9y§ =1 om vi tar egenvektorn till egenvérdet 0 som

tredje basvektor. Den andra ytan &r en sfir med radie 3" Dérmed sa tangerar ytorna

1
varann langs en cirkel med radie = i planet 2z; — 2x9 + 3 = 0. RITAL

1
9.3.7. 0 < k < 1: inga gemensamma punkter. £ > 1: cirklar med radie 3 i planen 2x — 2y +

z = £v'k — 1. Rita i "rétt” koordinatsystem och oversétt resultatet till ursprungliga
koordinaterna.

Tr1 = 01€5t - 202€_t o . . 5¢ 1 —t -2
9.4.1. (a) {xg _ Ot Oyt Pa matrisform, X (t) = Cqe 1)t Cae 1

(b) Cp = Cy = 1.

(©) f1:e5t<1>, £y — et (‘f)

(d) Skall bilda nollvektorn som linjarkombination av linjart oberoende vektorer.
Foljaktligen dr konstanterna noll och z1(t) = x2(t) = 0 &r den enda 16sningen.

2 1
94.2. X = Cle_t <_1 > —|—0265t < 1

e® — oo da t — oco. Detta ger da att z1(0) =2C; =2 < () =1saatt X =
et 2
1)

9.4.3. (a) X(t) = Cl‘f”( ) ) + et <_;) >

o x0-4(1) -5 (1)

>. Villkoret z1(t) — 0 da t — oo ger att Cy = 0 eftersom

Cy 1
9.44. X(t) =€ O | +C3 [-1
~Cy 1

2

9.4.5. (a) Karakteristiska ekvationen: 1 —r —6 = 0 <= r =3,-2 <= y(t) = C1e* +

CQB_Qt.

ORI

xhy = 6x1 + 29

(¢) X(t) = D163t< é > + Dye™ % (‘; )

(d) y = 21 = D1e* — Dye ', Minustecknet framfor D dr oviisentligt; Dy &r ju ett
godtyckligt reellt tal.



(e) Det dr samma polynom.

w3023 i (3) ()

() () k# 42, X(t) = 0162t< ' ) + Coe? (_; ) +kf—Z< - )
(ii) k=2, X(t) = %e”( Citt > + Coe™™ (_é )

Cr+1+t
ey 1 oot ] L Cr—t
(i) k= -2, X(t) = Cre <1>+46 ~3Cy —1+3t

9.4.7. Cysin (V5 + 1) < ]1‘ > + Cysin (t + 6) (—1 >

0.4.8. X(t) = ¢ << \ > o G >>

1/ +2 7t 27 —2¢t At sef 1 e (-2
9.5.1. §< R ),X(t)—e X(0)=e <1>+e <1>

1/ si — 9¢j . .
0.5.2. (e) sin At = (SmSt 2sint 251n5t+281nt>,

3\ sin5t+sint 2sin bt — sint
cos At — 1 cosHt +2cost 2cosbt — 2cost
" 3\ cosbt—cost 2 cos bt + cost
1 6i5t _|_ 26—’it 2e’i5t _ 2€—it
(f) Re <§< eiBt _omit  ogibt | =it = cos At,
1 ei5t + Qefit 26i5t o Qefl't )
Im <§< GOt _ it 9Bt | it = sin At

. s 4cos bt — 2cost sin 5t + 2sint
X (t)=(cos At) X anx (3)= —( ™ .
(g) X(t)=(cos AH)X(0) + (sin At) 2 < 4 cos bt + cost > < sin bt — sint )
For att vara sikra pa att detta dr enda losningen maste vi egentligen 16sa ekvationen
pa samma sétt som uppgift (9.4.7).

an = 5" 13" 4 4) an = 2"

9.6.2. (a) Grénsvirdet existerar for alla startvirden.

. 1 1 .
Om ag # 2by sa ar gransviardet — (_2 ) = enhetsegenvektor till egenvérdet 15.

V5

. 1 2 .
Om ag = 2bg sa ér grénsvéirdet % ( 1 > = enhetsegenvektor till egenvirdet 5.

Observera att det endast &r da startvirdet Xg &r en egenvektor till det mind-
re egenvardet som vi far ett annat grinsvirde dn en egenvektor till det storsta
egenvirdet.

(b) Grénsvirde existerar endast da a9 = by, d.v.s. Xy = egenvektor till egenvérdet
2. Till skillnad fran (a) existerar grinsvirde endast i undantagsfall. Beror pa att



egenvirdena har olika tecken men samma belopp. Samma beteende fas ocksa da det
till beloppet storsta egenvirdet dr negativt.

an, = ag + 2n(ag + by) e 1
9.6.3. { b = bo — 2n(ag + bo) , grinsvirdet =

< ! ) oberoende av startvarde. Observera
V2 \-1
dock att (X,,) X, — oo for alla Xo # ¢ ! >

-1
_ ap = n—1 .. o . e A (s e
9.6.4. (a) an=by_1 ger systemet { by = qay_y — dby_y déar ¢g=12 1 (i), —4 i (ii) och =5 i
(iii).
1
(0) (1) an =g (72" +(=6)"), (i) an = (=24 3n)(=2)""".
(d) Nej.

(e) an = 5((1 =3)(—24+0)"+ (1 +3)(-2—-9)")

15 /-1
9.6.5. (a) ug = 7 ( ) ) Ao = 15

(b) F(ug) = 15ug, d.v.s. ug = egenvektor till egenvérdet 15 (det storsta).



