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Tentamen i Linjir algebra (TATA31/TEN1) 2024-08—-23, 14-19.

Inga hjilpmedel, forutom passare, linjal eller gradskiva. OBS! Inga formler el-
ler liknande tryckta pa linjal eller gradskiva. Ej rdknedosa.

For godkant réicker 9 podng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 poédng. Godkéand kontroll-
skrivning (> 11p) ht2023 ger 3 poéng pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 poang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive "G+1”
i rutan for uppgift 1 pa raden mérkt “X hér/here”.

Fullstindiga motiveringar krévs. Losningar laggs ut senast mandag 26/8 pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31/tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 15 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givha med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" &r ett euklidiskt rum med
standardskaldrprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. (a) Ange, pa parameterform, skiarningslinjen mellan planen I1;: x — 2y 4+ 32 = 7 och
[I5:2x + y + 2z = 4. Ange darefter skdrningslinjens skarningspunkt med planet

II3: 3z + 2y + 2z = 6.
(b) Lat a,b € R och
1 2 -2 a
=(a3) 2-(35)
Bestam, om mojligt, a,b sa att AB = BA.
2. Betrakta polynomen

pi=1+2z+2° py=-2+22+22% p3=2—z+42?
ps=1+x+52° +52°, ps=11+ 2 —32°.

Ange en bas for P3 dir sa manga som mojligt av py,...,ps; ingar. Ange dérefter
koordinaterna for det/de polynom som inte kom med i basen, i den bas du valt.

3. Ange en ON-bas i

Ty — 2y + 23+ 224 =0
= R*:

och fyll sedan ut denna till en ON-bas i R*. Bestdm avtandet mellan v = (1,1,1,1)
och U.

4. Den linjéra avbildningen F:R3>—R? har i standardbasen matrisen

1
A=11
-1 -

N O =
W = N

Bestim en bas i N(F) respektive N(F?) samt en bas i V(F) respektive V (F?). Har
N(F) och V(F) nagot gemensamt element forutom 07



.LétA:(

5. Lat u = (z1, 12, 73) och Q(u) = Tz] — 8x129 — 102123 — 205 — 87975 + T3

(a) Bestim max- och minvirde for Q(u) da |u| = v/2.

(b) Bestdm (kortaste) avstandet fran ytan Q(u) = 3 till origo samt de punkter pa
ytan som har detta avstand till origo.

9 -10

5 6 ) Bestam talet @ > 0 sa att

(1
(1)

existerar och dr nollskilt (n = heltal). Ange griansvirdet och vad detta och a har med
A att gora.

. Lat F:R*—=R? vara en linjir avbildning och 1at A, vara F:s matris i basen e.

Det sa kallade sparet av en matris B definieras som summan av diagonalelementen

1 2 3
och betecknas tr(B). Om, t.ex. B= | 4 5 6 | sadrsparet, tr(B) = 1+5+9 = 15.
7 8 9

(a) Betrakta sekularpolynomet p(A) till £, d.v.s.
p(A) = det (Ae = AI) = =2 + as\* + a1 A + ag.

Visa att ag = tr(Ae).
Ledning: Visa forst att pastaendet stimmer fér matrisen

a;, O 1
1 0 ag

sa kommer du nog pa hur du skall visa det.

(b) Lat Ag vara matris till /' i en annan bas f. Visa att A, och A¢ har samma
sekularpolynom, d.v.s. att

det (Ae — AI) = det (Ag — \I)

och dédrmed att tr(Ae) = tr(Ag) enligt (a).



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2024—-08—-23.

1. (a) Vi borjar med skérningslinjen.

T2 +32="T7 rmon (1-2 3| 7T\ 3% (1 0 1]3 .
2t 4+ y+ z=4 0 5 -5110 0 1-1F2
T 3—t 3 1
=L e|ly |=e|l 2+t | =e|-2 |+te| 1 |, teR
z t 0 1

Insdttning av L i ekvationen for I3 ger

33—t)+2(—24t)+20=5+1t=6 <= t=1—=

skirningspunktens 3 -1 2
=el|-2 |+te|l 1l | =¢e|-1],
ortsvektor 0 1 1

d.v.s. skirningspunkten ar (2,—1,1).
(b) Berékna de bada matrisprodukterna
(1 2N\ (-2 a)\ (4 a+2D [ —2+4+3a —4+4a
AB_(B 4)(3 b>_(6 3a—i—4b)’ BA_( 3+3b  6-+4b )’
[(6-3a —3a+20+4\ [0 0
AB_BA_<3—35 3a—6 )‘(0 0)'

Hér ser vi direkt att a = 2,0 = 1. Inséttning i —3a +2b+4 ger —3-2+2-14+4 =
—6+2+4=0sa AB=BAomma=2b=1.

. Vi borjar med beroendeekvationen och “L.K = godt. polynom” i héndelse av att vi
skulle behova fylla ut for att fa en bas i P5. Vi far

MP1 4+ Mp2+ ...+ Mips = 0, a0 + a1z + axx® + agr® =

1-2 2 1 1110 ag 1-2 2 1 1110 ag
2 0-1 1 110 a | 25510 4-5-1-21|0-2a0+a; | 220
01 45 0|0 as 01 45 010 a9
1 2 0 5 3|0 ag 0 4-2 4-1410 -ap+as

1 0 4 11 1110 ap+2as

0 0-21-21-2110 —2a0+a1—4a2

01 4 5 010 a9

0 0-18-16 -14 | 0 -ag-4as+as

Hér syns nu att vi inte kommer behova fylla ut med nagot polynom eftersom vi
inte kommer fa nagon nollrad. Ddrmed har vi ingen anvéndning av “L.K = godt.
polynom” och fortsétter kalkylen utan den sista kolonnen. Vi far da

1 0 4 11 1110 1 -2 2 1 110
0 0-21-21-2110 | 235 10 1 4 5 0]0 | (rarise)2
01 4 5 olo]| ~ 0 0 1 1 110 ~
0 0-18-16 -14 | 0 0 0 -18-16-1410
1 =2 2 1 110
0 1 45 010
“lo o 11 110
0 0 01 210



Losningen pa beroendeekvationen blir da

A\ g — 203 — Ay — 11\ = 2t + 2t — 12t = ¢ 1
Ao 4y — BN\, = —4t + 10t = 6t 6
X | = A=A =2 —t =t —t|l 1], terRZE
M\ —2t 2
)\5 t 1
= p5s = —Pp1 — 6p2 — pP3 + 2:py (1)

och vi kan, t.ex. utse pjs till 16jligt element. Da dim P3 = 4 och vi har fyra linjéirt obe-
roende element ar dessa en bas i P3 enligt Satsen om rétt antal element, Sats 5.4.19,
sid 121. Da koordinaterna relativt en given bas &dr konstanterna i den linjarkombina-
tion av basvektorerna som ger den givna vektorn foljer det ur (1) att ps:s koordinater
i den givna basen &r —1, —6, —1, 2.

. Vi borjar med att bestdmma en bas i U genom att 16sa ekvationssystemet

1-1 1 20\ meon /(111 20\ %, 100 1oy __
2 1-1 110 0 3-3-3|0 0 1-1-110

T -t 0 -1
o | | s+t | 1 11
v | T 5 =s| 4 + 0 =su; +tuy s,t€R.
T4 t 0 1
Satt
0 -1 0 0 0
fowm _ 1 |1 ] tl_1 [
1 — |u1| - \/§§ 1 9 u2||f1 - 2 g O g 1 g 1 - 29 1 9
0 1 0 0 0
-2 0 -2 -2
o 1 2| |1 RN U P I
u2j_f1 - u2 u2Hf1 - 2 g O g 1 - 2 g _1 9 2 — \/mg _1
2 0 2 2

Som utfyllnad véljer vi en bas i U*. Denna fas enklast genom att lidsa av “normalerna”
ur de ekationer som genererar U, d.v.s. ug = (1, —1,1,2) och uy = (2,1, —1,1). Sétt

1 2 1 1 1
PR TR b _ ! ! -1 o P b
TRV I RS S R el B T I I IR B I
2 1 2 2 2
14 2 12 4
u =u u L 7 —e -2 —le ) —ée 3
e Y M 7 | S -7 T 2 I I A I
7 4 3 1
4
1 |3
h=35¢|3



och fy, £, f;, f; &r en ON-bas i R*.
Aterstar att berdkna avstandet mellan v = (1,1,1,1) och U.

maly = = v =] = ] = o[ = 10-B) s+ (v 2 =
1 1 1 1 4 4
S I O T I I U O O O - 2 B O I 2
R IR A R
1 2 2 1 1 1
1 3 1 7
3 |1 3 1]]-3 3 1| |0
R 35— =7l s el ||7FE 0 ]| 7 2
2 1 6 1 7

4. Bestdm en bas i N(F) genom att 1osa AX = 0 samt “L.K. = godt. vektorfor att

skriva V(F) som losningsrum. Vi far
]_ ]_ 2 O yl To—T1 ]. ]. 2 O yl T3—T9
10 110 y | ™ [0-1-1]0-p1+y | 2
1-2-3[0 s 0-1-110 wy1+uys
1 1 210 U1 1 0 1]0 Y2
~[0 1 10 Y1-Uo "o o1 110 Y1- 1o —
0 0 0|0 2y y2+y3 0 0 0|0 2y1-y2+uys
1
— X = 1], teR, N(F)=[(1,1,-1)]
-1

V(F):{yeR3. 2y1—y2+y3—0}.

Ur detta ser vi att N(F) C V(F) eftersom basen i N(F) &r ett element i V(F)
eftersom 2-1 — 1 — 1 =0, d.v.s. alla vektorer ¢(1,1,—1), ¢ € R. & gemensamma for
V(F) och N(F).

For att bestimma baser i N(F?) och V(F?) bestammer vi A%

2 0-3-3
1] = -1
o

1 1 2
AA=|(1 0 1
-1 -2 -3

|
Ot =

0
-3 0

varur framgar att V (F?) = [(—3, —1,5)]. For att bestaimma N (F?) 1oser vi A>X = 0.
Vi far

0-3-3]0\ "2 /0 1 110
0-1-110 7 00 0/0 ] =
05 5|0 00 00
Ty S 1 0
X=l 2 | =t |=s0]+t]|-1], stelR
T3 t 0 1

sa N(F?) =1(1,0,0),(0,—1,1)].



5. Skriv () pa matrisform och berikna egenviardena och de egenvektorer som behovs.

7 -4 -5 T
Q = XtAX = ( r1 T2 I3 ) -4 -2 -4 i)
-5 -4 7 x3

7-X -4 -p 7-X -4 -b
det(A—M)=|-4 -2-X -4 |"="| -4 -2-\ -4 katks
S5 -4 T-) A12 0 12-A
2-)\ -4 -5
—(12-)) -8 -2-A -4 :(12—)\)‘);2 Aiz‘:
0 0 1

=(12-X)(N\* —4-32) = (12— \)(\* — 36) =
=(12=N)A=6)(A+6) =0 < X ==£6,12.

Enligt Sats 9.1.11, sid 227 géller

Amin|u* < Q(w) < Amax|ul? (2)
med likhet om u &r en egenvektor till respektive egenvirde.
(a) T detta fall dr [u|* = 2, Apin = —6 och Amax = 12 sa att

max Q(u) = 12-2 = 24, min Q(u) = —6-2 = —12
lul=v2 ) lul=v2 ()

(b) I detta fall blir (2)
—6lul* < Q(u) =3 < 12/u*.

Den vénstra olikheten ger i detta fall inget emedan den hogra ger att

lu? > 5 _ 1 — |u| > !
u — = ul > -,
4 -2
d.v.s. om u ar ortsvektor for en punkt pa ytan sa ligger punkten pa avstand minst

5 fran origo. Enligt Sats 9.1.11 har vi likhet i den aktuella olikheten om u ar en

1
egenvektor med ldngd 3 till egenvérdet 12.

_5 _4 _5 0 T3—"1 _5 _4 _5 O 1
A=12: |-4-14 4]0 | ™" 0 5 0[|0 | =Xp=t| 0], teRr
-5 -4 -50 0 0 010 -1
Vilj
1 1
1 11
fi=—e| 0 | =u=+-—¢e| 0 |,
R 2v2
: " L 1 1 "
d.v.s. de punkter som ligger nérmast origo ar + (%,O, ——8) (Ytan &r en

en-mantlad hyperboloid.)



6. Bestdm egenvérden och egenvektorer till A.

9-X -10
5 -6-A

=A—4)A+1)=0 <> A=4, —1
5 -1010 1-2]0
s (210~ (33]9) = ()
10 -10 | O
BRI

det (A — AI)= ‘ ' —(9— A)(=6 — A) + 50=A> — 3) — 4=

e (3)era (1) (D(5 ) ()-
DG+
(-0 0)

4 n
Om 0 < a < 4 foljer det att (—) — oo da n — oo och a‘”A”(

a

Detta ger att

1
0 ) saknar

—1\"
ddrmed griansvirde. Om a > 4 foljer det att och (—) — 0 da n — oo och

a
a‘”A”(é)z(g) Nara—4fasatt( 1) — 0 dan — oo och vi far

() - () (2)- () ()~ ()

d.v.s. gransvirdet existerar endast om a = 4 = storsta egenvirdet och gransvérdet
ar da egenvektorn till det storsta egenvérdet.

7. (a) Om vi borjar med matrisen i ledningen sa fas

all_)\ 0 1
det (A —\I) = 0 Q9= A 0 = (ay;=AN)(age=A)(az3-A) — (ag9-A) =

= _/\3"‘(@11 —|—a22—|—a33))\2— (@11a29+0a11a33+A20a33) A Fa11022a33— (Ag9—A),

d.v.s. koefficienten framfér A* = tr(A). Ur detta ser vi ocksa att den enda tilldtna
produkt som ger en \*-term #r produkten av diagonalelementen. Detta giller
dven allmint, den enda tillitna produkt som ger en A\’-term #r produkten
av diagonalelementen eftersom alla andra tillatna produkter innehaller hogst en
faktor fran diagonalen och det hogsta gradtal vi da kan fa fran dem &r 1. Darmed
foljer ocksa pastandet i det allménna fallet.



(b) For att visa att alla matriser till F' har samma sekularpolynom anvénder vi
basbytesformeln och produktlagen for determinanter, Sats 4.8.1, sid 96. Antag
Ap = T AT och att p()\) = det (4, — AI). Da fas

det (Ag — M) = det (T7"AT — AT7'T) =det (T7" (Ae = M) T) =
= [prod.lagen} =det T~ det (4g — M) det T =

= det (Ae — AI)-det (T7"-T) = det (4e — AI)-det I =
= det (Ag — M) = p(\).

Da polynomen det (Ae — AI) och det (Ag — AI) &r samma polynom har de forstas
samma koefficient framfor A\? vilket enligt (a) &r sparet av matrisen, dvs

koefficienten framfor \? = tr(4,) = tr(Ay) V.S.B.

Anmirkning: tr(Ae) = tr(Ag) géller for alla linjara avbildningar F: R"—R".



