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Inga hjalpmedel, forutom passare, linjal eller gradskiva. OBS! Inga formler el-
ler liknande tryckta pa linjal eller gradskiva. Ej riknedosa.

For godként riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 poédng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2024 ger 3 poéang pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 poéang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive ”G+1”
i rutan for uppgift 1 pa raden mérkt “X hér/here”.

Fullstéindiga motiveringar krivs. Losningar liggs ut mandag 25/8 pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 15 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" &r ett euklidiskt rum med
standardskaldrprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

(2p) 1. (a) Lat II; och II, vara tva plan i rummet. Punkten P; = (2,0, 1) € II; men inte Il
och P, = (1,—1,3) € II, men inte II;. Vidare, skéirningslinjen L mellan II; och

I, ges av
T 1 1
L:e|ly | =e| 2 |+te|-1 ]|, teR.
z 3 2
Bestam ekvationer pa normalform till II; och II,.
(1p) (b) Lat A = < g é ) Los matrisekvationen AXA™ ' = XA"! —2].

(3p) 2. Betrakta ekvationssystemet

r+2y+z=1
ar — yYy+z=2.
2v — ay =1

For vilka varden pa a € R har ekvationssystemet entydig, ingen eller oédndligt manga
l6sningar. Om 16sning saknas for nagot vérde pa a, bestdm minstakvadrat-losningen
till systemet for detta a-vérde.

(2p) 3. (a) Lat A= < ; ;3 ) Bestdam A", n =heltal.

(1p) (b) Lat A4 vara det storsta egenvirdet till matrisen A ovan. Bestdm

. 1 (1
o g (o)

(Kénns resultatet igen?)
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(2p)
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4. (a) Den linjira avbildningen F: R*—R? avbildar varje u € R® pa dess ortogonalpro-
jektion i planet 2z +y+ 2 = 0 foljt av en strickning faktorn 6. Bestdam F':s matris
i standardbasen.

(b) Ange F's egenvirden och egenrum. (Ridkna inte, tdnk!)

5. (a) Betrakta underrummet

U:{(l’l Xo, T3, Ty xS)eRE). LU1+2I'2— $3+2[L‘4+x5:0}

I +2£L’3 +I5:0

Bestdm en ON-bas i U och fyll sedan ut den till en ON-bas i R°.

(b) Lat v = (1,—1,2,—1,5). Anvind resultatet ovan till att bestdmma v, € U och
vy € Ut sd att v = vy + vo.

6. (a) Den linjira avbildningen F:R*—R? har avbildningsmatrisen

A:

L
—_ =N
W = Ot

i standardbasen. Bestam N(F') N V(F') samt baser i N(F') och V(F).
(b) Bestdm baser i N(F?) och V(F?).

1 1
7. Avbildningen F:R?—R* har avbildningsmatrisen A = j é i standardbaserna
1 1
for R? och R*. Den sa kallade operatornormen av F, ||F|| definieras som
F
|F|| = max | (u)|
e
u#0

Bestidm ||F|| samt ett u € R? sadant att |F(u)| = ||F|| - |u].



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2025-08—22.

1. (a) Kalla L:s riktningsvektor for v och sétt Py = (1,2, 3). Ur forutsiattningarna foljer
att vektorerna v och PyP; ligger i I}, d.v.s. normalen n; till II; || PyP; X V.
Detsamma géller for IT,, d.v.s. vektorerna v och PyP, ligger i IT,, d.v.s. normalen
ny till Iy || PyPsy x v. Detta ger

2 1 1 -1
P0P1:OP1—OP0:g 0 — € 2 =€ -2 = —€ 2 ,
1 3 -2 2
1 1 0 0
PoPy=0P; —0OPy=¢e|-1 | —e| 2 | =e|-3 | =-3e]| 1|,
3 3 0 0
-1 1 -6 6
n el 2 |xe[-1 | =e|-4|=—e| 4],
2 2 1) -1
-1 1
2 -1
0 1 2
n el 1 |xel-1 =el| 0|,
0 2 -1
0 1
1 -1

ITy: 6x + 4y — 2z = Dy,
Pell,—=12-1=11=D,
Ily: 22 — 2z = Do,
Pellh—2—-3=—-1=D,

}:>H1:6m+4y—z:11,
}:>H1: 20 — 2z = —1.

(Kontrollera ditt svar genom att sitta in P, i bada ekvationerna.)
(b) Los ut X ur ekvationen.

mult med A
AXA™ = XA —of "B AX = X — 24
mult med (A—1)~1

AX =X =(A-DX =-2] f_t X:—2(_A—I)*1A,
o= (()- () -6,
X:—Q(A—])—1A2—2(_§ '})(g é):—z(_g ';):
:(-12_3).

2. Skriv pa matrisform och berédkna determinanten av koefficientmatrisen.

1 21 1 21
a-1 1|7="a-1-3 0|=—-ala—1)+6=0 < a=3,-2,
2-a 0 2 -a 0



d.v.s. for a # 3 och a # —2 har systemet entydig 16sning.

a =3 ger
1 2 1]2\ e, /1 2 1]1 12 1]1
3-1 1|27 [o-72r1 |"<*l0 7 2|1/,
2-3 01 0-7-2K1 0 0 0]0
d.v.s. systemet har odndligt manga 16sningar da a = 3.
a = —2 ger
1 2 11\ meo, /1 2 1]1 12 1|1
2-1 127" [0 3 3[4]|% |03 3[4]~
2 2 01 0-2-211 0-6-61-3
1 2 1|1
Lo 3 3|4
0 0 0[5
Foljaktligen saknar systemet losning om a = —2. Aterstar dirmed att berikna
minsta-kvadratlosningen till systemet da a = —2. Vi far
1-2 2 1 2 1 9 8 -1
AtA=12-1 2 2-1 1|=18 9 1],
1 1 0 2 20 -1 1 2
1 1-2 2 1 -1
Al 2 ]1=12-1 2 2 1=12
1 1 1 0 1 3
vilket ger systemet
9 8 -1F1Y\ 252 /1 1 2] 3\ m—w 1 1 2 3
8 9 12| " [0 17 1726 | X" [0 1 1 26/17 n
-1 1 213 0 17 17126 0 0 0
21 0 1|25/17 t—25/17 L (25 1
~10 1 1[26/17 | = X = 26/17—t =T 26 |+t |-1 |, teR.
0 0 0 0 0 1

3. (a) Undersok om A &r diagonaliserbar genom att bestdmma egenvérdena.

1I-A 8

det(A—)\I):‘ 5 1)

’:(1—)\)2—16 —= A=144=5-3

Da vi har tva olika egenvirden till en 2x2-matris d&r A diagonaliserbar. Bestdm
bas av egenvektorer. Vi far

4 80 1-20 2
seo (5 a0n)~(05[0) = xme(D) eem

4 810 1 210 -2
v (2 30)~ (] 2[0) = xame(2). em

>
Ut




Byter vi till denna fas

A":TA?T‘lzT(g _g) T‘1:T<5 0 )T-lz

:5”T<(1) g)T‘1+(—3)”T(8 ?)T‘lz

(i DD )

SEN0EED0 Y-

2.

(b) Med Apar = 5 och A™ enligt ovan fis
o (0) =5 (e (1 2) 50 (02)) (6) -

A C ()
S 0-0

eftersom (3/5)" — 0 da n — oo. Notera att gransvirdet &dr en egenvektor till
Amaz, S€ Sats 9.7.1, sid 252.

4. (a) Da projektionsplanets normal &r n = (2,1,1) och |n| = v/6 sa foljer det att

6 2 2
Fu)=6(u—u,_)=6u— —5 (uen)n=6u— [uee | 1 el 1
In In|? 1 1

Enligt Sats 7.3.1, sid 174 utgors avbildningsmatrisens kolonner av det F' gér med
basvektorerna. Vi berdknar darfor

6 1 2 2 6 4 2
Fe)=e[ 0 |—|e| 0 |ee| 1 el 1 |=e[ 0 ]—-e| 2 |=e|-2 ],

0 0 1 1 0 2 -2

0 0 2 2 0 2 -2
F(es)=e| 6 |—|e| 1 |ee| 1 el 1l |=e| 6 |—e| 1 |=e| 5],

0 0 1 1 0 1 -1

0 0 2 2 0 2 -2
F(es)=e[ 0 |—|e| 0 Jee| 1 el 1 |=e| O |—e|l 1 |=e]|-1 |,

6 1 1 1 6 1 5)

D
|
R
| |
DN DN DO
| |
AN \V]
| |
(G2 BN )



(b) Da varje vektor parallell med n projiceras pa 0 spelar ju den efterféljande

strackningen ingen roll, d.v.s. 0 ar ett egenvérde och [n] dess egenrum.

Vidare, varje vektor v i planet 2z +y + z = 0 projiceras pa sig sjélv for att sedan
strickas faktorn 6, d.v.s. F'(v) = 6v. Foljaktligen &r 6 ett (dubbel)egenvirde och
planet 2z + y + z = 0 dess egenrum. Dubbelegenvirde eftersom avbildningen &r
diagonaliserbar och egenrummet har dimension 2.

Borja med att skriva ekvationssystemet som definierar U pa matrisform och 16s
det.
12—1210:11;:22102010:>
1 0 2 0 1]0 0 2-3 2 010
1 -2x3—x5=-4r-t
To (3x3-214)/2=3r-s
Usu=eX=e| z3 |=e 2r =
Ty S
Ty t
-4 0 -1
3 -1 0
=re| 2 |+se| O | +te| O |, r,s,t €R.
0 1 0
0 0 1
Da parametervektorerna som hor ihop med s och ¢ dr ortogonala normerar vi
dem och sitter dem som f; respektive fy for att sedan ortogonalisera
u, = (—4,3,2,0,0), d.v.s.
0 -1
1 -1 1 0
fi=—e| 0|, f=—72e]| 0|, u, = (ur.fl) fi + (u’r‘.f2> f; =
2 1 V2 0 I|[£1,£2]
0 1
-4 0 0 -4 -1 -1
1 3 -1 -1 1 3 0 0
:592-90 20—1—522-20 el 0 | =
0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1
0 -1 0 -4 -4
3 -1 4 0 3 0 3
1 0 -3 0 -3
0 1 0 4 4
-8 -4 -4 -4
SR N LI 1 1 R
uTJ—[fl,fz}_ur_uTH[fl,fz]_§ e 0 e 3 _52 3 ’ 3_%2 3
0 4 -4 -4



och f;, f5, f3 4r en ON-bas i U.
For att fylla ut till ON-bas i R® utnyttjar vi U'. Om vi ser de definierande
ekvationerna som skaldrprodukter som skall vara 0 foljer det att U bestar av alla
vektorer ortogonala mot normalerna’ny = (1,2, —1,2,1) och n5 = (1,0,2,0, 1),
d.v.s.

Ut =1(1,2,-1,2,1),(1,0,2,0,1)]

och dany L nj riacker det med att normera dem for att vi skall ha fyllt ut till en
ON-bas i R®. Foljaktligen

0 -1 -4
f L _(1) f: L 8 f. L i el
=—=€ ) =—=€ ) =——€ )
1 Nk 2 /5 3 5
1 0 3
0 1 -4
1 1
2 0
1 1
fi=——e|-1 |, fi=——e| 2 | e Ut
1 1

ar en ON-bas i R°.

D& vi har ON-baser for bade U och Ut kan vi berdkna bade v; och v, som
i Sats 6.3.9, sid 146. Da ON-basen i Ut bara har tva basvektorer blir det en
kortare kalkyl att berdkna v, forst. Vi far

Vy = Vi = (vefy) £y + (vef5) f5 =
1 1 1 1 1 1
1 -1 2 2 1 -1 0 0
=—|e]| 2 |ee|-1 el-1 |+=]e| 2 |ee]| 2 el 2 | =
L I 2 2 | O [ 0 0
5 1 1 5 1 1




6. (a) Viborjar med nollrumsekvationen AX = 0, tillika beroendeekvationen for V (F').

7. Létu:ng:gQ(

Vi tar ocksa med "L.K. = godtycklig vektor” da vi behover ekvation for V(F')

for att enkelt kunna berdkna N(F)NV(F). Vi far

1 2510 y1\ o2y (1 2-5]0 U1 I
2 1-410 y | "~ | 0-3 6|0 -2y1+y, | "~°
1 1-3/0 ys 0-1 2|0 -y1+ys
1 0-110 - +2y3 T 1
~ | 0-1 2|0 -y1+ys3 = | 2z | =t 2|, teR
0 0 0]0 wy1+y2-3y3 T3 1
varur foljer att (1,2,1) &r en bas i N(F'). Tolkar vi ovanstaende som 16sning till

beroendeekvationen for kolonnerna fas att
k1+2k2+k3:0 e k3: —k; — 2ks.

Ekvationen "L.K. = godtycklig vektor” tillsammans med Satsen om lgjliga ele-
ment (Sats 5.3.16, sid 111) ger da

V(F) = [ki, ko, k3] = [ki, ko] = {(y1,92.y3) €R* y1 + 1y — 3y3 = 0} .

Geometriskt kan vi tolka N(F') som en linje genom origo och V' (F) som ett plan
genom origo. Inséttning av basen i N(F) i ekvationen for V (F') ger 14+2—3-1 =0,
dvs. N(F)CV(F)= N(F)NV(F)=N(F)=1(1,2,1)].

Eftersom N(F') och V(F) har gemensamma element utéver 0 ger Sats 7.6.4,
sid 187 att N(F?) och V(F?) blir annorlunda #n N(F) och V(F). Da A* ar
avbildningsmatris till F' boérjar vi med att berdkna den.

-1
1 -
0

O NN

1 2-5 1 2-5 0
A2=12 1 -4 2 1-4]=1{0o0
1 1-3 1 1-3 0

0-1 210 0-1 210
0o 1-2/0]™ o o0 o0fl0]|=
00 00 00 0|0
S 1 0
= X=| 2t |=s 0|+t 2], stelkR,
t 0 (1

d.v.s. (1,0,0),(0,2,1) &r en bas i N(F?).

T o . .. o o
- ) D4 standardbasen, e,, i R* dr en ON-bas sé fas
2

F)? = e, AX [ = (e,4X) + (e,AX) = (AX)'AX = X'A'AX =



1

1 2-1 1 2

_ t
—XT<1 1 2 1) -1
1
= 7o} + dx129 + 725 = Q(u),

v=(nom) (5 7)(3)-

— N =

d.v.s. |[F(u)|” dr en kvadratisk form med matris A*A. Beriikna egenvirden och egen-
vektorer till det storsta egenvirdet.

5 oy | == =2=0 < A=T£2=5),

-2 210 1-110 1
o B2~ (3D = me(2). rem

Sats 9.1.11, sid 227 ger da att

@M#A—AD:‘LA 2 ‘

|[F(u)|
|u

Qu) = |F(u)]” <9|uf* <= <3

med likhet om u &r en egenvektor till 9. Detta ger da att

F
17]) = max LEW] 5
wex? - [ul

Da vi har likhet i olikheten ovan for u = ¢(1,1), t # 0 foljer det att ||F|| = 3 och att
|F(u)| = |F(1,1)] = ||F] - [u| = 3 |u|. For kontrollens skull utfér vi berdkningarna.

()] ()]

1
[F(L1)] = ey

1

— VI8 =3V2 = |F]|

— N = =
N = W N



