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Tentamen i Linjéar algebra (TATA31/TEN1) 2025-01-13, 14-19.

Inga hjalpmedel, forutom passare, linjal eller gradskiva. OBS! Inga formler el-
ler liknande tryckta pa linjal eller gradskiva. Ej riknedosa.

For godként réacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 podng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2024 ger 3 poéang pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 podang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive "G+1"
i rutan for uppgift 1 pa raden mérkt “X héar/here”.

Fullstéindiga motiveringar kravs. Losningar laggs ut tisdag 14/1 pa

http://courses.mai.liu.se/ GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 15 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givha med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. Betrakta planet IT: x + 2y + z = 4 och punkterna Py = (1,1,1), P = (2,1, -3).
(a) Visa att Py € II, att P ¢1I och ange den punkt @) € II som ligger ndrmast P.
(b) Bestdm arean av triangeln med hérn i Py, P och Q.

2. (a) Los nedanstaende system av differentialekvationer

{x’l = 8z — 629

xhy =91y — Tas’

(b) Skriv din 16sning pa matrisform, X = ( il ) Berékna sedan X (0), derivatan
2

X' samt AX dér A dr den matris du troligtvis anvént for att losa uppgift (a) och
bevisa med hjélp av detta att din 16sning ar korrekt.

3. Den linjira avbildningen F,: R*=R?* o € R definieras som
F, (21,19, 23, 24) = (—21 +axe+1x3— 314, 21+ 202+ 523, 11 +T3+224, —To—2x3+14).

Bestam alla a for vilka nollrummet till F, far positiv dimension, d.v.s. dim N(F,) > 1.
For det eller de a-virden du far, ange en bas i N(F,) och en bas i V(F,) samt deras
dimension.

4. Betrakta underrummet
U=[7—2+32% —14+ 2 —52° +2°,7— 20 + 42 + 2 7 — 3w + 5% + 22°] C Ps.

(a) Bestdm en bas i U och fyll sedan ut den bas du valt till en bas i P3. (Dina
basvektorer skall vara utskrivna som de polynom de ér.)

(b) Bestdm koordinaterna fér polynomet q(z) = x* i den bas du valt.
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. Lat P vara en nollskild 3x1-matris och definiera matrisen A =1 —

5. Lat U=[(1,2,1,1),(~1,1,-1,2)] C R* och v = (1,2,3,1).

(a) Anviénd minstakvadrat-metoden till att bestimma ortogonalprojektionen, Vi

av v pa U.

(b) Bestdm avstandet mellan U och v.

. Vilken sorts kurva definieras av ekvationen

53:% — 6x179 + 53:; + 8v2z; — 8V 21y = 07

Rita kurvan sa noggrant som mojligt, forst i ett lampligt koordinatsystem som du
sjalv valjer och déarefter i xqx9-systemet. Ange speciellt medelpunkt och symmetri-
axlar i x1xo-systemet samt halvaxellingderna.

PP"  dir
PtP
I =enhetsmatrisen. Lat F: R*—<R? vara den linjira avbildning som har matrisen A
ovan som avbildningsmatris i standardbasen. Visa att F' dr en spegling.



Losningsforslag till TATA31, Linjar algebra, 2025-01-13.

1. Vi borjar med en figur for att bskriva problemet.

@)

(a) Inséttning av koordinaterna for Py respektive P i ekvationen for IT ger

Py: 1+2+1=4= P, 1l
P:2+21-3=1= P¢IL

Med ledning av ovanstaende figur borjar vi med att berdkna Py P och FPyP
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o 2 1 1
P()P =0P — PO =€ 1 — € 1 =€ 0 s
-3 1 -4
. RPm_ 1 ! ! ! 1 (L
o, = 2n—6 e| 0 |ee| 2 el| 2 :_59 2 1,
] 4 1 1 1
2 1 1 1 4 1
0@ =0P POP”n:g 1 -1-59 2 =3 el 2 |+el 2 =
-3 1 -6 1
5
1
-5
(b) Arean av triangeln kan beriknas, t.ex. genom
1 1 8
lj—r — 1 1 1 V93
§POP>< 0P||n::§§ 0 X§§ 2 |:Z§—5 :T
4 1 2
1 1
0 2

1o
Da triangeln &r rétvinklig kan man dven berikna arean som 3 |P0Q| . ‘POP”n’.



2. (a) Skriv ekvationen pa matrisform och berékna egenvirden och egenvektorer. Vi far

()= (a) () -

det(A—)\I):'S)\ ‘6A' B=N(-A=T)+54=X1—-\—-2=

9
0 1
ez (330)- (1 3[1) <) ven
0 3-210 2
v (280 (3 2[0) 2w (2), cem
I basen av egenvektorer kan losningen skrivas
B 1 B 2 B B 1 2 4 (3 -2
1 f 2
X20162t<1)+026 t<3)7
B 1 2\ (1 2 Ciy (1
w=a(y)-e(3)=(5)(E)-() =
<:>01_12*11_3—2 LY _(5)
Cy ) \1 3 -1/ -1 1)\-1) \-2
e LY ot 2
—X = be (1) 2e <3)
(b) Matrisformen av l6sningen finns pa raden ovanfor. Vi far
el LN o 0f 2\ _ (O [(4)\_ (1
wo=ser(y) = (5)=(5)-(6) =) o
(Y v 2) a1 (2
X' =2-be (1) (—1)-2e (3)—106 <1)+26 <3),
(8 -6 af 1\ o —¢f 2 B
w=(53) ((2) (3))-
o[ 8 -6 1y (86 2\
= (50) (1) (3) ()
a2 o (2 g2 ] w2\ _ v
= de <2) 2e (_3)—106 <1)+26 <3)—X VSB

A+1)=0 <= A=2,—1,




3. Skriv uttrycket fér F, pa “bas - koordinatform”.

F,(x) = (—x1 + axgy + x3 — 324, axy + 229 + b3, 11 + 3 + 224, —T9 — 223 + T4) =

—x1 + axy + 13 — 314 -1 a 1 -3 T
B ary + 2x9 + bxs B a 2 5 0 To |
e 2+ x5+ 274 1101 2 o | = €AX
—XT2 —2l‘3+$4 0-1-2 1 T4
Enligt Sats 4.7.1, sid 92 &r dim N(F,) > 1 <= det A, = 0. Vi far
-1 a 1 -3 -1 a-3 -5-3
0 25 0|8 la 2 5 0| [F a3
det A, = = =la 2 5| =
1 0 1 2 1 2 5 2 1 9 5
0-1-2 1 0 0 0 1
-1 a-3 -5 a-3 -1
=la-1 0 0[=5(a—1)(-1)*" =—5(a—1)(a—3+2)=
2 1
1 2 5
=-5a—-172=0 < a=1

Satt in @ = 1 och 16s nollrumsekvationen A,—; X = 0. Vi far

11 1-3]0 101 1-3]0\ ;e /10 1 2]0
125 0|0 |=50[036-3]0] 48 [0 1 2-1]0
1 01 20 01 2-1|0 00 0 0]0
0-1-2 1|0 0-1-2 1|0 00 0 0]0
2\ ey (B3
=1 2s4+t—5 | =s +t , s, teR
T3 + -1 0
T4 0 1
d.vs. (1,2,—1,0),(—2,1,0,1) dr en bas i N(F) vilket ger dim N(F}) = 2.
Enligt Dimensionssatsen, Sats 7.5.6, sid 182 ar
dimV(F) =dimR* —dim N(F}) =4 -2 =2.
Da V(F;) = “holjet av A;:s kolonner” kan vi ta vilka tva som helst av A;:s kolonn-

vektorer som bas, t.ex. (—1,1,1,0) och (1,2,0,—1). Eftersom dessa ej &r parallella
dr de linjart oberoende och “ritt antal”, d.v.s. en bas i V(F}).

4. (a) Borja med att skriva polynomen pa “bas-koordinatform” dar vi later
X = ( 1 = 22 28 ) beteckna standardbasen i Ps.

7 -14
pi=7T—-z+32=x _:1))  pe=-—ld+zr—5+2°=x _é )
0 1
7 7

_ 2 =
4 , Pa=T7—3x+52" 4+ 227 x 5
1 2

ps=7—2z+42* +2° =x



Dérefter studerar vi beroendeekvationen och “LK=godtyckligt polynom”

)\1p1 + )\ng + )\3p3 + )\4p4 = 0, Qo + ar + QQI‘Q + agx?’.

Vi far
7T-14 7 7|10 ag 4T 1-1 2 310 -a rotTra
-1 1-2-310 a | 2532 | 0-7T-7-14|0 ap+Tay | i
3 -5 4 510 a9 0-2-2 -4 0 3&1 + as
0 1 1 2|10 aj 0O 1 1 210 as
1 0 3 5|0 —a + as
0 1 1 210 as N
0 0 0 0|0 apg+Tas+ 7as
0 0 0 0|0 3ay+as+ 2as
A 3s + 5t 3 5)
)\2 . s+ 2t o 1 2
— )\3 = s = S _1 +t O y S,t G R
Ay —t 0 -1

Inséttning av 16sningen i beroendeekvationen ger
s=1t=0:3p1 +p2 —P3 +0:ps =0 <= p3 = 3p1 + P2
s=0,t=1:5p1 +2p2+0-p3 —p1 =0 <= ps=95p1 +2p2

vilket ger att vi kan utse p3 och py4 till 16jliga element. Satsen om 16jliga element,
Sats 5.3.16, sid 111 ger da att

U = [p1, P2, P3; P4] = [P1, P2]

och p; :7—x+3x2, P2 = —14+ 2 — 522+ 23 dr en bas i U.
For att enkelt hitta utfyllnaden skriver vi U som ett 16sningsrum.
Ur “LK=godtyckligt polynom” ser vi att den &r losbar omm

{a0+7a1+ Tas = 0 ap + Ta; + Tas = 0 }

3a1+a2+2a3:0:>U:{q€]P3: 3a; + as + 2a3 =0

For att vilja utfyllnadspolynomen utnyttjar vi Plussatsen, Sats 5.4.21, sid 123.
Vilj det forsta utfyllnadspolynomet sa att det bryter mot en av ekvationerna
men uppfyller den andra. Tittar vi mot (b)-uppgiften inser man att vélja, t.ex.
ps = 2° (ay = 1, 6vriga = 0) som bryter mot 3a; + ay + 2as = 0 men uppfyller
ag + T7ay + 7Taz = 0 blir ett smart val. Detta innebér att pi, ps2, ps ar linjart
oberoende enligt Plussatsen och att

[P1, P2, Ps| = {q € P3: ap + Ta; + Taz = 0}.

Dérefter viljer vi pg som bryter mot ag + 7a; + Taz = 0, t.ex. pg = x. Enligt
Plussatsen giller da att p1, p2, Ps, Pe ar linjért oberoende. Vidare sa ér de “rétt
antal” och enligt Satsen om réitt antal element, Sats 5.3.16, sid 111 &r

p1=7—a+31% py= —ld+x—52>+2°, ps = 2%, ps = «

en bas i Ps.



(b) Med den bas som valdes i (a)-uppgiften ser vi att

q=2"=p;=(pP1 P2 Ps Do)

o= OO

d.v.s. q = 2% har koordinaterna 0,0, 1,0 i den valda basen.

5. (a) Studera ekvationen

1 -1 1 -1 1
2 B 2 1 A\ _ _ 2|
1 2 1 1 1

Ur Sats 6.4, sid 158 foljer det att e A(minstakvadrat-1osningen till AX =Y ) ger
Vi Vi far

I
N /=
Il
7N
NOEEN
N
~

=W N = = = N

DO = = =

(b) Det sokta avstandet fas ur Sats 6.3.15, sid 150 som

5 9 -4 -2
min|v—u|:’V—v ’:1 12 :1 2 :2 -1 =
uel lu 5 15 9 5 6 5 3

5 3 2 1

2
— ZV15.
5
6. Skriv pa matrisform. Vi far

5l’%_6$1l’2+5$§+8\/§x1_8\/§x2:){et<§) _2)X9+8\/§(1 —1)<i1)
y 2



Beridkna egenvirden och egenvektorer till matrisen.

5-A -3 | 2 92 _ _ _
‘_3 5_)\)—(5—)\) 32— e A=5+3=238,
3-310 1-110 1
ver (33]0) < (1 3]0) =i (1), e
-3 -30 1 110 -1
v (33]0) < (2 20) = mme 1), rem

() ) b (1)

Da egenvirdena ér positiva ar kurvan en ellips. Byt till ON-basen av egenvektorer.
Vad som hgénder med den kvadratiska biten vet fran teorin. Forstagrads-termerna
hanterar vi genom koordinatsambandet, X, = 7' Xy som insatt i uttrycket ger

th<_§ _g)Xg—l—S\@(l -1)(?):

2

:X;(g g)Xﬁsﬁ(l_l)%(}-})(i):

=2y; +8y; +8(0 -2) (Zl):2yf—|—8y§—16y2
2
:2yf+8(y§—2y2) :2yf+8((y2—1)2—1):0 =

2
=22+ 8(yy— 1) =8 «— %Jr(yz—lf

2
y1>2 y2 — 1
= =1.
(5)+ ()
Ur detta ser vi att vi har en ellips med medelpunkt M = (0, 1) i koordinatsystemet
som ges av basen av egenvektorer, storaxel = ena symmetriaxeln parallell med f; och
halvaxellingd 2, lillaxel=andra symmetriaxeln parallell med f; och halvaxellangd 1.

Ritar vi den i koordinatsystemet definierat av basen av egenvektorer far vi foljande
figur. n

U1

Da vi byter fran ON-bas till ON-bas och da basvektorerna &r valda sa att det T=1
ar det nya y,ys-systemet en vridning av det gamla, hir 45° moturs. Det enda som



aterstar blir darfor att berikna medelpunktens koordinater i det ursprungliga syste-

met. Dessa fas som
onf=f(%)=f="Le(?
- L 1 — 12 — \/59 1

och vi far foljande figur.

T2

7. Pastaendet kan bevisas pa en mangd olika sdtt. Om man, t.ex. skriver som vi gor i
kap2 av kursen néar vi riknar ut en spegling i ett plan med normal n sa har vi
Uen
Fluy=u—-2uy =u-2

[n

n
[

vilket onekligen paminner om den givna matrisen. En rimlig gissning ar déarfor att
n = e P. Notera att i sa fall ir P'P = e Pee P = nen = |n|*. For att visa att det &r
en vanlig spegling kan vi berdkna F'(n) och F(v) for en vektor

vlin < 0=nev=ePeeX =P'X
och visa att vi far det forviintade resultatet. OBS! Kom ihag att P'P &r ett tal.

2 2
F(n) =§<I— PtPPPt) P=eP— PtPgP(PtP) —n—-2eP=n-2n=-n,

2 2
F(V):§<I_PtPPPt)ngX_PtPQPPtXZQX:V’

d.v.s. F' har de for en spegling unika egenskaperna. Foljaktligen &r F' en spegling i
planet med normal n = e P.



