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Inga hjalpmedel, forutom passare, linjal eller gradskiva. OBS! Inga formler el-
ler liknande tryckta pa linjal eller gradskiva. Ej riknedosa.

For godként riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 podng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2025 ger 3 poéng pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 podang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive "G+1"
i rutan for uppgift 1 pa raden mérkt “X héar/here”.

Fullstindiga motiveringar krdvs. Losningar laggs ut mandag 19/1 pa

http://courses.mai.liu.se/ GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 15 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

(2p) 1. (a) Ange en ekvation, pa normalform, for planet IT som innehaller punkterna (1,2, 0)
och (—1,1,3) samt &r parallellt med linjen (e = standardbasen i R?)

I 3 0
L:e| xo | =e|-1 | +te| 2 |, teR
T3 4 -1
(Ip) (b) Ange inversen till matrisen

= 1)

(kalkylen behover inte redovisas) samt verifiera i enlighet med definitionen av
matrisinvers att ditt svar dr korrekt.

2. Den linjira avbildningen F: R*—R® har matrisen

2 b ¢
A= -1 0 1
1 -c -a
i standardbasen.
(2p) (a) Bestdm, om mojligt, de reella talen a, b, ¢ sa att vektorerna (1,1,2) och (—1,1,1)

blir egenvektorer till /' samt ange deras egenvirden.

(1p) (b) Den tredje egenvektorn dr (1,0,1). Vad har den for egenvirde?



(2p)

(Ip)

(3p)

(3p)

. Den linjéra avbildningen F:R*—R? definieras av

F(x1, 29,23, 24) = (11 + 329 + T3 + 204, —x1 — 209 — T4, 221 + T2 — 323 — T4).

(a) Bestdm en bas i nollrummet respektive en bas i virderummet samt ange deras
respektive dimension.

(b) Beriikna F'(1,2,3,4). Bestdam direfter alla u € R* sadana att F'(u) = F(1,2,3,4).

. Betrakta underrummet

U =[(1,0,2,0,1),(0,1,0,2,0),(1,2,3,4,5)] C R®.

(a) Bestim en ON-bas i U och fyll ut den till en ON-bas i R”.

(b) Lat v = (4,—2,—1,1,1) € R®. Bestiam avstandet mellan v och U samt mellan v
och U*.

. Betrakta underrummet

U=[1-2z+a* 224+2°+2° +2*, -4 +x+22 +2* 452+ 2° +22° + 2% C Py.

Bestdm en bas i U och fyll ut den till en bas i P,. Bestdm koordinaterna fér q = x i
den bas du valt

. Betrakta den kvadratiska formen () och kurvorna I'y,I's definierade genom

Q(ll?l, 1’2) = —x% + 162125 + 11:537
Fl: Q(xla :L‘Q) - —l’% -+ ].61'1372 —+ ]_1[[3 = ]_5’
Lyt Qo1,22) = —Jif + 162129 + 11:53 = —15.

Skissa kurvorna och ange vilken kurvtyp I'; respektive I'y ar? Vilka punkter pa I'y
respektive I'y ligger ndrmast origo och pa vilket avstand ligger de?

. De linjéra avbildningarna F, G: R*—R? har i standardbasen matriserna

1 1-2 2 1 -2 2 -1
Ap = 3 -2 1 respektive  Ag = 3 -2 -1 2
-2 -2 -1 1 2 2

Bade F' och G &r vridningar (behover e visas). Vad kan sdgas om den sammansatta
avbildningen FoG? Ge en fullstindig beskrivning av vad FoG har for verkan pa
vektorerna i R?.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2026-01-17.

1. (a) Sitt P, = (1,2,0), P, = (—1,1,3) och L:x = OPy+tv,t € R dir Py = (3, —1,4)
och v = (0,2, —1). Fran forutsittningarna inses att II:s normal n || v x P1P;.

Detta ger
-1 1 -2
P1P2:OP2—OP1:§ 1 — € 2 =e -1 ,
3 0 3
0 -2 5
vX PiPye| 2 |xe|-1 =e| 2 | =
-1 3 4
0 -2
2 -1

—II: bz +2y+42=D,

P ell: 51422+40=9=D,

Py ell: 5:(=1)+214+43=9 N
d.v.s. det sokta planets ekvation ar 5z + 2y + 42 = 9.

(b) Berékning pa nagot sitt ger
g (1 2) 1[4
S \-3 4 1w\ 3 1)
1 /4-2\/[1 2 1/10 0
1 = —_ —
A A‘m(31><34) m(o m) L
1 /1 2\ [4-2 1/10 0
-1 L N —
AA“mc34><31) m(o m) L

Anmairkning: Egentligen skall man beriikna bade A-A~! och A7 A for att gora
det “i enlighet med definitionen” men da det ar ett vilkant faktum att “géller
en giller bada” ar detta inget jag drar poang for.

, = (—1,1,1) och skriv F' pa matrisform,
F(u) = F(eX)=eAX. Da fas

2a b ¢ 1 2a+ b+ 2c 1
F(u))=e| -1 0 1 1 |=e 1 =MNel| 1], (1)
1 -¢c -a 2 1—2a—c 2
2a b ¢ -1 —2a+b+c -1
Fluy))=e| -1 0 1 1] =e 2 =Xxel|l 1 ]. (2
1 -c -a 1 —1l—-—a-c 1
Ur (1) foljer direkt att A\; = 1 och ur (2) att Ay = 2. Slar vi ihop (1) och (2) far
vi
2a + b+ 2c=1 b+ c=2 b+c=2
2a + c=-1 Ggrae ) 20+ c=-1 Lo a =
-2a+ b+ c=-2 b+ 2c=-3 c=-
a + c¢=-3 a + c¢=-3 a+c=-

vilket ger a =2, b=17, ¢ = —5.



(b) Med de ovan beréknade virdena pa a, b, c fas

1 4 7 -5 1 -1 1
Flel O =e|-1 0 1 0| =el O0]=-1e| 0],
1 1 5 -2 1 -1 1

d.v.s. )\3 = —1.

3. Lat e, och e, beteckna standardbaserna i R* respektive R* och skriv F’ pa matrisform.

Vi far

F(I1,$2,l’3,$4> = (SL’l + 3.1’2 + T3 + 2374, —I — 233‘2 — T4, 2371 —+ To — 333‘3 — .I‘4) =
T1 + 3x9 + x3 + 214 1 3 1 2 il il
= ey —1y — 22Xy — T4 —e; |-1 -2 0 -1 ; —=F e, ; .
201 + Ty — 313 — 24 2 1-3-1 3 3
Ty Ty
(a) For att berdkna N(F) loser vi AX = 0.
1 31 210 rotry 1 3 1 210\ rgtsmg 1 0-2-110
12 0-1/0 | ™" (0o 11 1|lo|"™<*[0o 11 1|0]|=
2 1-3-1]0 0-5-5-510 0O 0 0 010
T 2s +t 2 1
2 s =5 -1 +t -1 , s, teR,
T3 s 1 0
Ty t 0 1

d.v.s. (2,—1,1,0),(1,—1,0,1) &r en bas 1 N(F) vilket ger dim N(F') = 2. Dimen-
sionssatsen, Sats 7.5.6, sid 184 ger da att

dimV(F) = dimR* — dim N(F) =4 — 2 = 2.

Da V(F) =holjet av A:s kolonner och da vi ser att ingen av kolonnnerna &r
parallell med nagon annan sa kan vi ta vilka tva kolonner som helst som bas
i V(F), t.ex. de tva forsta. Foljaktligen, (1,—1,2),(3,—2,1) ar en bas i V(F).
Det gar naturligtvis utmérkt att anvinda losningen till AX = 0 for att explicit
uttrycka kolonnvektor 3 och 4 som L.K. av kolonnvektorerna 1 och 2.

(b) Berékna F'(1,2,3,4) genom insdttning i matrisformen. Vi far

F(1,2,3,4)=F | e,

=W N =
=W N
|

For att hitta alla u : F(u) = F(1,2,3,4) kan man forstas 16sa ekvationen.
Enklare ar att observera

F(u)=F(1,2,3,4) <= 0=F(u)— F(1,2,3,4) = F(u—(1,2,3,4)) —
< u—(1,2,3,4) e N(F) —



2

+ sey 1
0

=W N

+te,

1

0 9
1

s,t e R.

4. (a) Séatt uy = (1,0,2,0,1),uy = (0,1,0,2,0),us = (1,2,3,4,5). Da uy L uy véljer vi

f; = 1y, fy = Uy och ortogonaliserar usz. Vi far

1 0
0 1

1 1
flz—g 2 s fgz—g 0
A VB
1 0
1 1 1
1 0 2 0
u =—1le]| 2 |ee| 3 el 2

£ £ = = =

1t 6 0 4 0
1 5 1

1 0

0 1

12 10

=&l 2| tzelV|=¢

0 2

1 0
1 2
2 2
ulfhf2 =—u- qul,fg =e| 3| —-¢e| 4
4 4
5 2

0 1 0
. 1 2 1
+—-1e| O Jee]| 3 el 0| =
5 2 1 2
0 5 0
2
2
4
4
2
1 1
0 . 0
=e|-1 |, f1=—=¢e]| 1
0 1
3 -3

och fy, f5, f3 &r en ON-bas i U. For att hitta utfyllnaden utnyttjar vi det ortogonala
komplementet. Vi bestdmmer en bas genom att stélla upp ortogonalitetsvillkoren,

10 2 0 1|0 10 2 0 1]0
0102 0[0|"101020|0]|=
1 01 0-3|0 0 0-1 0-410
1 Tt 0 7
To -2s -2 0
= | 23 | =|-4 | =s| O | +t]|-4 ]|, s,teR
Ta s 1 0
T5 t 0 1
dér vi observerar att “parametervektorerna” dr ortogonala sa vi kan vilja
0 7
-2 0
1 1
f,=—e| 0|, f5=—e|4
Vs TVe6 |
0 1

som ON-bas i Ut. Dérmed ér fi, ..., f5 en ON-bas i R®.



(b) Vilket avstand vi borjar med, v = (4, =2, —1,1,1) till U eller v till U+, beror
pa vilken projektion vi vill rdkna ut forst. Nar vi kan vélja vilken vi vill ar det
normalt enklast att projicera pa den med ligst dimension, hir Ut. Man kan
ju dock kika pa hur det ser ut i det andra rummet. Da kanske man observerar

att v L f5 och f5 sa att berdkna Vi blir ddrmed mest berdkningseffektivt. Det

avstand vi berdknar forst blir darfor (minsta avstandet = ortogonala avstandet)

Avstand(v, Ut) = irelt}ﬂ lv—u|=|v— Vig| = ’V - VMU’ = ’VHU :
4 1 1 1
1 -2 0 0 3 0
v, = (vef))fi==|e|[-1 |ee]| 2 el 2 |=-¢e]| 2| =
1y 6 6
1 0 0 0
1 1 1 1
Ve
— }VHU‘ B
4 1
-2 1 0
Avstand(v,U) = min |[v —u| = ’V -V ’ =le|-1|—-=e]| 2 ||=
uel U 2
1 0
1 1
8 1
1 -4 0 1 -4 /56
=—le|-2 | —e| 2 =—le|-4 = —
2 9 0 2 9 2
2 1
5. Skriv polynomen pa bas-koordinatform (x = ( 1 =z 22 23 24 ) = standardbasen
1 P4)
1 0 -4 4
-2 -2 1 -5
=x| 0 |,pe=x| 1 |,ps=x| 1 |[,pa=x]1
0 1 0 2
1 1 1 1
och stall upp beroendeekvationen och L.K.= godt.polynom. Vi far systemet
1 0 ag 1 0-4 410 ag ro+2rs
-2 0 ay | rgs2ry | 0-2-7 3|10 2ap+aq Az
0 0 ap | ™~ [0 1 1 1[0 a e
0 0 as 01 0 210 as
1 0 Qg 01 5-310 —Qaptay
410 aop veary, (10 0 0 ap+4das-4as
110 as 2l o1 002 as
~ 510 2ap+a1+2as | "~ 0 0-1 1 —ag+az ,
110 - 9tas 0O 0 0 O 2ap+a1+7as—das
410 -as—ap+ay 0O 0 0 O —-ag-Das+daz+ay



A 0 0

N (et | (2 -

)\3 = " =1 1 , tGR:>p4—2p2—p3.
A4 1

d.v.s. ps kan utses till 16jligt element och strykas enligt satsen om 16jliga element,
Sats 5.3.16, sid 111.
Fran ekvationen “L.K. = godt. polynom” far vi ekvationerna for U

2&0 + a; + 7&2 — 5&3 = O, }

UZ[pl,pz,ps]Z{qeﬂ”si —ay — bag +daz+ ay =0

For att hitta utfyllnaden anvénder vi Plus-satsen, Sats 5.4.21, sid 123 tva ganger och
bryter mot ett villkor i taget. Satt, t.ex. q4 = = som bryter mot férsta ekvationen,
men uppfyller den andra. Da &r py, p2, P3, Qs linjirt oberoende enligt plussatsen. Vilj
sedan, t.ex. q5 = 1 som bryter mot den aterstaende ekvationen. Da ar p1, p2, pP3, 44, q5
linjért oberoende enligt plussatsen. Da de &ar “réatt antal® dr de ocksa en bas i Py.
Slutligen géller

r=0p; +0p2+0ps+1qu+0gs=(pP1 P2 Ps W q5)

o= O OO

d.v.s. x har koordinaterna 0,0,0,1,0 i den bas vi valt.
. Skriv () pa matrisform och berdkna egenvirden och egenvektorer.

T
T2

Q(z1,79) = —22 4+ 162125 + 1125 = ( T, T ) <_é 1? ) < ) = XA X,

det (Ay]) = F; 118_A ' = (—1=A)(11=A) =64 =X —10A—T5=0 <

= A=54+25+75=5%10= 15,5,

16 810 9 110 1
4 810 1 200 9
A=-5 (8 IG‘O)N(O 0‘0):”(—5_75(1)’
1 /1 1 /o 1 /1 -2
n-re() eogme(h) 1o (07),

Da egenvérdena har olika tecken ar bada kurvorna hyperbler. Vi behandlar kurvorna
en i taget.

Q) =15 Apin [u]> = =5 |ul’ < Q(f X¢) = 155> — 592 = 15 < Ao [u]> = 15 [u]?

Ur ovanstaende ser vi att den forsta olikheten &r trivialt uppfylld, —5 |u|2 <0<15
for alla u € R?. Ur den andra fas

15<15u]® < [u’>1 < |u/>1



med likhet om u &r en egenvektor av lingd 1 till 15, d.v.s. u = +f;. Minsta av-
stand fran kurvan till origo &r alltsa 1 och punkterna 4(1/v/5,2/v/5) ligger pa detta
avstand.

Q(u)=—15: —5ul’> < Q(f Xp) = 15y — 5y5 = —15 < 15 |u|’

Ur ovanstaende ser vi att den andra olikheten ar trivialt uppfylld, —15 < 0 < 15 \u|2
for alla u € R%. Ur den forsta fas

Sluf<-15 < [u’> <= |u/>V3

med likhet om u &r en egenvektor av lingd v/3 till —5, d.v.s. u = +v/3f,. Minsta
avstand fran kurvan till origo &r alltsa v/3 och punkterna =+(—2+/3/5,/3/5) ligger

pa detta avstand.

Figur 1: Hyperblerna, med asymptoter (krédvs ej) ritade i egenbas respektive standardbasen.
Forst 15y7 — 5y = 15 och sen 15y} — 5y5 = —15

7. Da bade I och G ar isometrier blir F'oG det ocksa eftersom
|FoG(u)| = |F(G(u))| = [F isom.] = |G(u)| = [G isom.| = |u].

Da bada &r vridningar ér det Arp = det Ag = 1 enligt Sats 7.7.6, sid 197. Produktlagen
for determinanter, Sats 4.8.1, sid 96 ger da att

det Apog = det (Ap-Ag) = det Ap-det Ag =11 =1

sa dven FoG ar en vridning. Darmed har den en vridningsaxel som kan beriknas

genom att losa ekvationen Ap.gX = X eftersom vridningsaxeln avbildas pa sig
sjalv.
1 1-2 2 -2 2 -1 1 4 8 -1
AFoG:AF-AG:? -2 1 2 -2 -1 2 =3 4 -1 8 | ==8B,
-2 -2 -1 1 2 2 7 -4 -4



1
AFoGX:§BX:X <— BX =9X < (B-91)X =0,

ro/2

5 8 -1]0\ Z 2 5 4]0\ misy /2 =5 4]0\ rsosm
4-10 8|0 | "% |10 16 2|0 | X" [0 -9 18|0 | ¥
7 41310 14 8 2610 0-27 5410
25 4]0 (10 — 4)t/2 = 3¢ 3
~[0 120 =x= ot =t 2], teR.
00 00 t 1

Da vi vet att FoG &r en vridning vet vi att dess matris i ratt bas blir

1 0 0
(Apoc)e = | 0 cos6 -sind
0 sinf cosf

vilket ger att sparet av (Apoc)e = 1+2cosf = —% = sparet av (Apog)e. Hérav foljer
nu att
2cosf = 10 <= cosf = 5 — 0= aurccos—§
9 9 9
eftersom vridningsvinkeln alltid ligger mellan 0 och 7. F6r att bestimma orientering-
en berdknar vi bilden av en vektor ortogonal mot vridningsaxeln, t.ex. u = (0, —1, 2).

1 4 8 -1 0 1 -10
FoG(u)=-e| 4 -1 8 -1 | =-e| 17 |,

P \7aa)\2) Y

0 -10 -30 3
uxFoG(u) = %g -1 |xel| 17 | = %g -20 | = —1—90 2 | =

2 -4 -10 1
0 -10
-1 17

negativ konstant-vridningsaxeln vilket ger att vridningen sker medurs, se boken sid
196. (Gar forstas utmérkt att bestimma en hoger ON-bas med f; som vridningsaxel
och byta till denna. Gér man det far man

1 0 0
(Apoc)e=| 0 =5/9  2v/14/9
0 —2V14/9 —5/9

Jamfor med matrisen i “rétt bas” ovan sa ser du att sin = —2v/14/9 < 0 vilket in-
nebér vridning medurs.) Sammanfattningsvis, F'oG ar ocksa en vridning, vridningen
sker medurs vinkeln arccos(—5/9) sett fran toppen av vridningsaxeln (3,2, 1).



