Linkopings universitet
Matematiska institutionen

Utbildningskod: TATA31
Modul: TEN1

Ulf Janfalk

(2p)

(1p)

Tentamen i Linjéar algebra (TATA31/TEN1) 2026-03—-16, 8-13.

Inga hjalpmedel, forutom passare, linjal eller gradskiva. OBS! Inga formler el-
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i rutan for uppgift 1 pa raden mérkt “X hér/here”.

Fullstindiga motiveringar kréivs. Losningar laggs ut senast tisdag 17/3 pa
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Resultat meddelas via e-post inom 15 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" dr ett euklidiskt rum med
standardskaldrprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. En ljusstrale gar genom punkten P, = (1,1,1) i riktningen (3,2, 1)
(a) I vilken punkt traffar ljusstralen planet II: x — y 4+ z = 77

(b) Ljusstralen reflekteras i planet II. Vilken riktning har den reflekterade stralen?

2. Den linjéra avbildningen F:R?—R5 har i standardbasen matrisen

o

I
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Den till F adjungerade avbildningen F*:R5—R? har A’ som avbildningsmatris i
standardbasen.

(a) Bestdm avbildningsmatrisen till F*oF och en ON-bas i R? bestdende av egen-
vektorer till F*oF.

(b) Lat fy,fs beteckna ON-basen fran (a). Berdkna F(f;)eF(f), F(fy)e F'(f2) och
F(f))e F(f5). (Vad ser du?)

3. Definiera underrummet
U= [1+z+a’+z!, s+a’+2’+2t, —1+20°+2° 2, 14220422 +2°+22%] C Py
Bestédm en bas i U och avgor vilka av polynomen
Qg =1+z+2" qu=2+22+32* q3=—-22"+2*

som tillhor U.
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. Den linjéra avbildningen F:R*—R* har i standardbasen matrisen

I
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N = = DN
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_ O = =
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(a) Bestdm ON-baser i F":s noll- och viarderum samt verifiera att dessa tillsammans
blir en ON-bas i R*.

(b) Bestdm koordinaterna for vektorn (1,2,3,4) i den bas du valt.

. For den linjéra avbilningen F:R3—R? giller

F(1,2,3) = (1,—1,1), F(2,—1,0)=(0,2,1), F(1,0,1)=(1,1,2).

(a) Bestdm F':s matris i standardbasen.

(b) Bevisa att din matris ar korrekt genom att anvénda den till att berédkna de ovan
angivna viardena F(1,2,3), F(2,—1,0), F(1,0,1)

. Ange den andragradskurva y = ax?+4bx+c som i minsta-kvadratmening bést ansluter

till vardena i nedanstaende tabell:

T ‘ 2
y | -1[-2]-1] 173

. Lat e;, e, vara standardbasen i R? och lat

f_ie(l) f_ie(_Q)
1_\/5_ 2 9 2_\/5_ 1 .
En ellips har i basen f ekvationen
RS AN AR
V3 3 |

Hur ser ellipsens ekvation ut i standardbasen och vad &r koordinaterna for dess
medelpunkt i standardbasen? Rita ellipsen noggrant i standardbasen.




Losningsforslag till TATA31, Linjar algebra, 2026-03—-16.

1. (a) Kalla den sokta skirningspunkten Fy. Ljusstralen foljer linjen

8
—_
w

Insdattning av L i II:s ekvation ger

r—y+z=1+3t)—(1+2)+(14+t)=142t=7 <= t =3 =
o 1 3 10
— 0Py=e| 1 | +3e| 2 |=e| 7 |,
1 1 4

dovs. Py = (10,7,4).
(b) Betrakta nedanstaende figur:
Py

PPy

P0P1||n

PP,
P
OP; @)
Lat n = (1,—1,1) = II:'s normalvektor. Bestam spegelbilden P; av P;.
L 1 10 -9
PoPy=0P, —Py=e| 1 —€ 7 =e|-6 |,
1 4 -3
1 -9 1 1 1
P0P1”n = 3 e|-6 |ee|-1 el-1 | =-2el-1],
-3 1 1 1
1 1 5
OP,=0P; — 2P0P1”n =e| 1| +4e|-1 | =e|-3 |,
1 1 5
10 5 5
P,Py,=0Py—OP,=e| 7 | —e|-3 | =e| 10 |,
4 ) -1

d.v.s. den reflekterade ljusstralen har riktningen (5,10, —1).
2. (a) Enligt Sats 7.6, sid 188 giiller att avbildningsmatrisen till F*oF #r A'A. Vi far

1 (24 15
3 “\15 24 )

i (1233
AA_<2—113

= W WD
W W = = N



24-X 15 | 2 qr2_ _ _

- 24_)\'_(24—)\)—15_0<:>)\_24i15_39,9,
15 15 | 0 110 1

'<15 15‘0)”(0 0‘0):)(9_ <—1)’ te R,

(415 15[0Y\ (-1 1]0

152150 0 0|0
1 (1 1 (1

fi=—e , fh=—e

=ela) v e(h)

ar en ON-bas i R? av egenvektorer till F*oF.

det (A'A — \I) = '

=
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>
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(b) Berékna de angivna funktionsvérdena och skaldrprodukterna. Vi far

1 2 -1
2 -1 3
1 1 1 1 1
F(f Fle = 3 1 =—e; | 2 |,
( 1> \/_ <_2 <_1 )) \/5_5 3 3 <_1 ) \/5_5 0
1 3 -2
1 2 3
2 -1 1
1 1 1 1 1
F(f) = Fle = e 3 1 = —e 4 1,
=757 (1)) = 75 - (1)=7= :
1 3 4
1
F(f)eF(f)) = |F(f)|" = 518 =9 = egenviirdet till f;,
1
F(f,)eF(f,) = |F(f,) = 578 =39 = egenvirdet till ,,
-1 3
3 1 .
1 d.v.s. ortogonaliteten mellan
F(f))eF(fy) = —- 2 |e 4 1=0
(F1)+ F(f2) 2 0 = 6 ' f, och f, bevaras.
-2 4
3. Kalla de genererande polynomen pq, ..., ps och stéll i vanlig ordning upp beroende-

ekvationen for pq,...,ps samt “L.K. = godtyckligt polynom”, d.v.s.
AP1 + AoP2 4+ AsPs + Aps = 0, a1 + a1z + aga® + azz® 4 aga?

vilket ger systemen

1 0-1 1]0 a 1 0-1 10
1 10 210 a | 2220 1 1 1]0-ag+a; | 322

1 1 2 210 a | "~* 10 1 3 1]0-ag+tas | °~°

01 1 1[0 as 01 1 1|0 ay

1 1-1 210 ay 0 1 0 1|0 -ag+aq

1 0-1 11]0 ao 1 0-1 110 ao

0 1 1 110 -ap+taq a2y | O 1 1 110 —ap+ay

00 2 00 -ar+as BP0 0-1 010 —aptay —
0 0 0 0]0 ap-aj+as 00 0 0]0 ap—a1+as

0 0-1 0|0 -ai+aq 0 0 0 0|0 =3aj+as+2ay




A1 Ag— M\ =1 1
)\2 o —)\3—)\4:t o 1

— N | T 0 =t L telR
A\ -1 -1

som insatt i beroendeekvationen ger att py = p1 + p2 (vilket ocksa syns tydligt i den
forsta koefficientmatrisen ovan da kolonnl + kolonn 2 blir kolonn 4). Foljaktligen
kan vi utse py till 16jligt element. Satsen om 16ljliga element, Sats 5.3.16, sid 111 ger
da att

U = [p1, P2, P3]-
Da det nu inte langre finns nagra l6jliga element bland de genererande vektorerna &r
dessa linjart oberoende (Sats 5.4.4, sid 114) och darmed en bas for sitt holje.
Ur “L.K. = godtyckligt polynom” ser vi att denna ar losbar, d.v.s. det godtyckliga
polynomet &r en linjirkombination av de givna omm

ag—ay +az3 =0, —3a;+as+2a4 =0, d.v.s.

U= [p1, P2, P3| =
2 3 4 apg — ap + as =0
= ]P N .
{a0+a1x+a2x +azx” +asx € Py 341+ ay + 2a=0 }
Inséttning av qq, qs, qs i villkoren ovan ger
ag — ayp + as —3a1 + as + 2ay

q=1+z+2* [1-1+0=0-3+0+1=-2#0{q¢U
Q@=2+2r+32"2-24+0=0] —6+0+6=0 |q.€U
qQs=-22"4+2" | -0+0=0 0—24+2=0 |gqz3€U

4. (a) Los AX = 0, tillika beroendeekvationen for kolonnerna. For kontrollens skull tar
vi med “L.K. = godtycklig vektor” ocksa.Vi far

2 1 1 2 0 [14 ;7}3 1 1 0 1 0 Y3
1 2 1 1 0 s NEDNE: 0O 1 1 0 0 yo—uys ra3—+ro
1 1 0 1 0 w3 0-1 1 0 0 1y1-2y;3
2 1 1 2 0 yq 0O 0 0 0 0 —y1+yy
1 1 0 1 0
0-1 1 0 0 Y- 2y3
0020 [0 widyw |
0O 0 0 O 0  -y1+ys
T —1’2—.T4—t -1
) . —.’173—0 . 0
= o | 0 =t L teR
Ty t 1

1
(=1,0,0,1) &r en

Ovanstaende ger da att N(F) = [(—1,0,0,1)] och att £, = 7

ON-bas i N(F).



Da V(F) = holjet av kolonnvektorerna och beroendeekvationen for dessa &r
AX = 0 ser vi att k; = ky (vilket forstas syns om vi tittar pa matrisen) och vi
kan didrmed utse ky till 16jligt element. Harav foljer det att V(F') = [kq, ko, k3.
Da A &r symmetrisk foljer ur Sats 7.7.9, sid 199 att N(F) och V (F') ar ortogonala
mot varann vilket ger att ekvationen for V(F') &r —y; + y4 = 0 vilket var precis
det vi fick fran “L.K. = godtycklig vektor”.

Da ingen av kolonnvektorerna ar ortogonal mot nagon av de andraér det ba-
ra att vélja en kolonnvektorerna som utgangspunkt och starta Gram-Schmidts
ortogonaliseringsprocess.

1 1 1 1 1
f Le 1 k —1 e 2 e 1 e 1 —ée 1
e lo ] a3l lof)Tlof 370
1 1 1 1 1
1 1 3 4 -1
k =e 2 —ée 1 —1 e 6 —e 4 —le 2
an =1 3=lo ] 3|73 =10 37 3]
1 1 3 4 -1
-1
1 2
f; —15§ 3 | lefl’fQ:(k1°f1)f1+(k1°f2)f2:
-1
2 1 1 2 -1 -1
_1 o 1 o 1 o 1 +i o 1 o 2 o 21
3o [Tl T T T3 )T 3
2 1 1 2 -1 -1
1 -1 25 -1
—§e ! +ie 2 —1 25 +e 2 =
3710 =1 3] 57| 0 =13 N
1 -1 25 -1
24 8 10 8
_1 27 _1 9 K _1 5 - 9 -
24 8 10 8
2 1 1
1 -4 2 -2 ¢ 1 -2
5= 1| 4 5512 P Jio| 2
2 1 1
Foljaktligen ar
1 -1 1 -1
1 1 1 2 1 -2 1 0
fi=— Jo=——=e = — och f; = —
SRV NN RVl I RGN HE TN B
1 -1 1 1

ON-baser i V (F)respektive N(F'). Kontrollerar vi ortogonalitetn och langd med
hjalp av skalarprodukt ser vi att alla skaldrprodukter mellan olika basvektorer



ar 0 och att alla skalarprodukter av basvektor med sig sjalv blir 1, dvs de &r en
ON-miéngd med “ritt antal” element och dirmed en ON-bas i R*.

(b) Betrakta bassamandet f = eT. Da f, {5, f5, f; &r en ON-

en ON-matris och diarmed géller 7! = T*. Harav foljer

bas kommer 7" att vara

1
2 1 ¢
(123 4)=e| 5 [=le=fT""=£T"]=
4
1/v/3  1/V3 0 1/V3 1 7/V3
UV 215 3VIs VIS [ 2| | 8/VI5
= 1/vV10 —2/v10 2/vV/10 1/v10 3 = 7/V10
~1/V2 0 0 1/V2 4 3/V2
5. (a) Vi soker alltsa den matris A for vilken géller
1 1 1
F(1,2,3)=F |e]| 2 =eAl 2 | =e[-1 |,
3 3 1
2 2 0
F(2,-1,0)=F |e|-1 =eAl-1 | =e| 2 |,
0 0 1
1 1 1
F1,0,1)=F e[ O =eA|l 0O | =e| 1 ].
1 1 2
Formulerar vi ovanstaende i en matrisekvation far vi
121 10 1 101 12 1\
Al 2-1 0 =1[-1 2 1 — A=1|-1 2 1 2 -1 0
3 0 1 1 1 2 1 1 2 3 0 1
Bestdm inversen pa vanligt sétt:
1 2 1)1 0 0\ 250 /1 2 1] 1 0 0) ™
2-1 001 0] “ 0 -5 -2|-2 1 0] 2
3 0 110 0 1 0 30 10|15 0 -5
r1+r3
2 4 212 0 0\ =® /2 4 0|5 6-5
~lo0o 5 2(2-1 0] (02 o0l2 22|
0 0-2|3 6 -5 0 0 2}3-6 5
20 0|1 2-1 121‘1112—1
~ 0 2 0112 2-=2 <— 2 -1 0 25 2 2 =2
0 0 2}3-6 5 3 0 1 -3 -6 5
Foljaktligen
1 1 0 1 1 2 -1 -2 -4 4
AZQ -1 2 1 2 2 -2 =—10-4 2
1 1 2 -3 -6 5 -3 -8 7



(b) Aterstar att kontrollera matrisen.

1 1 -2 -4 4 1 1 2 1
F(1,2,3)=F |e| 2 225 0-4 2 2 :§g -2 | =e|-1 |,
3 -3 -8 7 3 2 1
2 1 -2 -4 4 2 1 0 0
F(2,-1,0)=F | e |-1 =e5 0-4 2 |[-1 =3¢ 4 |=el| 2 |,
0 -3 7 0 2 1
1 1 -2 -4 4 1 1 2 1
F(1,0,1)=F [e| O =e5 0-4 2 0 =5 & 2 |=e| 1
1 -3 -8 7 1 4 2
vilket visar att var matris ar korrekt.
6. Insittning av y = ax® 4+ bx + ¢ i virdetabellen ger
z |y |az® +bx+c
—2|—1|4a—2b+c
—1|-2| a—b+c
0|-1 c
111} a+b+c
213 4a+2b+c
som i matrisform kan skrivas
da —2b+c 4 -2 1 -1
a—b+c 1-1 1 a -2
c =10 0 1 = |-1
a+b+c 1 11 c 1
da+2b+c 4 2 1 3
A Y
Bestdm minsta-kvadratlosningen till detta (olosbara) ekvationssystem.
4 -2 1
4 1 0 1 4 1-1 1 34 0 10
A'A=(-2-1 0 1 2 00 1]=10 1 0|,
1 1 1 1 1 1 1 1 10 0 5
4 2 1
-1
4 1 0 1 4 -2 7
AY =1-2-1 0 1 2 -1 | =111
1 1 1 1 1 1 0
3
vilket ger normalekvationerna
34 0 10| 7 S (200 1] 0 a 1/2
0 10 0 |11 e 0 10 0|11 | = | b | =] 11/10
10 0 5|0 0 0-7| 7 c -1

Foljaktligen polynomet (52 + 11z — 10)/10 ansluter bist, i minstakvadrat-mening
till ovan givna data.



7. Fran den givna basen fas bassambandet

B 1 1 -2 el et L 1 2

eftersom 7" d&r en ON-matris. Ur ekvationen utléses att ellipsens medelpunkt M har
ortsvektorn

3/2 3\ 1 12\ /=3 1 (5 1 (-5
ow-t(1) 5t (1) e (2 1) (0) mme (5 ) (%)
d.v.s. ellipsen har medelpunkt M = (—v/5/2, —v/5/2). Vidare har storaxeln lingd

3 i fy-riktningen och lillaxeln lingd v/3 i fi-riktningen. Dérmed har vi den info vi
behover for att kunna rita ellipsen noggrant.

Yo n

s V3
—v/5/2,—/5/2)

Aterstar nu att ta fram ekvationen i de ursprungliga koordinaterna. Utveckla kvadra-
terna och skriv som kvadratisk form pa matrisform.

2 1N\ 2
y1+% Y2 — 3 1/, 9 1/, 1
1= == 3+ = |+ (B —pt+- ] =
(\/§ ) +( 3 3 Y1+ ?/1+4 +9 Ya ?/2+4
2 27 2 1 2 2
<:>9:3y1+9y1+z+y2—y2+1:3y1+y2+9y1—y2+7<:>
(v ow)( oY +
0 ]_ yg
1 1
= =T'X,| =
()= mle 1) (0) -
_ Lo 3 0 1 i ~ 1 2 r1\
70 (5 1) (G )—+ﬁ“9”-21 ")
1 1 -2 3 6 1 T\
5Xg<2 1)(_2 1)X +\/5(11 17)(332)_

(rt)t=r

= 2 = 1)<Zl)ZX$A£X£+(9—1)X£:
9 f

></—\©

2
1
2
1



:—Xt<7 4\ 1
e 4 13 e -+ ﬁ(llxl -+ 17.1’2) =

Ot — Ot

7 2 2 1
(727 + 8zyxa + 1373) + —= (1121 + 1735) >

V5

2
= Ta? + 81wy + 1323 + V5(11x; + 172) = 10.



