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Kontrollskrivning i Linjar algebra 2020-11-01, 8-12.

Inga hjalpmedel, forutom passare, linjal eller gradskiva. OBS! Inga formler eller
liknande tryckta pa linjal eller gradskiva. Ej rdknedosa.

Pa uppgift 1-14 skall endast svar ges. Varje rétt svar ger 1 podng, fel svar 0 podng.
Flera svar far och bor ges pa samma blad, helst i nummerordning.

Uppgift 15 och 16 ger tre poang vardera; fullstindiga och vdlmotiverade losningar
krdvs.

Minst 11 poéng tillgodoriknas som tre poing pa uppgift 1 pa tentamen.

Minst 16 poéng ger ytterligare en bonuspoing pa tentamen.

Rétten att tillgodoridkna sig bonus bestar under ldsaret 2020-2021.

Resultatet meddelas via e-post. Losningar laggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31 /tentor.html

Om inget annat ségs, ér alla koordinater for vektorer i planet och rummet givna relativt
en hogerorienterad ON-bas.

1. Skriv nedanstaende ekvationssystem i matrisform och ange dess losningar pa para-
meterform
.I'1+2.§L’2 — 4.1’4 +.§L’6:1
T3 — T — 0
T5 + Tg = 0

1 2-1 2 1
A:(o 1 2)’ B:<1 0)'

Beriikna det/de av uttrycken nedan som &r definierade:

2. Betrakta matriserna

AA, AB, A'B, AA'+ B

3. Tag ett nytt pappersark och rita pa detta ett vanligt rédtvinkligt koordinatsystem
(hoger ON). Lat tva rutor svara mot en lingdenhet. Lat e vara en ON-bas dar
e; pekar i den vagrita koordinataxelns riktning och es i den lodréta axelns riktning.
Rita i detta koordinatsystem in, sa exakt som mojligt, vektorerna u = 8e; +3ey, v =
—bey + 2e,y, den ortogonala projektionen av u pa v och den ortogonala projektionen
av v pa u.

4. Lat u = e+ 2sinz, v = —2e" +sinx och w = e” 4 sin x. Skriv w som en linjarkom-
bination av u och v.

5. Linjen L gar genom punkterna (2, —3) och (—4,1). Ange L:s ekvation pa normalform.
Ange ocksa, pa parameterform, den normal N till L som gar genom (2, —3).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Ange, pa normalform, en ekvation till planet IT som innehaller punkterna (2,1, 1),
(—3,2,—1) och (1,4,-1).

x 1 2
Bestdm avstandet mellan linjen L: e | vy =el| 0 |+te| 1 |, t € R och
z -1 0

punkten P = (1,2, 3).
Bestdm punktens P = (1,2, 1) spegelbild i planet II: x — y + 2z = 3.

. Lat u och v vara tva icke-parallella vektorer i R®. Bestdm

(ux v)eu, (uxv)ev och uxu.

— 2z, =0
Betrakta underrummet U = { (21, 29, 23, 74) € R*: T = Tp Ty F 2Ty }

2$L’1+SL’2+SL’3—25L’4:O
Avgor vilken/vilka av vektorerna nedan som tillhor U:

vi =(0,2,0,1), vo=(2,1,-3,1) och v3=(-1,2,21).

-1 2e

3 7

Berakna \/5 \/;
V3 0

Lat v = e; — 2e5 + 2e3 och u = 2e; + e; — 2e3. Bestam vektorer u; och uy dar u; ar
parallell med v och uy &r vinkelrédt (ortogonal) mot v och sa att u = u; + us.

o o 3 o
|
D@ -

Los matrisekvationen XB™'4 1 =C dér I &r enhetsmatrisen av storlek 2x2,
1 2 11
B—<3 4) och C_<1 1).

Bestam inversen till A = |-

Betrakta de tre planen
r+2y+az=1 —x+22=0, x+ay+2z=1

For vilka virden pa a,b € R har de tre planen (i) exakt en skdrningspunkt,
(i) ingen skdrningspunkt, (iii) o#ndligt manga skérningspunkter.

Betrakta underrummet
U=[(1,-1,-1,0),(1,1,1,1),(3,2,1,1),(-2,1,0,-2),(3,1,—1,—-1)] C R*.

Beskriv U med sa fa som mojligt av de generarande vektorerna ovan. Uttryck sedan,
om mojligt, vektorerna v = (2,3,2,1) respektive w = (4,3,2,1) som linjarkombi-
nationer av dem du fick kvar.
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9. (uxvjeu=(uxv)ev=0, uxu=0
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vy och v, € U
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Planens skarningspunkter ér de vars koordinater uppfyller alla tre ekvationerna, d vs
l16sningarna till ekvationsystemet

r+2y+az=1 1
—xr + 22=b = |[-1
r+ay+2z2=1 1

QO N

1
b
1

NN

Berakna determinanten av koefficientmatrisen och anvand sedan determinantkriteriet
(Korollarium 4.7.2, sid 93). Vi far

1 2 a 1 2 a+2 9 a4
“1 00 2BER LT 00 0 | =(—1)2(=1) ’:8—a(a+2):
a 4
1 a 2 1 a 4

=—(a®+20—-8)=0 <= a=—-1+V1+8= 4,2

Determinantkriteriet ger da att ekvationssystemet har entydig l6sning, d vs planen
har exakt en skdrningspunkt da a # —4 och a # 2. Fallen a = —4 respektive 2
kontrolleras separat.

1 241\ min, /1 2-4] 1
a=—4: |-1 0 2|b |7 [0 2-2][1+p | K"
1-4 21 0-6 6| 0
1 2-4| 1
~10 2-2|1+0b
00 0]3+3b

Foljaktligen, 16sning saknas om 3 4+ 3b # 0 <= b = —1 och vi har oéindligt manga
l6sningar for b = —1.

To+T1

1 1
b | “~P |0
1 0

IS
Il
DO

1
-1
1

N O N
(NI NOR V]
S NN
O = N

1
1+0

0
Foljaktligen har vi oéndligt manga 1osningar for alla varden pa b € R.
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Sammanfattningsvis
(i) exakt en skirningspunkt da a # —4 och 2,
(ii) ingen skdrningspunkt da a = —4 och b # —1,
(iii) o#ndligt manga skérningspunkter da a = —4 och b= —1 eller a = 2, b € R.

16. Vi stéller upp beroendeekvationen for de genererande vektorerna. Vi stéller ocksa
upp ekvationen “L.K.=godtycklig vektor” for att enklare kunna avgora om v och w
tillhor U eller inte. Kalla de genererande vektorerna uy, ..., us.

Ay + Ay + Agus + Aguyg + Asus =

1 1 3 -2 3
-1 1 2 1 1
=)\e q +Xe 1 + A3 e 1 + A€ 0 +As e 4=
0 1 1 -2
1 1 3-2 3 il 0 T
-t 2 11 ; _o0—el © |
8111 01 N el X7 | T
01 1-2-1 4 0 T4
As
1 1 3-2 3|0 = 1 1 3-2 310 T _——
[t 2 1 10 m P02 5-1 410 aprmy | B
-1 1 1 0-1]10 a3 0 2 4-2 210 zi+z3
01 1-2-110 x4 01 1-2-11]0 Ty
1 1 3-2 310 T 1 1 3-2 310 T
01 1-2-11]0 Ty 3, | O 1 1-2-110 T4
0 0 3 3 6|0 x+x9-224 0 0 3 3 6|0 z+x9-214
0 0 2 2 4|0 xz+r3-214 0 0 6 6 120 3z1+3x3-6x4
1 1 3-2 310 T
r4—2r3 0 1 1 —2 —1 0 Ty
00 3 3 610 T1+To— 214
0O 0 0 0 0]0 $1—2l‘2+3l‘3—2l‘4
Vi borjar med beroendeekvationen.
)\1 —)\2 — 3)\3 —+ 2)\4 — 3)\5 = 2s 2 0
)\2 —)\3+2)\4+)\5:38+3t 3 3
)\3 = (—3>\4 — 6)\5)/3 =—s5—2t =s|-1 +t -2 s S,t € R.
)\4 S 1 0
A5 t 0 1
SZ]_,tZOZ 2u1+3u2—u3+u4:0<:>u4:—2u1—3u2+u3,

s=0,t=1: 3us —2uz+us; =0 < u; = —3uy + 2u;s.



Med hénvisning till ovanstaende ger satsen om 16jliga element (Sats 5.3.16, sid 111)
att uy och us kan strykas i beskrivningen av U utan att det paverkar, dvs

U=[(1,-1,-1,0),(1,1,1,1),(3,2,1,1))].

Ekvationen “L.K.=godtycklig vektor” &r 16sbar omm x1 — 225 + 323 — 224 = 0. Detta
ger att en vektor x = (xy, x9, x3,x4) ar linjairkombination av uy, ..., us, dvs tillhor
U endast omm z; — 2x9 + 3x3 — 2x4 = 0. Detta ger att vi far en beskrivning av U
ocksa som 16sningsrum,

U= [(17_17_170)7 (17 17 17 )7 (3727 17 1)] =
= {(:1:1,:52,:63,3:4) € R* x1 — 229 + 313 — 224 = 0} )

Inséittning av koordinaterna for v respektive w ger att

v=1(2321), 2-23+32-21=0,
w=(4,3,2,1), 4-23+32-21=2,

dvs v e Umen w ¢ U. Aterstar att uttrycka v med uy, us, us, dvs bérja om fran
borjan med v i hogerledet men utan uy och us i linjirkombinationen. Vi kommer
dock gora om exakt samma operationer. Vi far

Ay + Agug + Aguy = v

1 1 3]2 11 3|2\ ,., /1 1 3|2
11 203 |2 fo 2 5 5 |wzlo o1 11| LA
1 1 112 7 1o 244 T loo 3|3 -
0 1 1]1 01 11 00 2|2
(1132 N _1
0 1 11
~ <~ [ A | =1 0], dvs
00 1]1 \ |
00 00 3
2 1 3
v:e?):—ul—irug:—e_1 +e2
= 2 =l =11
1 0 1



