Provtenta i diskret matematik TATAS32.

Inga hjdlpmedel. Ej rdknedosa. Fullstindiga motiveringar krivs.

Fér betyg 3 behévs 20 poéng, for betyg 4, 26 poing och 32 poing for betyg 5.

1. Formulera Binomial- och multinomialsatsen och bevisa en av dem.

1
2. Visa med induktionsprincipen att (1 — %)(1 - 5) (1= %) = nz—;l for alla n > 2.

e

(a) Ar grafen nedan en hamiltongraf? En eulergraf? I s§ fall ange en hamiltoncykel och en
sluten eulervdg. (3p)

(b) Bestim grafens kromatiska tal. Ar grafen bipartit?  (2p)

S

. Betrakta femsiffriga tal, sddana dér ingen siffra férekommer mer &dn en gang

(a) Hur ménga sddana tal har som forsta siffra 1:a och slutar med 23 eller 327 (1p)

(b) Hur manga sadana tal har som forsta siffra en 1:a och &r en multipel av fyra? (ett tal t #r
en multipel av fyra om och endast om dess tva sista siffror bildar en multipel av fyra). (3p)

(c) Hur manga sadana tal har som forsta siffra 1:a och slutar inte med 23 eller 327 (1p)

5. (a) Visa att 1'% +212 + 312 1412 1 512 1 612 = 6 (mod7)  (3p)

(b) Tva primtal p och ¢ kallas twvillingar om ¢ = p+ 2; t.ex. p = 11 och q=13. Visa att
medelviirdet av tva tvilling-primtal aldrig &r ett primtal (2p)

6. Los den rekursiva ekvationen a, —6ap,—1+9a,2=4,n2>2,a0=1,a1 =2.

7. Berékna antalet permutationer av 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 och 9 som uppfyller att inget av 1, 5 eller
9 ar fixerat.

8. Betrakta méngden A av alla personer bosatta i Sverige med personnummer. Vi definierar en
relation R pd A genom P;RP,; om personnummer for P; #r mindre eller lika med person-
nummer f6r Py

(a) Visa att R &r en partialordning.  (3p)
(b) Givet tva personer Pi, Py, bestdm sub( P, P») och méb( P, Py). (1p)
(c) Visa att (A, R) &r ett lattice. (1p)

I R

£




Svar. Observera att nedan finns svar, inte 16sningar

1.
2.
3.

For binomial-och multinomialsatsen se Satser 5.7.1 och 5.9.1 i boken
Se boken.

Grafen dr hamiltonsk med en hamiltonbykel:
124-53-2226—=-728-5-9—212311-10—-14—315—>16—>13—>1
Grafen &r 4-reguljér, dvs d(v)=4 for varje nod, och &r en eulergraf.

En bipartition av grafen &r: X = {1,3,6,8,9,11,14,16},Y = {2,4,5,7,10,12,13,15} och ef-
tersom &r grafen biaparttit 4r kromatiska talet 2.

. Betrakta femsiffriga tal, sidana dér ingen siffra fSrekommer mer &n en ging

(a) Hur méanga sddana tal har som férsta siffra 1:a och slutar med 23 eller 327 Svar 84 = 2x7x6

(b) Hur méanga sadana tal har som forsta siffra en 1:a och #r en multipel av fyra? Svar 840 =
20x7x6

(c) Hur ménga sddana tal har som férsta siffra 1:a och slutar inte med 23 eller 327 Svar (genom
att anviéinda (a)-delen): 2940 =9 x 8 X 7 x 6 — 84 = 42(72 — 2)

(a) Fermats lilla sats stiger oss att 1°=20=30 =46 =56 =66 = 1 (mod7) s& 112 4212 4
312 + 412 1512 4 612 = 6 (modT)

(b) Tva primtal p och ¢ kallas tvillingar om q=p+2; t.ex. p = 11 och q=13. Medelvirdet
avpochqér (p+p+2)/2=p+1. Eftersom g # 4 kan p inte vara primtalet 2 och p &r
ett udda primtal och p+ 1 &r ett jimnt tal stérre dn 2 och aldrig primtal.

Los den rekursiva ekvationen an — 6an—1 + 9an—9 = 4, n > 2, ap = 1,a; = 2. Karakteristiska

ekvationen #r 72 — 6r +9 = 0 med dubbelrot r = 3. Lésning till homogendelen #r a%h) =

(An + B)(3)"™. Hogerledet &r 4(1)", med 1 som inte #r en rot till karakteristiska ekvationen

2 —6r+9=0.En partikuldr 16sning &r a®) = C, dér C uppfyller C —6C +9C = 4 och
n

C=1.Daér a, =a + a?) =1+ (An + B)(3)™ och

aw=1=1+B, a1 =2=1+3A+3B; B=0,A=1/3

Svar: ap =14 n(3)"!

Vi letar efter antalet permutationer av 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 och 9 som ligger i komplementet till
permutationer som fixerar minst en av siffrorna 1, 5 eller 9. Det finns 8! permutationer som
fixerar 1, 8! som fixerar 5 och 8! som fixerar 9. Det finns 7! permutationer som fixerar 1 och
5, 7! permutationer som fixerar 1 och 9, och 7! permutationer som fixerar 5 och 9. Slutligen
finns det 6! permutationer som fixerar 1, 5 och 9. Totalt finns det 9! — 3 x 8! + 3 x 7! — 6!
permutationer som inte fixerar nagon av 1, 5 eller 9.

Betrakta mingden A av alla personer bosatta i Sverige med personnummer. Vi definierar en
relation R pd A genom PiRP, om personnummer f6r P; &r mindre eller lika med person-
nummer for Py

(a) Visa att relationen &r reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.
(b) Givet tva personer Py, Py; sub(Pp, P;) #r personen med minsta personnummer och
mob( Pp, Py ) dr personen med stérsta personnummer.

(c) (b)-delen visar att (A,R) &r ett lattice.



