Kapitel 1

Kardinalitet

Den hdr texten dr tagen fran boken Diskret matematik av Asratian—Bjorn—
Turesson (och delvis modifierad). Av den anledningen finns det visa hdnvisningar
pa en del stdllen som dr ersatta med 7777,

1.1. Fordjupning: Jamforelse av oandliga mangder

1.1.1. Bakgrund och motivering

Att avgora vilken av tva dndliga mingder som dr storst dr (i princip) inte svart:
Man raknar helt enkelt antal element i var och en av méngderna och far pa sa
sitt veta om en av méangderna &r storre &n den andra eller om méangderna ar lika
stora. S& kan man naturligtvis inte géra med oédndliga méngder eftersom det da
finns odndligt manga element att rékna.

Anda #r det ofta intressant att jamfora tva oindliga méingder for att avgora
vilken av méngderna som &r storst eller om méngderna i nagon mening &r lika
stora. Foljande exempel ger oss en viss vigledning om hur man kan ga tillviga utan
att rdkna elementen.

Exempel 1.1.1. Antag att vi vill ta reda pa om det finns flest personer eller stolar
i ett rum eller om det mojligen finns lika manga. Vi ber da helt enkelt personerna
att ta var sin stol (eller sétta sig pa varsin stol). Om det blir stolar 6ver, finns det
fler stolar &n personer; om stolarna inte récker, finns det fler personer &n stolar;
om varje person far en stol och det inte blir nagra stolar 6ver, finns det lika manga
personer som stolar.

Precis som i exemplet kan man para ihop elementen i tvd méngder om man vill
jamfora deras storlekar. Vi kan ocksé beskriva detta tillvigagangssatt med funktio-
ner.

Exempel 1.1.2. (Fortsédttning pa exempel 1.1.1.) Lat P och S beteckna mang-
derna av personer respektive stolar i férra exemplet.! I fallet d& |P| = | S| finns det
en bijektion mellan P och S, ndmligen den funktion som avbildar en person pa den

Har ser vi stolarna som olika. Man kan t.ex. skilja dem &t genom deras placering i rummet.
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stol som han eller hon valt. I fallet da |P| < |S| & denna funktion injektiv, men
inte surjektiv, och i fallet da |P| > |S| finns det en injektiv funktion fran S till P
som inte ar surjektiv.

1.1.2. Samma kardinalitet

Vi definierar nu vad vi menar med att tva méngder "ar lika stora” eller — som vi
kommer att sdga — "har samma kardinalitet”.

Definition 1.1.3. Vi sdger att tva mangder A och B har samma kardinalitet
om det finns en bijektion fran A till B. Detta forhallande betecknas A ~ B.

Exempel 1.1.4. Det ar klart att en méngd A ar dndlig om och endast om A &r
tom eller A ~ {1,2,...,n} for ndgot n > 1.

Exempel 1.1.5.
a) Vi har att N ~ Z, . Hir ges en bijektion av f(n) =n+1, n € N.

b) Vi har ocksd att 2Z, ~ Z., dir 2Z, betecknar méngden av alla jimna,
positiva heltal, d.v.s. talen 2,4, 6, ... . Detta foljer d& funktionen f : 2Z, — Z,
som ges av f(n) =n/2, n € 2Z,, uppenbarligen ar en bijektion.

c¢) Vidare géller att Z ~ Z, . Definiera ndmligen f : Z — Z, genom

2n+1 omn >0,
f(n) =
—2n omn < 0.

Alltsa ar
f0)=1, f(1)=3, f(2)=5,...,f(-1) =2, f(-2)=4, f(-3)=6....
Visa sjalv som 6vning att f &r en bijektion!
d) Till sist géller att |0, 1] ~ R. Definiera ndmligen f : ]0,1] — R genom

fay=2v L aepr

Da ar f kontinuerlig, strangt avtagande och har gransviardena oo i &ndpunk-
terna, vilket innebér att f antar varje reellt virde precis en gang.

Sats 1.1.6. For alla mingder A, B och C gdller att
(1) A~ 4,
(2) om A~ B, ar dven B~ A,
(3) om A~ B och B~ C, sg ar A~ C.
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Bevis. (1) Detta foljer av att den funktion f : A — A som ges av f(z) =z, x € A,
ar en bijektion.

(2) Om f : A — B ér en bijektion, iir dven f~! : B — A en bijektion, enligt
sats 77.

(3) Om f: A — B och g: B — C éar bijektioner, &r d&ven go f : A — C en
bijektion, enligt sats ?7. O

1.1.3. Upprakneliga och 6verupprikneliga mingder

I avsnitt 7?7 definierade vi numrerbara méngder: En méngd A kallas numrerbar
om den ar odndlig och dess element kan réknas upp i en f6ljd aq, as, as, ....
Man visar oftast att en méngd &r numrerbar genom att dberopa foljande sats.

Sats 1.1.7. En mdngd A dr numrerbar om och endast om A ~ Z,.

Detta innebér att alla numrerbara mangder har samma kardinalitet. Man betecknar
ofta denna kardinalitet med R, dér X ("alef”) dr den forsta bokstaven i det hebreiska
alfabetet.

Bevis. Antag forst att A ~ Z, och 13t f vara en bijektion fran Z, till A. Om vi
satter a; = f(j), j=1,2,..., s dr A = {a1, ag, ...}, och alltsa & A numrerbar. Om
vi omvént har att A = {aq,as,...}, sd definieras en bijektion f : Z, — A genom att
sitta f(j) = a; for j =1,2,..., och darfor &r A~Z,. O

Exempel 1.1.8. Vi ser att méngden Z_, &r numrerbar eftersom Z, ~ Z,. Vidare
ar, enligt exempel 1.1.5, méngderna N, 2Z, och Z numrerbara.

Definition 1.1.9. En méngd A kallas
(1) uppriknelig om A #r dndlig eller numrerbar,

(2) 6veruppriknelig for 6vrigt.

Det &r ldtt att visa att unionen och snittet av tva uppriakneliga mangder dr upp-
rakneliga. Foljande resultat, som visades av Cantor, &r ibland anvindbart for att
visa att en mangd ar numrerbar.

Sats 1.1.10. Om A; dr upprdiknelig for = 1,2, ..., dr U;il A; uppriknelig.

Bevis. Vi antar forst att varje méngd A; ar odndlig: A; = {a;1,a;2,...} (for ett
element a;;, betecknar indexet j att aji € A; och indexet k att a;; har nummer k
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i A;). Vi skriver sedan upp méngderna i en oéndlig kvadrat:

arl a2 — 13 a4 — ais

a1 az2 a23 24 azs
v S
a3 a32 ass a34 aszs
LS

a41 a42 43 44 a45

Om vi nu gar igenom kvadraten, som pilarna visar, far vi listan

aii, azi, @12, aiz, @22, asi, @41, a3z, @23, Ai4, A15, A24, A33, A42,...,

och vi far en upprékning av UJOO=1 A; om vi bara tar med varje element i listan en
gang och stryker eventuella upprepningar. I fallet da en eller flera méngder A; ar
andliga, ar beviset det samma med den enda skillnaden att en eller flera av raderna
i kvadraten innehéaller ett &ndligt antal element. [J

Nésta resultat ar mojligen nagot Gverraskande.

Sats 1.1.11. Mdngden Q av rationella tal dr numrerbar.

Bevis. Lat A; = {% ckeZ}, j=1,2,... Da giller for varje j att A; ~ Z och
dérfor att A; dr numrerbar. Hérav foljer att Q = UJO; Aj; &r numrerbar. [
Vi visar nu att intervallet ]0, 1[ &r veruppréikneligt. Lagg mérke till att hirav foljer

att dven de reella talen #r overupprékneliga eftersom R ~ ]0,1[. Satsen &r ett
resultat av Cantor fran 1874. Beviset nedan ar ockséd Cantors, men fran 1891.

Sats 1.1.12. Intervallet 10,1[ dr dverupprikneligt.

I beviset nedan kommer vi att utnyttja decimalutvecklingarna for talen i ]0,1][.
Varje sadant tal kan ju skrivas pa formen 0,a1asa3a4a5a6 ... . Alla tal med &ndlig
decimalutveckling kan skrivas pa tva sitt, t.ex. kan 0,25 skrivas som 0,250000 ...
eller som 0,249999.... Alla ovriga tal (d.v.s. de som inte kan skrivas med &ndlig
decimalutveckling) kan bara skrivas pa ett sétt.

Bevis. I det hir beviset fyller vi ut éndliga decimalutvecklingar med nollor (och
far ddrmed inga tal som slutar med en odndlig foljd 9:or). For att fa en motsigelse
antar vi att méngden ]0, 1] &r numrerbar, d.v.s. att alla tal i ]0, 1] kan skrivas i en
oandlig foljd a1, as, .... Vi skriver nu upp decimalutvecklingarna av talen i féljden
i en tabell:

a1 = 0,611412013414015016---

az = 0,a21022023024025026--.

az = 0,az1a32a33034035036..- ,

as = 0,a41042043044045046---

as = 0,@51&52&53&54&55&56...,
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dir ajr, € {0,...,9} for alla j, k € Z,. Bilda nu talet b = 0,b1b2b3bsbsbg ..., dar vi
véljer

1 A1

bj:{ omaj; 71 sog.

2 annars,

Eftersom b varken slutar med oéndligt manga nollor eller nior, kan b bara skrivas
pa ett sdtt. Vi har att b € ]0,1[ och b # a,, for varje n € Z, eftersom ay,, # by,.
Alltsa finns b inte med bland de uppréknade talen. Detta &r en motségelse mot
antagandet att var foljd inneholl alla reella tal i |0, 1[. Detta visar att ]0, 1] inte &r
numrerbar. [

Den bevismetod vi just anvint kallas for Cantors diagonalférfarande och férekom-
mer ofta i matematiska bevis. Fundera sjilv pa varfér man inte med samma metod
kan visa att mingden av rationella tal mellan 0 och 1 &r 6veruppréiknelig!

Exempel 1.1.13. Ett reellt tal x kallas algebraiskt om det 16ser en polynomekva-
tion

™ + ap_12" 4 ... Farz+ag =0,
dér koefficienterna i ekvationen &r heltal och a,, # 0, och annars transcendent.
Att ge exempel pa algebraiska tal ar litt; exempelvis dr @ = /2 — v/3 algebraiskt
eftersom 2% — 422 +1 = 0 (6vning). Att det dverhuvudtaget finns transcendenta tal
ar daremot inte alls klart fran borjan.

Lat A;, j =1,2,..., beteckna méngden av reella tal x som léser en polynom-
ekvation pé formen ovan, dir |a,| + |an—1| + ... + |a1] + |ao] < j och n < j. Det ar
latt att se att varje méngd A; ar éndlig. Harav foljer att méngden av algebraiska
tal &r numrerbar eftersom den &r unionen av méngderna A;.

Den sista observationen har langtgaende konsekvenser. Da R &r 6veruppréknelig
och méngden av algebraiska tal & numrerbar, maste méngden av transcendenta tal
ocksa vara overuppriknelig. Det finns alltsa gott om reella tal som inte &r 16sningar
till ndgon polynomekvation med heltalskoefficienter. Lagg mérke till att vi har visat
detta utan att ge nagot som helst exempel pa ett transcendent tal.

Lyckligtvis gar det att ge sidana exempel. Liouville? gav 1851 forsta exemplet
pa ett transcendent tal:

o0
Z 10~™" = 0,11000100000000000000000100 ... .

n=1

Redan 1844 gav han forsta beviset for att att transcendenta tal existerar (d.v.s.
flera artionden innan Cantor).

1873 bevisade Hermite® att talet e #r transcendent. Nagra ar senare, nimligen
1882, visade Lindemann® att m &r transcendent. En konsekvens av Lindemanns
upptéckt ar att problemet som kallas cirkelns kvadratur &r olosbart. Cirkelns
kvadratur ar ett av de klassiska konstruktionsproblemen med anor fran det antika
Grekland.? Problemet innebér att man ska konstruera en kvadrat med samma area
som en given cirkel; de enda tillatna hjalpmedlen &r en passare och en ograderad
linjal (d.v.s. en linjal utan markeringar).

2 Joseph Liouville (1809-82), fransk matematiker.

3Charles Hermite (1822-1901), fransk matematiker.
4Ferdinand von Lindemann (1852-1939), tysk matematiker.
5De &vriga ar kubens férdubbling och vinkelns tredelning.
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1.1.4. Mindre kardinalitet

Definition 1.1.14. Lat A och B vara tva méngder. Vi séiger att A har

(1) samma eller mindre kardinalitet som B om det finns en injektiv
funktion fran A till B; detta forhéallande betecknas A 3 B,

(2) mindre kardinalitet &n B om det finns en injektiv men ingen bijektiv
funktion fran A till B; detta forhallande betecknas A < B.

Det ar klart att A < B om och endast om A har samma kardinalitet som en
delméngd till A; ty om f: A — B éar injektiv s& dr A ~ f(A) C B.

Exempel 1.1.15. Vi har att Z = R eftersom den funktion f : Z — R som ges
av f(n) =n, n € Z, ar injektiv. D& Z &r numrerbar medan R &r 6veruppraknelig,
finns det ingen bijektiv funktion fran Z till R, d.v.s. i sjélva verket dr Z < R.

Relationen “samma eller mindre kardinalitet” fungerar som en ordningsrelation® pa
méangder. Bland annat har vi foljande resultat.

Sats 1.1.16. For alla mangder A, B och C gdiller att
(1) AZ A,
(2) omAZBoch B2C, sddarAZC.

Bevis. (1) Funktionen f: A — A som ges av f(x) =z, x € A, dr injektiv.
(2) Om f: A— Bochg: B — C ar injektiva, si ar dven go f : A — C injektiv,

enligt sats 77. O

Nista sats visar att "samma eller mindre kardinalitet” verkligen fungerar som en
ordningsrelation. Satsen bevisades oberoende av varandra av Schréder” 1896 och
Bernstein® 1898. Vi viintar med beviset till avsnitt 1.1.7.

Sats 1.1.17. (Schréder—Bernsteins sats) Om A och B dr tvd mdangder sa-
dana att A X B och B 3 A, sd gdller att A ~ B.

Exempel 1.1.18. Eftersom |0,1[ C [0,1] och [0,1] C R, har vi att ]0, 1]
och [0,1] 2 R. Vidare dr R 3]0, 1] eftersom R ~ ]0, 1[. Vi har alltsa att R
och [0, 1] X R. Schréder-Bernsteins sats ger dérfor att [0, 1] ~ R.

]

< [0,1
< [0,1]

[ 3

Foljande sats, som bevisades av Cantor 1890-91, visar att potensméngden till en
méngd alltid &r "storre” &n méngden sjalv; jamfor detta med vad som géller for
dndliga méngder.

SEgentligen en partiell ordningsrelation, se definition ?? och kapitel ?77?.
"Ernst Schréder (1841-1902), tysk matematiker.
8Felix Bernstein (1878-1956), tysk matematiker.
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Sats 1.1.19. For varje mingd A gdller att A < P(A).

Bevis. Eftersom P(&) = {} r satsen sann om A = &, s& vi kan anta att A # &
i resten av beviset. Lat f: A — P(A) definieras av f(a) = {a} f6r a € A. D4 &r f
injektiv och alltsa ar A 3 P(A).

Vi visar nu att det inte finns nagon bijektion fran A till P(A4). Antag motsatsen,
d.v.s. att det finns en bijektion g : A — P(A). Lat B = {a € A : a ¢ g(a)}.
Eftersom B C A, dr B € P(A) (B ér ju en av A:s delméngder), och eftersom ¢ ar
surjektiv, finns det ett element b € A sddant att g(b) = B. Det maste da antingen
gilla att b € B eller att b ¢ B.

Om b € B, giller enligt definitionen av B att b ¢ g(b) = B, vilket &r en motsé-
gelse. A andra sidan, om b ¢ B, giller det fortfarande att b € A, och eftersom b ¢ B,
giller det att b € g(b) = B, vilket ocksd &r en motsiigelse. Detta visar att det inte
kan finnas nagon bijektion fran A till P(4). O

Med hjélp av sats 1.1.19 kan vi fa en f6ljd av méngder med stérre och storre
kardinalitet:

Z <P(Z) <P(P(Z)) < P(P(P(Z))) < P(P(P(P(Z)))) < ...

Det &r inte alltfor svart att bevisa att "méngden” av alla odndliga kardinaliteter
inte &r uppréaknelig. Faktum &r att de odndliga kardinaliteterna &r féor manga for
att kunna bilda en méngd inom var axiomatiska mangdlara ZFC som vi studerade
i avsnitt 7?. Kardinaliteter kallas ocksa kardinaltal.

Sats 1.1.20. Det finns ingen mdngd innehdllande alla kardinaltal.

Bevis. Antag att vi har en mingd M bestaende av kardinaliteter. Vi ska visa att
den inte kan innehalla alla kardinaliteter. Lat for varje kardinalitet & € M, méngden
A, vara en mingd med kardinalitet c.
Substitutionsaxiomet i Zermelo—Fraenkels méngdldra forsdkrar oss om att vi
kan bilda en ny méangd
B:[JAw

aeM

Eftersom A, C B s& a&r A, =< B for alla @« € M. Men da B < P(B) (enligt
sats 1.1.19) s& kan inte kardinaliteten for P(B) tillhéra méangden M. Foljaktligen
innehaller inte M alla kardinaltal. [

Foljande sats ar intressant. Vi ldmnar den utan bevis, med den intresserade
lasaren uppmanas att forsoka ge ett eget bevis, se 6vningarna i slutet av kapitlet.

Sats 1.1.21. Lat F = {f : Z, — Z.} vara mdngden av alla funktioner f :
Z, —~7Z,. Dé ar
F~P(Z,) ~R~R?%

Den sista delen av satsen, att R ~ R2, kan tyckas mycket férvanande da den siger
att det finns lika manga punkter pa tallinjen R som det gér i planet R2.
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1.1.5. En datalogisk tillampning av kardinalitet

Varje datorprogram kan kodas binért, och om vi lagger till en etta forst sa far vi
ett unikt positivt heltal for varje program pa en given dator. I en idealiserad dator
kan vi tinka oss att vi tillater godtyckligt stora program (men ett givet program
méste ha dndlig lingd). Det finns alltsd en injektion mellan mingden Prog av alla
datorprogram och Z, . Eftersom vi enkelt kan skapa léngre och langre program sa
ar Prog oandlig, och alltsa maste vi ha Prog~ Z,.

I samma idealiserade situation tanker vi oss att ett datorprogram tar indata i
form av en binir strdng (d.v.s. en 6ljd av ettor och nollor) och ger utdata som
en bindr string. Genom att lagga till ettor forst kan vi anse att programmet &r en
funktion fran Z, till Z,. (Aven hér tilliter vi godtyckligt langa indata och utdata,
som dock maste vara dndliga. Vi tanker oss ocksa att programmen faktiskt alltid
stannar, d.v.s. aldrig hamnar i oéndliga loopar.)

Enligt sats 1.1.21 har méngden F = {f : Z, — Z, } storre kardinalitet &n Prog.
Vi kan alltsa dra slutsatsen att inte alla funktioner fran Z, till Z, kan program-
meras.

1.1.6. Kontinuumhypotesen

Vi har ovan sett att mangderna N och Z har samma kardinalitet som Z,. Vi har
ocksd sett att ]0,1[ och [0,1] har samma kardinalitet som R. En naturlig fraga
instéller sig nu: Ar det sant att varje oéndlig delméingd till R antingen har samma
kardinalitet som Z, eller som R? Cantor trodde att sa var fallet och formulerade
den sa kallade kontinuumhypotesen i en artikel 1878. Man kan formulera denna
hypotes pa féljande sétt: Det finns ingen delméngd X till R sddan att Z, < X < R.
Senare gav Hilbert” problemet att bevisa eller motbevisa kontinuumhypotesen som
det forsta av sina 23 berémda problem.

Forst 1938 togs det forsta steget mot en 16sning pé detta problem. Da visade
nimligen Godel'” att om Zermelo-Fraenkels axiomsystem ZFC #r motsigelsefritt,
sd ar dven det axiomsystem som man far om man lagger till kontinuumhypotesen
motségelsefritt. Det gar alltsd inte att motbevisa kontinuumhypotesen inom ZFC.
Senare visade Cohen'!' 1963 att ZFC fortfarande #r motsigelsefritt om man ligger
till negationen av kontinuumhypotesen till axiomsystemet. Detta innebér att det
inte gar att bevisa kontinuumhypotesen i detta axiomsystem. En konsekvens &r att
kontinuumhypotesen ér oberoende av axiomsystemet. Man kan jamfora kontinuum-
hypotesens roll med parallellaxiomets i vanlig euklidisk geometri; parallellaxiomet
kan ju varken bevisas eller motbevisas med hjélp av de 6vriga axiomen.

1.1.7. Bevis for Schroder—Bernsteins sats

Vi avslutar kapitlet med att ge ett bevis for Schréder—Bernsteins sats.

9David Hilbert (1862-1943), tysk matematiker. Hilbert #r kanske mest kéind for de 23 "Hilbert-
problemen” som han formulerade vid matematikernas vérldskongress i Paris ar 1900.

OKurt Godel (1906-78), logiker fodd i Brno, Tjeckien, da en del av kejsardémet Osterrike—
Ungern, fran 1940 verksam i USA. Forutom detta resultat ar Godel mest kind for sitt bevis av
predikatlogikens fullstandighet (1930) och for sin ofullstdndighetssats (1931).

11 Paul Cohen (1934-2007), amerikansk matematiker.
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Bevis av Schréder—Bernsteins sats (sats 1.1.17). Enligt férutsidttningarna
har vi injektioner f: A — B och g: B — A.

Varje element a € A har hogst en urbild b € B (under avbildningen g), som i sin
tur har hogst en urbild i A (under avbildningen f), o.s.v. dér processen tar slut om
man kommer till ett element som saknar urbild. Fortsdtter man bakat sa& hamnar
man i (exakt) ett av foljande tre fall:

a) Man stannar pa ett element i A utan urbild.
b) Man stannar pa ett element i B utan urbild.

¢) Man kan fortsitta bakat hur linge som helst.

Vilket fall vi hamnar i beror givetvis pa vilket element i A vi borjar med.

Vi kan dela upp A i tre disjunkta delméngder A,, Ay och A. enligt dessa fall.
P& samma satt kan B delas in i de tre disjunkta delméngderna B,, By och B,
beroende pa om man slutar med ett element i médngden A eller B eller om slut
saknas.

D4 har alla element i B, en (entydig) urbild i A,, och alla element i A, har en
(entydig) bild i B,, det ger att f &r en bijektion fran A, till B,. Vi far pa samma
sitt att f dr en bijektion fran A. till B., och att g ar en bijektion fran B, till A,
och fran B, till A.. Definierar vi nu h : A — B som

f(a), a€ A,
ha)=qg "' (a), ac Ay,
f(a)a a€ A,

sa blir h en bijektion. O
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