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Vad ar spelteori?

Oxford Dictionary

Spelteori dr den delen av matematiken som behandlar situationer dar méanniskor tavlar mot varandra,
exempelvis krig eller affarer




Vad ar spelteori?

Oxford Dictionary

Spelteori dr den delen av matematiken som behandlar situationer dar méanniskor tavlar mot varandra,
exempelvis krig eller affarer

Wikipedia

Spelteori ar studiet av matematiska modeller for strategisk interaktion mellan rationella agenter




Olika brancher av spelteori

Foérhandling: Geopolitik, l16neférhandling, gisslandraman

Political
Game Theory

An Introduction

MOLAN MCCARTY
ADAM HERDWITT




Olika brancher av spelteori

Evolutionar spelteori
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Olika brancher av spelteori

Bayesiansk spelteori

Prisoner B prisoner B stays silent Prisoner B betrays

Prisoner A (cooperates) (defects)
Prisoner A stays silent Prisoner A: 10 years
Each serve 2 years .
(cooperates) Prisoner B: goes free

Prisoner A betrays Prisoner A: goes free
(defects) Prisoner B: 10 years

Each serve 5 years



Olika brancher av spelteori

Bayesiansk spelteori

Sheriff's action

Type = "Civilian"
Shoot | Not

Shoot | -3,-1 | -1,-2

Suspect's action
Not | -2, -1 0,0

Sheriff's action

Type = "Criminal"
Shoot  Not
Shoot| 0,0 2,-2

Suspect's action
Not -2, -1 -1,1



Olika brancher av spelteori

Kombinatorisk spelteori

WINN ING WAYS

fOR YOIJR MAIH[MMI(A[ PLAYS

i

WINNING WAYS

FOR YOUR MATHEMATICAL PLAYS

YN R. BERLEKANP = JOHN H. CONWAY < RICHARDK.




Del |

Spel och strategi
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Plocka stenar

Spelarna turas om att plocka 1,2, eller 3 stenar fran hégen. Spelaren som tar den sista stenen vinner.
99990V

Vad &r en vinnande strategi?
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Plocka stenar
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€D € 6

Vad &r en vinnande strategi?



Plocka stenar

Spelarna turas om att plocka 1,2, eller 3 stenar fran hégen. Spelaren som tar den sista stenen vinner.

Vad &r en vinnande strategi?

Den forsta spelaren vinner genom att alltid [dmna en multipel av 4 stenar



Gron Hackenbush

Spelarna turas om att hugga av grenar. Allt som inte ar kopplat till marken faller bort. Den som hugger
sista grenen vinner.

Kan du hitta en vinnande strategi?
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Gron Hackenbush

Spelarna turas om att hugga av grenar. Allt som inte ar kopplat till marken faller bort. Den som hugger
sista grenen vinner.

Kan du hitta en vinnande strategi?



Blarod Hackenbush

| den har versionen kan spelare 1 bara klippa bl& grenar och spelare 2 kan bara klippa réda.



Summa 15

1/[2][3]14]15]16](7][8]19]

Spelarna turas om att plocka brickor med talen 1 — 9. Forsta spelaren som samlat ihop tre siffror vars
summa ar 15 vinner.



Summa 15

1/[2][3]14]15]16](7][8]19]

Spelarna turas om att plocka brickor med talen 1 — 9. Forsta spelaren som samlat ihop tre siffror vars
summa ar 15 vinner.

Om forsta spelaren plockar 5 och réd sedan plockar 7, vad ar en vinnande strategi for spelare 17



Northcotts spel

Markérerna kan flyttas ett antal steg vagratt sa lange man inte passerar en annan markér. En spelare

kan enbart flytta markorer av sin egen farg.

Bla borjar, kan du hitta det vinnande draget?
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Hex

BIla forsoker koppla ihop vanster sida med hoger, och rod forsoker koppla ihop toppen med botten.
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Hex

BIla forsoker koppla ihop vanster sida med hoger, och rod forsoker koppla ihop toppen med botten.

Finns det alltid en vinnare?
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Col

Bla och rod turas om att farga en karta. Angransande omrédden far inte ha samma farg. Den som inte
kan gora ett giltigt drag forlorar.
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Col

Bl3 och rod turas om att farga en karta. Angransande omréden far inte ha samma farg. Den som inte
kan gora ett giltigt drag forlorar.

BIla vinner!

12
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Bl spelar dominobrickor lodratt, réd spelar vagratt. Den som inte kan gora ett drag forlorar.

Det ar rods tur. Hur bér man spela?
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Domineering
Bl spelar dominobrickor lodratt, réd spelar vagratt. Den som inte kan gora ett drag forlorar.

Det ar rods tur. Hur bér man spela? Réd vinner! oy g = E



Nim

Spelarna turas om att plocka bonor, man far ta hur ménga bénor man vill, men bara ur en av hoégarna.




Nim

Spelarna turas om att plocka bonor, man far ta hur ménga bénor man vill, men bara ur en av hoégarna.
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Nim

Spelarna turas om att plocka bonor, man far ta hur ménga bénor man vill, men bara ur en av hogarna.

Harifran vinner den andra spelaren genom att spegla motstandarens drag.



Samma eller olika spel?

Aven om tva spel kan se olika ut kan de vara "samma spel” fran ett matematiskt perspektiv.

15



Samma eller olika spel?

Aven om tva spel kan se olika ut kan de vara "samma spel” fran ett matematiskt perspektiv.

Exempelvis ar Nim bara ett specialfall av gron Hackenbush med tre stjalkar:



Samma eller olika spel?

Aven om tva spel kan se olika ut kan de vara "samma spel” fran ett matematiskt perspektiv.

Exempelvis ar Nim bara ett specialfall av gron Hackenbush med tre stjalkar:

o1

—

Och summa 15 ar bara tre i rad.
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Kombinatoriska spel

Definition

| ett Kombinatoriskt spel galler
@ Det finns tva spelare (Bl&, R6d) som turas om att géra drag
@ Den forsta spelaren som inte kan gora ett giltigt drag forlorar
@ Spelarna har full information om spelet
@ Inga slumpmoment &r inblandade
o Ett spel kan sluta pa tva satt (BI& vinst/Réd vinst)

For det mesta kraver vi ocksd att
@ Varje position har andligt manga mdjliga drag

@ Spelet kan inte halla pa for evigt, varje spel slutar
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Kombinatoriska spel

Definition

| ett Kombinatoriskt spel galler
@ Det finns tva spelare (Bl&, R6d) som turas om att géra drag
@ Den forsta spelaren som inte kan gora ett giltigt drag forlorar
@ Spelarna har full information om spelet
@ Inga slumpmoment ar inblandade
o Ett spel kan sluta pa tva satt (BI& vinst/Réd vinst)

For det mesta kraver vi ocksd att
@ Varje position har andligt manga mdjliga drag

@ Spelet kan inte halla pa for evigt, varje spel slutar

Man behover inte skilja pd "spel” och "position”, varje position kan ses som startposition for ett nytt
spel.
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Kombinatoriska spel

Definition

| ett Kombinatoriskt spel galler
@ Det finns tva spelare (Bl&, R6d) som turas om att géra drag
@ Den forsta spelaren som inte kan gora ett giltigt drag forlorar
@ Spelarna har full information om spelet
@ Inga slumpmoment ar inblandade
o Ett spel kan sluta pa tva satt (BI& vinst/Réd vinst)

For det mesta kraver vi ocksd att
@ Varje position har andligt manga mdjliga drag

@ Spelet kan inte halla pa for evigt, varje spel slutar

Man behover inte skilja pd "spel” och "position”, varje position kan ses som startposition for ett nytt
spel. Hackenbush, Hex, Nim, Col, och Domineering uppfyller definitionen. Spel som tre-i-rad eller
schack kan modifieras lite s att de ocksd uppfyller definitionen.
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Strategi

Definition

En strategi for en av spelarna ar en fullstandig beskrivning av exakt vilket drag man ska spela i varje
spelposition som kan dyka upp.

17



Strategi for Tre-i-rad
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Vinnande strategier

Kombinatoriska spel

En vinnande strategi for bld spelaren ar en strategi som alltid leder till att bld vinner.
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Vinnande strategier

Kombinatoriska spel

En vinnande strategi for bld spelaren ar en strategi som alltid leder till att bla vinner.

Typer av spel

For kombinatoriska spel finns bara tva mojligheter: antingen har den forsta spelaren en vinnande
strategi, eller sa har den andra spelaren en vinnande strategi.
(Férutsatt att en viss spelare alltid bérjar)
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Vinnande strategier

Kombinatoriska spel

En vinnande strategi for bld spelaren ar en strategi som alltid leder till att bla vinner.

Typer av spel

For kombinatoriska spel finns bara tva mojligheter: antingen har den forsta spelaren en vinnande
strategi, eller sa har den andra spelaren en vinnande strategi.

(Férutsatt att en viss spelare alltid bérjar)

| spel som kan bli oavgjorda finns ocksd méjligheten att bada spelarna kan nd oavgjort med optimalt
spel.
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Losta spel

Spel Lost ar Vinnare Drag till vinst
| € X X P |
13332557
E Connect 4 1988 Forsta spelaren 41
Luffarschack 1994 Forsta spelaren 45
=1
1 5 x 5 Domineering 1973  Andra spelaren 12
|
.,
g Dam 2007 oavgjort
r i Mﬁ_‘
== Schack ? ? ?
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Del 1l

Formell definition av spel

21



Notation

Definition
Ett spel G ar en symbol {GL|GR} dar G- och GF sjalva ir méangder av spel.
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Notation

Definition
Ett spel G ar en symbol {GL|GR} dar G- och GF sjalva ir méangder av spel.

}

Vi tinker p& Gl som mingden spel (eller positioner) som bl3 kan spela till frin G, och GR &r positioner
som rod kan spela till fran G. Symbolen haller inte reda pa vems tur det ar.

22



Notation

Definition
Ett spel G ar en symbol {GL|GR} dar G- och GF sjalva ir méangder av spel. J

Vi tinker p& Gl som mingden spel (eller positioner) som bl3 kan spela till frin G, och GR &r positioner
som rod kan spela till fran G. Symbolen haller inte reda pa vems tur det dr. Exempelvis har vi
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Notation

Definition
Ett spel G ar en symbol {GL|GR} dar G- och GF sjalva ir méangder av spel. J

Vi tinker p& Gl som mingden spel (eller positioner) som bl3 kan spela till frin G, och GR &r positioner
som rod kan spela till fran G. Symbolen haller inte reda pa vems tur det dr. Exempelvis har vi

& -8 & | & B)

1 -{im |0m |
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Generationer av spel

Vi kan rekursivt generera spel dar vi viljer Gt och GF bestaende av tidigare genererade spel.
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Generationer av spel

Vi kan rekursivt generera spel dar vi viljer Gt och GF bestaende av tidigare genererade spel.

Forst, enligt definitionen:
{|}  ar ett spel.
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Generationer av spel

Vi kan rekursivt generera spel dar vi viljer Gt och GF bestaende av tidigare genererade spel.

Forst, enligt definitionen:
{|}  ar ett spel.

Vi kallar detta for nollpositionen och skriver 0 = {|}. Den vars tur det &r forlorar.
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Generationer av spel

Vi kan rekursivt generera spel dar vi viljer Gt och GF bestaende av tidigare genererade spel.

Forst, enligt definitionen:
{|}  ar ett spel.

Vi kallar detta for nollpositionen och skriver 0 = {|}. Den vars tur det &r forlorar.

Vi sager att 0 ar i forsta generationen.

23



Generation 2

| den andra generationen hittar vi
1:={0|} och —1:={|0}

| spelet 1 har bla spelaren ett 6vertag pa ett drag, och kommer alltid att vinna oavsett vem som borjar.

24



Generation 2

| den andra generationen hittar vi
1:={0|} och —1:={|0}

| spelet 1 har bla spelaren ett 6vertag pa ett drag, och kommer alltid att vinna oavsett vem som borjar.

Vi har ocksa
« := {0]0}

| detta spelet vinner dem som bérjar.
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Generation 3

| denna generation hittar vi
2:={1} och —2:={]-1}

| spelet 2 har bl spelare ett tva-drags-6vertag och vinner darfér alltid.
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Generation 3

| denna generation hittar vi
2:={1} och —2:={]-1}

| spelet 2 har bl spelare ett tva-drags-6vertag och vinner darfér alltid.

Vi har ocksa

1= {0]*} och 1= {x|0}
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Generation 3

| denna generation hittar vi
2:={1} och —2:={]-1}

| spelet 2 har bl spelare ett tva-drags-6vertag och vinner darfér alltid.

Vi har ocksa

1= {0]*} och 1= {x|0}

och manga fler:

{el=d 1) =13 (s {3 {l} {1} {1}
{toy {11y {1/-1p {10} {-1[1} {-1[-1}
{*[0,%} {1,0,x|*,—1} {x|*,0} {0,1]0} {-1,1|0,x}
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Generation n

Har hittar vi

och ménga flera.

n+1:={n|}

och

—n—1:={-n}

26



Generation oo

Enligt var definition ar

ocks3 ett spel.

w:=10,1,2,...[} = {N|}

27



Generation oo

Enligt var definition ar
w:=40,1,2,...|} = {N]}

ocks3 ett spel.

Aven om bl3 kan vilja mellan oandligt manga drag tar spelet slut efter detta drag.

27



...och sa vidare

Vi kan sedan fortsitta att definiera
w+1l={w,1,2,3,4,...]}
wHw ={ww+lw+2,w+3,...}
w=wt+w={w,w+lw+2,w+3,...}
W, w® Vw,. ..

28



...och sa vidare

Vi kan sedan fortsatta att definiera
w+1l={w,1,2,3,4,...]}

wHw ={ww+lw+2,w+3,...}
w=wt+w={w,w+lw+2,w+3,...}
W W Vaw, .
Faktum ar att det for varje ordinaltal finns ett motsvarande spel.

Alla dessa ar oandligt stora och olika (dessa begrepp har ej definierats dnnu)

28



Hackenbushrepresentation

Notera att manga av spelen vi skapat kan realiseras som Hackenbush-spel:

o={=_ -1={op= | 3={2h= |||

29



Hackenbushrepresentation

Notera att manga av spelen vi skapat kan realiseras som Hackenbush-spel:

o={=_ -1={op= | 3={2h= |||

s={00}= | fon}= l

29



Fyra klasser av spel

Definition

Bada spelare antas spela optimalt. Ett spel G ar antingen...
@ Positivt, om bla alltid vinner. Vi skriver G > 0.
@ Negativt om rod alltid vinner. Vi skriver G < 0.
@ Noll Om den som bérjar alltid forlorar. Vi skriver G = 0.

o Luddigt Om den som bérjar alltid vinner. Vi skriver G||0.

30



Fyra klasser av spel

Definition

Bada spelare antas spela optimalt. Ett spel G ar antingen...
@ Positivt, om bla alltid vinner. Vi skriver G > 0.
@ Negativt om rod alltid vinner. Vi skriver G < 0.

@ Noll Om den som bérjar alltid forlorar. Vi skriver G = 0.

o Luddigt Om den som bérjar alltid vinner. Vi skriver G||0.

Vi skriver G ~ H om G och H ligger i samma klass.

30



Exempel

{011} =

ar positivt eftersom bla vinner oberoende av vem som borjar
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Exempel

{0]1} = ar positivt eftersom bla vinner oberoende av vem som bérjar

x = {0|0} = L ar luddigt eftersom den som boérjar alltid vinner

31



Exempel

{0]1} = ar positivt eftersom bla vinner oberoende av vem som bérjar

x = {0|0} = L ar luddigt eftersom den som boérjar alltid vinner

| | | | =0 eftersom den som bérjar alltid forlorar

31



Summan av spel
Lat G = {G"|GR} och H = {H'|HR} vara tva spel.
Definition

Vi definierar G + H som spelet

G+H={G" 4+ H,G+H"GR+H,G+ HF}

32



Summan av spel
Lat G = {G"|GR} och H = {H'|HR} vara tva spel.
Definition

Vi definierar G + H som spelet

G+H={G" 4+ H,G+H"GR+H,G+ HF}

Detta betyder att i varje drag véljer spelaren om den vill gora ett drag fran antingen det forsta eller det
andra spelet.
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Exempel

+
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Exempel
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Ekvivalenta spel

»F N\

| detta Hackenbush-spel G har Bl3 ett klart 6vertag, med 9 klippbara grenar mot réds 6 grenar. Darfor
vinner bld vem som &n startar.
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Ekvivalenta spel

»F N\

| detta Hackenbush-spel G har Bl3 ett klart 6vertag, med 9 klippbara grenar mot réds 6 grenar. Darfor
vinner bld vem som &n startar. Detta spel har samma drag-6vertag som

||| =tn-=3

Definition
Vi skriver att G = H om och endast om G + K ~ H + K for alla spel K. Vi sager att spelen ar
ekvivalenta eller lika.

34



Ekvivalenta spel

»F N\

| detta Hackenbush-spel G har Bl3 ett klart 6vertag, med 9 klippbara grenar mot réds 6 grenar. Darfor
vinner bld vem som &n startar. Detta spel har samma drag-6vertag som

||| =tn-=3

Definition
Vi skriver att G = H om och endast om G + K ~ H + K for alla spel K. Vi sager att spelen ar
ekvivalenta eller lika.

Sa G =3.

34



Reduktion

Eftersom bdda spelare antas spela optimalt kan vi ofta ta bort sdmre drag i berdkningar.

{47 27 01 _17 ‘5777 11} = {4‘5}

35



Reduktion

Eftersom bdda spelare antas spela optimalt kan vi ofta ta bort sdmre drag i berdkningar.

{47 27 01 _17 ‘5777 11} = {4‘5}

34 %= {2433} = {33}
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Negationen av ett spel

Definition
Om G = {GL|GR} ar ett spel definierar vi

—G ={-GR| -G}

Detta betyder att —G ar samma spel som G fast med spelarnas roller omvénda.
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Om G = {GL|GR} ar ett spel definierar vi
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Negationen av ett spel

Definition
Om G = {GL|GR} ar ett spel definierar vi

—G ={-GR| -G}

Detta betyder att —G ar samma spel som G fast med spelarnas roller omvénda.

Y ey

Vi noterar att G + (—G) = 0, forsta spelaren férlorar eftersom andra spelaren kan spegla férsta
spelarens drag i andra komponenten.
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Att ordna spel

Definition

Om G och H ar spel skriver vi
e G>Hom G—H>0
e GKHomG-H<O
e GJ||H om G — H||0.
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Att ordna spel

Definition

Om G och H ar spel skriver vi
e G>Hom G—H>0
e GKHomG-H<O
e GJ||H om G — H||0.

Exempel: x < 1 eftersom rod alltid vinner * — 1.
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Att ordna spel

Definition

Om G och H ar spel skriver vi
e G>HomG—-—H>0
e GKHomG-H<O0
e GJ||H om G — H||0.

Exempel: x < 1 eftersom rod alltid vinner * — 1.
Relationen < ar nu en partiell ordningsrelation pd mangden (ekvivalensklasser av) kombinatoriska spel.

1
N
*
Hasse-diagram: \ /
-1
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Del Il1

Surrella tal
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Numeriska spel

Definition

Ett spel G = {G|GR} kallas numeriskt om alla positioner i G- och GF 4r numeriska och om g/ < g”
for alla g/ € GL, g" € GR.
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Numeriska spel

Definition

Ett spel G = {G|GR} kallas numeriskt om alla positioner i G- och GF 4r numeriska och om g/ < g”
for alla g/ € GL, g" € GR.

Till exempel:
{2|4,3} ar numeriskt men * = {0]|0} ar inte numeriskt.
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Ett resultat om Col

Sats

Varje Col-position ar ekvivalent med antigen
X

for ndgot numeriskt spel X.

eller

X+ %
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Surreella tal

Definition

Mangden* numeriska spel kallas for de surreella talen.
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Surreella tal

Definition

Mangden™® numeriska spel kallas for de surreella talen.

Man kan ocksd multiplicera spel:
GH := {G'H + GH" — G'H", GRH + GHR — GRHR|G"H + GHR — G'HR, GRH + GH" — GRH"}

Denna operation ar associativ, spelet 1 ar multiplikativ identitet, och varje nollskilt surreellt tal ar
inverterbart.
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Surreella tal

Definition

Mangden™® numeriska spel kallas for de surreella talen. J

Man kan ocksd multiplicera spel:
GH := {G'H + GH" — G'H", GRH + GHR — GRHR|G"H + GHR — G'HR, GRH + GH" — GRH"}

Denna operation ar associativ, spelet 1 ar multiplikativ identitet, och varje nollskilt surreellt tal ar
inverterbart.

@ De surrella talen bildar en kropp under addition och multiplikation av spel.
@ De surreella talen ar totalt ordnade under spel-relationen <.
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Visualisering




Maximalitetsegenskapen

Maximalitetsegenskapen

Varje reellt tal kan ses som ett surreellt tal. Darfor kan de reella talen baddas in i de surreella. Faktum
ar att varje totalt ordnad kropp kan baddas in i de surrella talen, sa de surreella talsystemet ar det
storsta i denna mening.
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Maximalitetsegenskapen

Maximalitetsegenskapen

Varje reellt tal kan ses som ett surreellt tal. Darfor kan de reella talen baddas in i de surreella. Faktum
ar att varje totalt ordnad kropp kan baddas in i de surrella talen, sa de surreella talsystemet ar det
storsta i denna mening.

Men de surrella talen innehaller ocksd oandligt manga transfinita och infinitesimala tal, t.ex. w och %
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Del IV

Opartiska Spel



Opartiska spel

Definition

Ett spel kallas opartiskt om tillgangliga drag &r samma for bada spelarna i varje spelposition.
Vi anvénder férkortad notation G = {H|H} = {H} foér opartiska spel.
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Opartiska spel

Definition

Ett spel kallas opartiskt om tillgangliga drag &r samma for bada spelarna i varje spelposition.
Vi anvénder férkortad notation G = {H|H} = {H} foér opartiska spel.

Nim, gron hackenbush, och plocka stenar dr exempel pd opartiska spel.
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Opartiska spel

Definition
Ett spel kallas opartiskt om tillgangliga drag &r samma for bada spelarna i varje spelposition.
Vi anvénder férkortad notation G = {H|H} = {H} foér opartiska spel.

Nim, gron hackenbush, och plocka stenar dr exempel pd opartiska spel.

Varje position i ett sddant spel &r antingen vinnande (V) eller férlorande (F) for aktuell spelare.
Notation
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Plocka stenar

Tillatna drag: Plocka 1,2, eller 3 stenar fran en hog.

VDV VVVVVVODODO
Stenar‘0123456789101112131415




Plocka stenar

Tilldtna drag: Plocka 1,2, eller 3 stenar fran en hog.

G 6 €D 6 € € € € € € € 6 O O O

Stenar‘ 8 9 10 11

12

13 14 15

01 2 3 4 5 6 7
Resultat‘FVVVFVVVFVVV

F

vV V V
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Plocka stenar

Tillatna drag: Plocka 1,3, eller 4 stenar fran en hog.

VDV VVVVVVODODO
Stenar‘0123456789101112131415




Plocka stenar

Tilldtna drag: Plocka 1, 3, eller 4 stenar fran en hog.

Stenar ‘

VNV DOO

8 9 10 11 12 13

14

Resultat |

0 1 2 3 4 5 6 7
FV FV V VYV FV F V V V V

F

V
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Hasthopp

Pjasen far endast rora sig i de fyra angivna riktningarna pa schackbradet.

Vilka positioner ar vinnande?

DA

48



Losning

Forlorande positioner

E DA

49



Nim-exempel

Nim kan spelas med olika startpositioner. Vilket drag ar bast i positionen nedan?

&
3
3

&
@

€
€
€
e
&

50



Nim-exempel

Nim kan spelas med olika startpositioner. Vilket drag ar bast i positionen nedan?

@
€ €
W ©
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Nim-exempel

Nim kan spelas med olika startpositioner. Vilket drag ar bast i positionen nedan?

QJ !J
QJ !J fJ

Nu lamnar varje drag tva hogar av olika storlek, eller tre hogar varav tva har samma storlek.

50



Nimbers

Ett spel med en nim-hég med n stenar skrivs 71 (eller xn). Vi kallar dessa spel for Nimbers.
Da galler

n={0,1,2,...,n—1}

Notera att spelet med tre hogar fran tidigare kan skrivas

(Y

@

& &
&9 ) () =3+4+2+5

& W o
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Summor av Nimbers

Vi noterar att n+ n = 0, eftersom andra spelaren kan spegla forsta spelarens drag.

Sa —n = 7. Vad blir T + 27
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Summor av Nimbers

Vi noterar att n+ n = 0, eftersom andra spelaren kan spegla forsta spelarens drag.

Sa —n = 7. Vad blir T + 27

=5 CANE [P
1+2*{¢_) f;;}*{w’m ¢J’¢J}7{2’0’1}73
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Summor av Nimbers
Vi noterar att n+ n = 0, eftersom andra spelaren kan spegla forsta spelarens drag.

S3 —a=mn. Vad blir 1 + 27

T _ O\ O R ET_3
”2*{9 w}*{w’g g_,w_,}*{2a0’1}73

Vad blir 2 + 37
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Summor av Nimbers

Vi noterar att n+ n = 0, eftersom andra spelaren kan spegla forsta spelarens drag.
S& —A = 7. Vad blir T + 27

I @ (@ o
”2*{9 u}*{u’u g_,w_,}*{2a0’1}73

Vad blir 2 + 37
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En regel for Nim-summor

Sats

nar a och b ar olika 2-potenser




En regel for Nim-summor

Sats

a+b=a+b

nar a och b ar olika 2-potenser

Nu kan vi berdkna summan av godtyckliga Nimbers:

20+19+13=(16+4)+ (16 +2+ 1) + (

8

+

7

+1)=8+

2

10
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En regel for Nim-summor

Sats

a+b=a+b nar a och b ar olika 2-potenser

Nu kan vi berdkna summan av godtyckliga Nimbers:

20+19+13=(16+4)+ (16 +2+ 1) + (

Foljdsats

8

+4+1)=8+2=1
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Vinnande strategi i Nim

Vinnande strategi ar alltsd att alltid spela till en position med Nim-summa noll.
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Vinnande strategi i Nim

Vinnande strategi ar alltsd att alltid spela till en position med Nim-summa noll.
Exempel: Vilket ir vinnande draget fran positionen 20 + 19 + 137
204+19+13=(16+4)+ (16 +2+1)+ (8+4+1)=8+2=10

Vi soker en hégstorlek n s3 att 7+ 10 har hogstorlek mindre an n.
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Vinnande strategi i Nim

Vinnande strategi ar alltsd att alltid spela till en position med Nim-summa noll.

Exempel: Vilket ir vinnande draget fran positionen 20 + 19 + 137

204+194+13=(16+4)+(16+2+1)+(8+4+1)=8+2=

Vi soker en hégstorlek n s3 att 7+ 10 har hogstorlek mindre an n.

For tredje hégen har vi 134+ 10=(8+4+1)+(8+2)=4+2+1=7.
S3 vinnande draget ar att reducera tredje hogen till 7, da far vi positionen

20+19+7=(16+4)+(16+2+1)+(4+2+1)=0

10
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Nimbers for Hasthopp
Mex

Man kan visa att i ett opartiskt spel dar alla drag ar Nimbers sa kan spelet skrivas som ett enda Nimber:

{ﬁl,ﬁ27ﬁ3, 500 ,ﬁk} = mex(nl, np,n3,..., nk)

mex star for minimalt exkluderat tal.

55



Nimbers for Hasthopp
Mex

Man kan visa att i ett opartiskt spel dar alla drag ar Nimbers sa kan spelet skrivas som ett enda Nimber:

{ﬁl,ﬁg,ﬁ:g, 500 ,ﬁk} = mex(nl, np,n3,..., nk)

mex star for minimalt exkluderat tal.

55



Nimbers for Hasthopp
Mex

Man kan visa att i ett opartiskt spel dar alla drag ar Nimbers s kan spelet skrivas som ett enda Nimber:

55



Sprague-Grundys Sats

Sats

Varje opartiskt spel ar ekvivalent med ett Nimber 7, alltsd med ett Nim-spel med en hog.
(Eventuellt med vissa reversibla drag tillagda)
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Sprague-Grundys Sats

Sats

Varje opartiskt spel ar ekvivalent med ett Nimber 7, alltsd med ett Nim-spel med en hog.
(Eventuellt med vissa reversibla drag tillagda)

Roland Sprague (1894-1967) och Patrick Michael Grundy (1917-1959) bevisade satsen oberoende av
varandra.
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Northcotts spel igen

Vilket drag ar bast for bla nedan?
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Northcotts spel igen

Vilket drag ar bast for bla nedan?

G=4+0+2+

1.

Hogstorlekarna ar avstdnden mellan réd och bla plupp i varje rad.
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Northcotts spel igen

Vilket drag ar bast for bla nedan?

G=4+0+2+

1.

Hogstorlekarna ar avstdnden mellan réd och bla plupp i varje rad.
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Northcotts spel igen

Vilket drag ar bast for bla nedan?

G = 4 + 0+ 2+ 1. Hogstorlekarna ar avstinden mellan réd och bl3 plupp i varje rad. Vissa drag ar nu
reversibla, nar motstandaren flyttar pluppen ivag fran din plupp kan du kancellera draget genom att
flytta din plupp lika manga steg mot motstandaren.
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reversibla, nar motstandaren flyttar pluppen ivag fran din plupp kan du kancellera draget genom att
flytta din plupp lika manga steg mot motstandaren.




Northcotts spel igen
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Northcotts spel igen

Vilket drag ar bast for bla nedan?

G = 4 + 0+ 2+ 1. Hogstorlekarna ar avstinden mellan réd och bl3 plupp i varje rad. Vissa drag ar nu
reversibla, nar motstandaren flyttar pluppen ivag fran din plupp kan du kancellera draget genom att
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Northcotts spel igen

Vilket drag ar bast for bla nedan?

G = 4 + 0+ 2+ 1. Hogstorlekarna ar avstinden mellan réd och bl3 plupp i varje rad. Vissa drag ar nu
reversibla, nar motstandaren flyttar pluppen ivag fran din plupp kan du kancellera draget genom att
flytta din plupp lika manga steg mot motstandaren.




Northcotts spel igen

Vilket drag ar bast for bla nedan?

G = 4 + 0+ 2+ 1. Hogstorlekarna ar avstinden mellan réd och bl3 plupp i varje rad. Vissa drag ar nu
reversibla, nar motstandaren flyttar pluppen ivag fran din plupp kan du kancellera draget genom att
flytta din plupp lika manga steg mot motstandaren. Bla vinner!




Del V

Aritmetik for spel



Aritmetik for ndgra sma spel

Vi hade * = {0|0} och 1= {0|*} och |= {0|}. Vi har

x+x={x[x} =0
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Aritmetik for ndgra sma spel

Vi hade * = {0|0} och 1= {0|*} och |= {0|}. Vi har

x+x={x[x} =0

t41=0
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Aritmetik for ndgra sma spel

Vi hade * = {0|0} och 1= {0|*} och |= {0|}. Vi har

x+x={x[x} =0

t41=0

{1y =
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Ett litet Overtag

Vi tittar p& Hackenbushversionan av {0|1}
Vem vinner i foljande position?
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Ett litet Overtag

Vi tittar p& Hackenbushversionan av {0|1}
Vem vinner i foljande position?

Detta visar att den ursprungliga positionen motsvarar precis ett halvt drags dvertag for bla:

1.

5"

= {01}
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Manga spelvarden

Vilket varde har positionen - ¥ -

={0[1, 3} = {0[3}7
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Manga spelvarden

Vilket véirde har positionen -8. = {0|1, %} - {O|%}?
{0]2} + {0|3} = 1, sa vardet ar 1.
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Manga spelvarden

Vilket véirde har positionen -8. = {0|1, %} - {0|%}7
{0]2} + {0|3} = 1, sa vardet ar 1.

Mer generellt kan man visa att en bld bas med k réda grenar ovanpa har vardet

1
2k
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Manga spelvarden

Vilket vérde har positionen -8- = {0|1,3} = {0[3}?
{0]2} + {0|3} = 1, sa vardet ar 1.
Mer generellt kan man visa att en bld bas med k réda grenar ovanpa har vardet 2%
En Hackenbush-sats
@ For varje dyadiskt rationellt tal r s& finns det en blaréd Hackenbush-position vars varde ar r.

@ Varje numeriskt spel med andligt ménga positioner kan modelleras som en bléréd Hackenbush
position.
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Enkelhetsregeln

Sats

Lat G = {G"|GR} vara ett numeriskt spel. Lt H vara spelet fran tidigast generation sa att
GR < H< G- D3 ar
G=H




Enkelhetsregeln

Sats

Lat G = {G"|GR} vara ett numeriskt spel. Lt H vara spelet fran tidigast generation sa att
GR < H< G- D3 ar

G=H

Till exempel, {0[1} = %
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Enkelhetsregeln

Sats
Lat G = {G"|GR} vara ett numeriskt spel. Lt H vara spelet fran tidigast generation sa att
GR < H< G- D3 ar

G=H

Till exempel, {0[1} = %
5 9} =3
212 :

Till exempel, {
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Positivt?

Uppgift
Visa att 1= {0|*} &r positivt och infinitesimalt, alltsa att

1
0<T<2—k

for varje k € N.
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Positivt?

Uppgift
Visa att 1= {0|*} &r positivt och infinitesimalt, alltsa att
1
0 <f< T
for varje k € N. )
Uppgift
Visa att
x 20 x+ 120 x+1T+1>0
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Att jamfora litet med smatt

Lat e :={0[1,1,...} och 1= {0|*}. Bada dessa spel ar mindre 4n varje braktal. Vilken &r minst?
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Att jamfora litet med smatt

Lat e :={0[1,1,...} och 1= {0|*}. Bada dessa spel ar mindre 4n varje braktal. Vilken &r minst?

Vi beraknar
e—t=et+ |= e+ {#|0} = {0+ |, * + €|+ |, e+ 0}
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Att jamfora litet med smatt

Lat e :={0[1,1,...} och 1= {0|*}. Bada dessa spel ar mindre 4n varje braktal. Vilken &r minst?

Vi beraknar
e—t=et+ |= e+ {#|0} = {0+ |, * + €|+ |, e+ 0}

{*+¢€/F+ 1} >0 eftersom bla alltid vinner.
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Oandlig Hackenbush

Vilket varde har spelet G?
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Oandlig Hackenbush

Vilket varde har spelet G?

G= % eftersom man kanvisaatt G+ G+ G —2 = 0.
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Reella tal som Hackenbush

Sats

Varje reellt tal o kan representeras som en Hackenbush-strang. Strangen blir odndlig nar « inte ar ett
dyadiskt braktal.
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En luddig blomma

Vad éar féljande Hackenbush position vard?
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En luddig blomma

Vad éar féljande Hackenbush position vard?

Klipper man den grona stjalken tar spelet slut s& den som boérjar vinner. Detta spel ar "luddigt”.
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Blommor

Hur mycket ar féljande position vard?
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Blommor

Hur mycket ar féljande position vard?

Den som klipper forsta stjalken forlorar, s bla vinner eftersom det finns fler bld kronblad.
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Hackenbush positioner som inte ar reella tal

Vilket varde har spelet G?
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Hackenbush positioner som inte ar reella tal

Vilket varde har spelet G?

G=w={0,1,2,...[}

Notera att for alla heltal n galler w > n eftersom bl3 alltid vinner w — n (genom att spela w till ett tal
> n). S3 w ar oandligt stort.
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Loopiga spel



Storre an oandligheten?

Betrakta spelet nedan med oandligt ménga bla grenar.

71



Storre an oandligheten?

Betrakta spelet nedan med oandligt ménga bla grenar.

Detta spel kallas on och uppfyller on = {on|}.

Vi har on 4+ x = on for alla numeriska spel x.
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Storre an oandligheten?

Betrakta spelet nedan med oandligt ménga bla grenar.

Detta spel kallas on och uppfyller on = {on|}.
Vi har on 4+ x = on for alla numeriska spel x.

Dess réda motsvarighet —on kallas off och uppfyller off = {|off}.
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Storre an oandligheten?

Betrakta spelet nedan med oandligt ménga bla grenar.

Detta spel kallas on och uppfyller on = {on|}.
Vi har on 4+ x = on for alla numeriska spel x.

Dess réda motsvarighet —on kallas off och uppfyller off = {|off}.
on + off #£ 0 eftersom detta spel aldrig tar slut. Spelet

Vi definierar dud := on + off

71



Vad ar tornet vart?

72



Vad ar tornet vart?

Man ser att detta spel infinitesimalt - positivt men mindre &n alla ;.

Detta spel kallas % det ar ocksa numeriskt.
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En nastan vardelds blomma?

Blomman nedan (oédndligt manga kronblad) &r ocksa positiv och infinitesimal

Ar den mer eller mindre vard an %? An 17 An =1+ 17
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En nastan vardelds blomma?

Blomman nedan (oédndligt manga kronblad) &r ocksa positiv och infinitesimal

Ar den mer eller mindre vard &n %? An 17 An =1+ 17

Detta spel kallas over och uppfyller over = {over|0}. Vi har

1
0 <t<fi< over < "
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Loopiga spel

Tar vi bort kravet att kombinatoriska spel maste ta slut efter andligt manga drag far en klass spel som
kallas loopiga. Ett par sddana spel:

on = {on|} tiny = {0|oof}
off = {|off} miny = {ono|0}

dud = {dud|dud} ace = {0[tiny}

over = {O|over} deuce = {0|ace}

under = {under|0} joker = {0/{0|{ —ace|off}}}

hot = {on|off} % = {{deuce|0}(0}

oof = {0|off} & = {0[Ia}

ono = {on|0} ¢ = {ace|{—joker|0} }

hi = {on|oof} O = {{0]joker}| — ace}
lo = {ono|off} :
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Visualisering av loopiga spel

Detta ar inte Hackenbush-diagram, utan noderna ar spelpositioner och de fiargade pilarna indikerar
tillgangliga drag for bla och rod.

Plommontradet for spelet tiny ar

0

tiny — oof — off Q



Visualisering av loopiga spel

Detta ar inte Hackenbush-diagram, utan noderna ar spelpositioner och de fiargade pilarna indikerar
tillgangliga drag for bla och rod.

Plommontradet for spelet tiny ar

0

tiny — oof — off Q

Sats

tiny ar det minsta positiva spelet. Det &r mindre &n alla andra spel G > 0.
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Visualisering av loopiga spel

Detta ar inte Hackenbush-diagram, utan noderna ar spelpositioner och de fiargade pilarna indikerar
tillgangliga drag for bla och rod.

Plommontradet for spelet tiny ar

0

tiny — oof — off :)

Sats

tiny ar det minsta positiva spelet. Det &r mindre &n alla andra spel G > 0. J

Bevis: diagrammet visar att tiny > 0 eftersom bla alltid vinner. Men réd har en vinnande strategi i

tiny — G: att spela mot off, bld kan aldrig spela tiny-komponenten till 0 eftersom réd da vinner spelet
—G.
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Addition av loopiga spel

| ono hi lo oof | tiny & miny
ono on on & ono ono & hot hi & lo on|tiny & ono
hi on & ono on & hi hi & lo hot & oof | hi & on|/miny|off
lo ono & hot hi & lo lo & off oof & off on|tiny||off & lo
oof hi & lo hot & oof oof & off off oof & miny|off
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Del VII

Varma och kalla spel



Numeriska spel ar kalla

| numeriska spel vill man inte gora drag.
1
- ={01
> = {0}

Har minskar vénstra spelaren spelets varde till 0 genom att goéra ett drag, och hdgra spelaren 6kar
vardet till 1 genom att gora ett drag.
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Numeriska spel ar kalla

| numeriska spel vill man inte gora drag.
1
- ={01
> = {0}

Har minskar vénstra spelaren spelets varde till 0 genom att goéra ett drag, och hdgra spelaren 6kar
vardet till 1 genom att gora ett drag.

Men i andra spel tjanar man pa att gora forsta draget, som i Domineering-positionerna nedan

HH= -1

78



Switchar

Spel som inte ar kalla kallas varma.
Definition

En switch ar ett spel pa form S = {x|y} dér x och y ar numeriska, men x £ y.

Vi definierar switchens medelvarde som m = % och dess temperatur som t = |x — y|, och vi skriver
S=m+3}
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Switchar

Spel som inte ar kalla kallas varma.
Definition

En switch ar ett spel pa form S = {x|y} dér x och y ar numeriska, men x £ y.

Vi definierar switchens medelvarde som m = % och dess temperatur som t = |x — y|, och vi skriver
S=m+3}

Exempel:

o Y S § e i g
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Switchar

Spel som inte ar kalla kallas varma.
Definition

En switch ar ett spel pa form S = {x|y} dér x och y ar numeriska, men x £ y.

Vi definierar switchens medelvarde som m = % och dess temperatur som t = |x — y|, och vi skriver
S=m+3}

Exempel:

o Y S § e i g

HH=t-1=;=

RS
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Sats

Om ett varmt spel &r en summa av numeriska spel och switchar sa ar den vinnande strategin att alltid
spela i den varmaste komponenten av spelet.

|
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Sats
Om ett varmt spel &r en summa av numeriska spel och switchar sa ar den vinnande strategin att alltid
spela i den varmaste komponenten av spelet.

= {-1] =1} + {0[1} +{0[0} + {5| - 2} + {1] - 1} + {0[1}

:(—110)+%+(o¢0)+(—73i§)+(011)+%
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Sats

Om ett varmt spel &r en summa av numeriska spel och switchar sa ar den vinnande strategin att alltid
spela i den varmaste komponenten av spelet.

={-1 =1} + {0]1} + {0[0} + {3] — 2} + {1] — 1} + {0]1}
:(—1iO)+%+(OiO)+(‘T3i%)+(Oil)+%

Medeltemperaturen for hela spelet ar —1 + % - % + % = —%
Efter switcharna I6sts upp kommer darfér temperaturen att vara —% + (% -140)= —% + %, alltsad —1

eller —% beroende pa vem som bérjar. Slutsats: Réd har en vinnande strategi! w“



Att kyla ned spel

Sats

Lat t vara ett numeriskt spel. For ett spel G definierar vi
G =6 =@ i)

operationen G +— G; kallas nedkylning med t.

Intuitivt kan vi tanka att vi lagger till en skatt t pa att gora drag.
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Att kyla ned spel

Sats

Lat t vara ett numeriskt spel. For ett spel G definierar vi
G =6 =@ i)

operationen G — G; kallas nedkylning med t.
Intuitivt kan vi tanka att vi lagger till en skatt t pa att gora drag.

Exempel: Spelet G = {11|3} = 7 + 4 &r varmt, men dess nedkylning G4 = 7 &r numeriskt, alltsd kallt.
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Termografer

Ett varmt spel G Svergar efter ett tag till ett kallt spel med n&got numeriskt virde L(G) eller R(G)-
beroende pa vem som borjar.

| spelets termograf plottar vi t i y-led och slutvirdena L(G;) och R(G;).
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Termografer

Ett varmt spel G Svergar efter ett tag till ett kallt spel med n&got numeriskt virde L(G) eller R(G)-
beroende pa vem som borjar.

| spelets termograf plottar vi t i y-led och slutvirdena L(G;) och R(G;).

Switchar har en enkel termograf, ovan syns termografen for {2| — 1}.
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Mer avancerade termografer

| varma spel som inte 4r en summa av switchar kan man ta fram termografen fran komponenternas
termografer:

Hur man tar fram termografen for {{2| — 1},0/{—2| — 4}}
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Mer avancerade termografer

| varma spel som inte 4r en summa av switchar kan man ta fram termografen fran komponenternas
termografer:

)

Hur man tar fram termografen foér {{2| — 1},0/{—2| — 4}}
Med hjalp av dessa grafer kan man ta fram en vinnande strategi - termostraten- i manga varma spel.
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Boktips

Presentationen ar baserad pd béckerna
Winning Ways for your Mathematical Plays (Vol 1-4), av Av Berlekamp, Conway, Guy.

YOWMET S E COND EDITION

WINNING WAYS

FOR YOUR MATHEMATICAL PLAYS

ey ( "“'}{c 4
FINYN . BERLEKAP = JOHN H. CONWAY  RICHARD K. GUY
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Vad &r flaskan?




Vad ar flaskan?

[



Négra kapitelnamn i Winning Ways

The Tweedledum and Tweedledee argument
What are flowers worth?

How Childish can you get?

The Opening Dissection of Toads-and-Frogs
Does the Excitement show?

All Remote Stars Agree

Cooling the Childrens Party

Atomic Weights of Jungles

How Big is a Redwood Bed?

®© 6 6 6 6 o6 o o o

®© 6 6 6 o o o o

Tracks Cleared through the Amazing Jungle
Go Fly a Kite!

How Remote is a Horse?

Plumtrees are Nicer!

A Summary of Some Sum Properties
Sweets and Nuts, and Maybe a Date?
Sunny and Loony positions

Animals and their Genus
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