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Tredjegradsekvationens kontrovers:
Fran "Cardanos” formel till monstergruppen

Vladimir Tkatjev



ITALY’S DIABOLICAL WORLD OF RENAISSCANCE MATH

Prolog

Den har historian berattar om
Luca Pacioli

Scipione del Ferro

Niccolo Tartaglia,

Gerolamo Cardano

Lodovico Ferrari m.m.

| borjan av 1500-talet var den matematiska varlden en mycket
konkurrensutsatt plats. Lésningar pa problem saluférdes genom pussel
eller poesi, tiden nar vanskapen var d6mtalig och vissa manniskor dog
till och med och tog sina matematiska hemligheter i graven...
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Ekvationer
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- ax* 4+ bx? + cx + d = 0: Losning finns men tar ett par
sidor att skriva den!

- ax® + bx3 + cx? + dx + e = 0: det finns ingen aritmetisk
formel med rotutdragningar och rationella funktioner
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- Brahmagupta (598-668) Indien, en indisk astronom och
matematiker, var den forsta att hitta en metod for att I16sa
andragradsekvationer ax? + bx = c

- Al-Khwarizmi (780-850) |6ste bl.a. ekvationer ax? + bx = ¢ m.h.a.
det vi kallar idag "kvadratkomplettering”.

- Michael Stifel (1487-1567), en tysk munk och matematiker, var
den forsta att I0sa en allman andragradsekvation. Arithmetica
integra (1544). Metod kallades AMASIAS (forsta bokstaver som
ger en algoritm som paminner pg-formeln).
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Losbarhet: andragrads kommer ater

For att kunna I6sa en algebraisk ekvation ibland ar det bra att skriva om
den som ett system med fler variabler. T.ex.

2
x2+4x+3=(x+§) —(22-3)=0

AP
@(x+5) — (22 —3)
Lol xl'z == _2 i \/T
Med andra ord kan en andragradsekvation losas i tva enkla steg:

x’+ax+b=0 =3
(y=x+%
< 2 - az
\y =D, darD=(5) —b

2
- Detta kallas for en resolvent metod. D = (%) — b kallas diskriminant.
"losa ut"




Francois Viete (1540-1603)

En fransk matematiker med stor framgang sarskilt inom algebra, forbattrade det
algebraiska beteckningsséattet genom att konsekvent anvanda bokstaver.

Vietes sats: x4, x, ar rotter av ax? + bx + ¢ = 0 om och endast om
X1+x,=—b/a
X1X9 = C/a

Ty
a(x —x)(x —x) = ax? —a(x; + x,)x + ax;x, = ax®> + bx + ¢

Denna metod
kallas for Vietes
resolvent

Till exempel ar det enkelt att gissaenrot x; = 1 av

13x2—-8x—-5=0
vilket medfér med hjalp av Vietes sats att 1 - x, = —133




Del I: Tredjegradsekvationer. forsta forsok

Omar Khayyam (1048-1122), persisk matematiker, filosof,
astronom, poet. Han gav losning av tredjegradsekvationen

x3+cx=d
med hjalp av geometrisk algebra (d.v.s. grafisk [6sning).




Fra Luca Pacioli (1445-1517) - “bokforingens fader”

En italiensk franciskanermunk, matematiker, nara van till Leonardo da Vinci.




Tredjegradsekvationer: forsta forsok

1464 flyttade Pacioli till Venedig och undervisade
tre pojkar som var soner till den rika kbpmannen
Antonio Rompiasi. Dar bdrjade han skriva sin
forsta bok i matematik som tillagnade till
Rompiasis soner.

Han traffar senare Leone Battista Alberti och
bdrjade intressera sig for teologi, gick med i
franciskanerorden och blev broder, darav titeln
Fra.

Som en munk reste han till Neapel, Rom och
Venedig, dar han undervisade vid universiteten.

1494 publicerar Pacioli Summa de arithmetica
geometria et proportionalita




Tredjegradsekvationer: forsta forsok

Fran 1496 till 1499 undervisade han i Milano, dar
han innehade professorn i matematik. Det var
under sin tid i Milano som han traffade Leonardo
da Vinci. Ar 1499 reste han och da Vinci till
Florens, dar de bodde tillsammans tills Paciol
tilltradde en larartjanst 1508 i Venedig.

| sin Summa de Arithmetica pastar Pacioli bl.a.
att det inte gar att hitta en allman algebraisk
|6sning till en tredjegradsekvationen

x3 4+ 2x% +10x = 20
Detta avradde flera matematiker fran att ens
forsoka hitta en metod eller en formel, men nagra |
matematiker blev tvartom sporrade att [6sa |
ekvationen.




S LHEL A S H
Scipione del Ferro (1465-1526) iy

- Son till en papperstillverkare, avslutad utbildning vid
universitetet i Bologna

- 1496 blev del Ferro en av fem gemensamma innehavare av
"matematiska avdelningen” vid universitetet

- Ar 1501 traffas del Ferro och Pacioli i Bologna. Efter deras mote blev
del Ferro besatt av idén att |[6sa Paciolis ekvation!

- 1515: funnit en mirakel I0sning genom att reducera en allman
kubikekvation till en tredjegrads-ekvation som saknar andragrads-term:

x3 +><2/+ bx = c

- del Ferro publicerade aldrig sin I6sning vilket var vanligt pa den tiden.
Istallet behandlade man matematiska upptackter som "personliga
agodelar”. Vi vet om del Ferros matematiska verk eftersom han
forvarade sitt arbete i en hemlig anteckningsbok.




Del Ferros regel

LOs x3 — 3x — 2 = 0. Antar att x = u + v, alltsa
(u+v)>*-3u+v)—2=0
ud +3utv+3uv? +v3-3u+v)—2=0
ud +3utv+3uv? +v3-3+v)—2=0

W+ +Buw-3)u+v)—2=0
Valjer u och v sa att 3uv — 3 = 0, vilket ger

3 3 3 3 _—
vt =2 u ;‘g =2 o (m.h.a. Viete’s regel!)
uv =1 uv’ =1

& udochvd arrotterav y2—2y+1=0 < y=1
Safarviu =1, v =1och foljaktligen x = 2.



Del Ferros regel

Efter Del Ferros dod i 1526 arvs anteckningsbok med bl.a.
hans formel av hans svarson Hannibal Nave. Hannibal Nave
var ocksa matematiker och han hade gift sig med del Ferros
dotter Filippa.

Hannibal Nave tog over del Ferros forelasningsanteckningar
vid universitetet i Bologna 1526 och aven hans namn sedan
han antog namnet dalla Nave alias dal Ferro.

Del Ferro aven meddelade under tysthetslofte sitt resultat till
en av sina studenter, Antonio Maria Fiore
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Niccolo Fantana Tartaglia (1499-1557)

Niccolo var en son till en postryttare Michele Fontana. "Papa Micheletto ryttare”
var en beromd brevbéarare i Brescia och andra stader i distriktet. Trots att han
var fattig gjorde Micheletto sitt basta for sin fru, dotter och tva séner, och
Niccolo gick i skolan fran ungefar fyra ars alder.

Men nar Niccolo var sex & gammal, mordades hans far av okand anledning.
Fran att ha varit ett barn i en fattig familj stértades han pl6tsligt i total fattigdom.

Det varsta kom lite senare: nar Frankrike invaderade Venedig 1512 utsattes
Niccolo med sin familj fér en svar misshandel, som for framtiden kvarlamnade
det lyte, varav han fick sitt tillnamn tartaglia, "den stammande". Tartaglia
forsokte bara skagg hela sitt liv for att dolja sina arr.

Tartaglia fick inte mycket utbildning eftersom familjens inkomst enbart berodde
pa hans mamma. Hon hade bara sparat lite pengar for att ha rad med en
skrivlarare for Tartaglia. Men enligt Tartaglia hade hans mamma slut pa pengar
nar han fick reda pa bokstaven K. Detta hindrade honom dock inte. Han stal sin
mastares anteckningar och undervisade sig sjalv. Nar han behovde tavlor for
att studera matematik skrev han aven pa gravstenar...
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Niccolo Fantana Tartaglia (1499-1557)

Som ung var han en mycket skicklig matematiker. Hans mor hittade Tartaglia,
en rik beskyddare, Ludovico Balbisonio. Tartaglia och Balbisonio reste tillbl.a.
Padua och sedan till Verona, dar han skulle lara sig matematik.

Tartaglia blev expert pa arkimedisk fysik, publicerade nagra avhandlingar som
starkte hans rykte som expert pa militara tillampningar. Elever reste till honom
fran hela Italien och fran Spanien och England. Dessutom arbetade han och
konsulterade med ingenjorerna och soldaterna i den venetianska arsenalen.

Medan Tartaglia bodde i Verona hade han blivit kontaktad av Zuanne de Tonini
da Coli, en italiensk professor frAn hans hemstad. 1526 Da Coi presenterade
Tartaglia med tva algebraiska, kubiska ekvationer.

1530 uppmanade (del Ferro student) Antonio Maria Fiore till en offentlig debatt
Zuanne de Tonini da Coi, matematiklarare fran Brescia. Man ska losa bl.a.

x3+6x2=5 och x3+46x%+8x=1000
De Coi ber om hjéalp hans van, Nicocolo Tartaglia. Forst vagrar Tartaglia att

hjalpa: han ar valmedveten om Paciolis beslut om oldsbarhet. Men efter ett par
veckor havdar han att han har hittat en mirakulds [6sning!

hittat en mirakulos losning



L
Duellen

1530-1533, upptacker Tartaglia en metod att [0sa ekvationer s& som

ax3 + bx? =c¢
Metodens mojligheter ar tyvarr begransade men anda deklarerar Tartaglia att han ager en
underbar metod for allmanna tredjegradsekvationer!

Nar Antonio Fiore lar sig av detta, kallar han Tartaglia till en offentlig debatt i januari 1535.

Fiore ar helt 6vertygen att Tartaglia bluffar for att del Ferros 16sning ar évernaturlig och absolut
ouppnaelig for en "vanlig sjalvlard manniska”!

Tartaglia antar utmaningen: den 22 februari 1535 ska Fiore och Tartaglia byta (via en notarie) 30
problem.

For l6sningen gavs 50 dagar och en forlorare borde bjuda en vinnare tillsammans med hans 29
vanner!

Bara efter avtalets ingaende lar Tartaglia att Fiore agde den akta del Ferros regel for en stympad
tredjegradsekvation och forsdker att utarbeta den till ett mer allméant fall.

Tartaglia arbetar frenetiskt och endast nio dagar innan disputationen, lyckas han att knacka
ekvationen! Som resultat lyckades Tartaglia |6sa samtliga Fiores problem medan Fiore inte
lyckades losa det enda problem fran Tartatglias lista. Orsaken var att Fiore inte kunde losa
kubiska ekvationer innehallande andragradstermer.



Del II: Cardano kommer In...



Girolamo Cardano (1501-1576)

Professor i matematik och medicin, ingenjor, filosof,

|akare, astrolog, verksam i Milano och Pavia.
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Girolamo Cardano (1501-1576)

Girolamos far var Fazio Cardano, en advokat fran Milano. Han var ocksa en briljant
matematiker. Fazio undervisade i geometri vid universiteten i Pavia och Milano.
Han var sa kunnig om geometri att Leonardo da Vinci vénde sig till honom for
forklaringar om proportioner och geometri. Kanske var det nar han och Pacioli
arbetade pa Paciolis bok De Divina Proportione.

Nar Fazio var femtio ar gammal tréaffade han Chiara Micheria, en ensamstaende
mamma som fostrar tre barn. Chiara fédde Girolamo utom aktenskapet. Tyvarr dog
Chiaras tre andra barn nar pesten drog 6ver Milano. Girolamo studerade
matematik med sin far och blev intresserad av akademisk verksamhet, sarskilt
medicin. Han studerade vid universitetet i Pavia.

Ar 1526 doktorerade han och var forst uteslutande engagerad i medicin. Trots att
Cardano praktiserade medicin nastan hela sitt liv, satte han sina spar inom méanga | %
vetenskapsomréaden. Ar 1534 blev han aven professor I matematik i Milano. ' IécEmEmmmmM’éD".”q}

NENSIS, PRAC'HCA ARITH' i
" metice, &N m nqua

Hans liv var full med tragiska handelser. Ar 1531 gifte Cardano sig med 15- -ariga
Lucia Bondareni. Hans fru dog 1546 och lamnade tva séner och en dotter i
Cardanos vard. Den aldsta sonen till Cardano domdes for mordet pa den
forradiska fordomelsen av hans hustru fru och avrattades, medan den yngste
sonen blev en spelare och stal pengar fran sin far, vilket resulterade i att han
utvisades fran Bologna och orsakade flera problem till hans pappa...

Enligt legenden forutspadde Cardano dagen for hans dod och, for att rattfardiga
sin forutsagelse, begick han sjalvmord.

Faktum ar att han misstog sig i 3 ar och utsag sin dédsdag till december 1573...




Cardano vs Tartaglia

Under 1535-1536 boérjar Cardano skriva boken Practica arithmetice
som ska vara battre an Paciolis Summa och goéra Cardano berémd.
En viktig ingrediens av den ska vara I6sningen av
tredjegradsekvation. Under 1537 forsoker Cardano hitta ldsningen pa
egen hand men lyckas inte.

| januari 1539 ber Cardano Tartaglia via pappershandlare Zuan
Antonio da Bassano om l6sningen och lovar att han presenterar med
Tartaglias namn. Nicollo Tartaglia vagrar: ” Beratta for hans excellens
att han maste forlata mig, att nar jag publicerar min uppfinning
kommer det att vara i mitt eget arbete och inte i andres.”

Varen 1539: Cardano ger inte upp, Tartaglia blev antligen lockad till
att acceptera en inbjudan att besdka Cardano i Milano. Betet som
Tartaglia nappade pa var ett 16fte av Cardano att introducera Tartaglia
till den spanska vicekungen och befalhavaren i Milano, Alfonso
d'Avalos. Tartaglia hade skrivit en bok om artilleri och en sadan
kontakt skulle garantera honom en bra inkomst. Aven i Milano nekar
Tartaglia att ge I6sningen men den 25 mars 1539 ger han slutligen
upp. Cardano lovar Tartaglia att inte offentliggéra den hemliga
|6sningsmetoden och far metoden i form av en dikt. Han haller sitt
|6fte och publicerar Practica arithmetice utan Tartaglias l6sning




Tartaglias dikt

Nar kuben och tingen tillsammans ar lika med nagot diskret tal

finn tva andra tal som skiljer sig at med detta.

Da skall Ni taga som regel att deras produkt alltid ar exakt

lika med kuben av en tredjedel av tingen.

Som en allmén regel ar darefter resten av deras subtraherade kubikrotter
lika med det vasentliga tinget.

| den andra av dessa handlingar, da kuben forblir ensam,

skall Ni notera dessa 6vriga 6verensstammelser:

Ni skall genast dela talet i tva delar sa att

det ena ganger det andra tydligt ger exakt kuben av en tredjedel av tingen.
Av dessa bada delar skall Ni alltid taga de sammanlagda kubikrotterna,
och denna summa kommer att vara Eder tanke.

Den tredje av dessa vara beréakningar loses med den andra om Ni ger noga akt,
eftersom de till sin natur nast intill Gverensstammer.

Detta har jag funnit och det inte med klumpiga steg.

Ar ettusen fem hundra trettiofyra.

Pa starka och gedigna grunder i staden som omges av havet.

Ting: x
Kuben: x3
Tal: koefficient




L
Ferrari vs Tartaglia

Ludovico Ferrari (1522-65) fran Bologna, anlande till Cardanos hus som en
sekreterare nar han var fjorton. Cardano erk&nner snart ungens exceptionella
talanger och tar fullt ansvar for hans utbildning.

Ar 1540 upptacker Ferrari 16sning till en allman tredjegradsekvation
x3+ax?+bx+c=0
Samma ar upptacker Ferrari 16sning till en fjardegradsekvation
x*+ax3+bx?*+cx+d=0!
1542 bestker Cardano och Ferrari Bologna dar de traffar del Ferros svarson
Hannibal Nave. De lar sig att del Ferro hade l6sningen sa tidigt som 1515,

alltsa behovs inget tillstand fran Tartaglias sida! HIERONYMI CAR
Ar 1545 publicerade Cardano lésningen av bade tredje- och ARTIS MAGNA,
fiardegradsekvationer i Ars Magna (Den Stora Konsten). ST T

1546-1548: Tartaglia publicerar anklagelser i plagiat. Ferrari kallar honom for
duell (forst "amnesinriktade”, sedan en "intellektuell”).

10/8 1548 Tartaglia blev besegrad, forlorade sin plats som lektor.

Ferrari ar en ny "superstjarna”, rik skatteskatterare. Han atervander till
Bologna, for att hjalpa till sin stackars syster Magdalena som efter ett ar...
forgiftade honom (inte for att fa ngn hemlig I6sning, utan for att ta hans arv!..)
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Del lll: Ekvationen av femte grad

© Serge lvanov



Allmanna algebraiska ekvationer

- Leonard Euler (1707-1783) gav de fullstdndiga
(komplexa) l6sningarna till tredjegradsekvatlonen

- Karl Friedrich Gauss (1777-1855) bevisat att en allman
algebraisk ekvation har minst en komplex rot

- Josef Louis Lagrange (1736-1815): ett systematiskt
forsok att forenkla en femtegradsekvation ger sjatte grads
ekvation!

- Uppstod misstanken att det inte finns nagon allman
metod for femtegradsekvationen



Femtegradsekvation

- En italiensk matematiker Paolo Ruffini (1765-1822)
publicerade 1813 ett ofullstandigt bevis for att
femtegradsekvationen var olGsbar

- En norsk matematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)
visade att den allmanna femtegradsekvationen inte kunde
|0sas genom successiva rotutdragningar.

- En fransk matematiker Evariste Galois (1811-1832)
bestamde de nodvandiga och tillrackliga villkoren for att en
algebraisk ekvation skall kunna Idsas med hjalp av
rotutdragningar
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Vad betyder losbar i “radikaler™?

Idéen &r att for alla rotuttryck finns motsvarande resolvent, dvs "l6sbarhetskedjan”.

2
Till exempel z2 + ax + b = 0 har l8sningar z = —% + Y% med andra ord
x?=a?—4b
g
z=—-+x
2 1
Analogt finns det ocksa resolvent for tredjegradsekvationen x3 + ax + b = 0:
3 2
27 4
3 b +
X, =—-+x
2 12? 1
3
X3 =—=—X
3 2 1
Z = X3 + X4_

Observera att hogerleden ar polynom i de foregaende uttryck! Allméant, ekvationen

z" +a;z" 1+ .-+ a, = 0 sags vara losbar i "radikaler” om det finns komplexa tal x; och
polynom p, sadana att

k
x1 =p1(ay, ., an)

k
x,* = pa(ay, ..., an, x1)

kn —
zZ™N = pN(al; ey Ay X9, ""xN—l)
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Olosbarhet: grundidé

TEOREM (Abel-Ruffini). Ekvationen (*) z> — z + a = 0 &r inte losbar i radikaler.

Nagra kommentarer.

Obs. att ekvationen (x) har 5 skilda rotter om och endast om (x) och dess
derivata saknar gemensamma nollstallen (implicita funktionssatsen),dvs
z>—z+a=0
5z*—1=0

vilket ger fyra kritiska punkter

1 1

z=+4+5 4 0och z=+45 4i

Se en animering har:
https://duetosymmetry.com/tool/polynomial-roots-toy/



https://duetosymmetry.com/tool/polynomial-roots-toy/

Tank pa en ekvation som ekvation med en rorlig komplex parameter a € C:
5
z2—z+a=0

A. FOr a = 0 ekvationen (*) blir z° — z = 0 och har féljande fem rotter:
{0,1,—-1,i,—i}

B. Om a loper genom en sluten kurva (slinga, 6gla) kommer rétter x;, x,, ..., xs kontinuerligt
att flytta och sa smaningom atervanda till samma platser.

C. Man ska kontrollera att tva rétter aldrig traffar varandra. Med hjalp av implicita
funktionssatsen ar det ekvivalent att polynomet och dess derivata inte har gemensamma
nollstéallen, vilket i sin tur ar ekvivalent till att diskriminant + 0

D. | sa fall hamnar xq, x5, ..., xs geometriskt pa samma platser upp till en permutation:
(X1, X2, s X5) = (Xi, Xiyy ooy X )
Observera att sjalva varde av x ar ointressant, intressanta ar dess ordning:

(1,2,3,4,5) — (iy, iy, i3,14,15)
E. Detfinnstotalt1-2-3-4-5 = 120 permutationer.

F. Om vi loper succesivt genom tva slingor s& kommer permutationer multipliceras
(sammansattning!).



p = (41352)

1
0
0
0

detp = det = (1)

inversen

produkt

detp:= det M(p)
det(peq) = det('p) det(q)
det finns exakt% = 60 udda och 60 jAmna permutationer

Sats A. En godtycklig permutation ar produkt av foljande
fem speciella:

a1 = (52341), ag = (15342), as = (12543), ay = (12354)

&3}
B4
B2
O3
B2



z°—z4+a=0

a

S

dZ
O el
o ¥

(52341)

koeffeciente

0

aO a
T O T

r

O

O

(15342) rotter

©

(12543)

<

a
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* Man kan "trolla fram” de speciella permutationer genom "speciella slingor”.
« Alltsa Satsen A medfor att man kan "trolla fram” en godtycklig permutation!

a1 = (52341), ap = (15342), a3 = (12543), ay = (12354)



z°—z4+a=0

BEVIS. Antar att det existerar en |[6sbarhetskedja, t ex
x™ = P(a)
y"* =Q(a,x)
z' =R(a,x,y,..,t)

Da ska den losas med hjalp av "kommutator tornet”.

Men varje kommutator bestar av [I;,l,] =1, o, o I71 o [51, alltsa

det([l;, 1,]) = detl; - detl, - (detl;)™1 - (detl,)™ 1) =1
Med andra ord efter en kommutering bevaras permutations tecken!
FOr att I0sa ut behover man ett antal kommuteringar.

Tecknet for identisk permutation e ar 1. Om man startar med en udda
permutation s& kommer man aldrig fa e, vilket medfér en motsagelse.
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Matematikerna har fangat sina monster
Studiet av symmetrier har lett till nagra av
matematikens mest gigantiska skapelser:
Monstret och E8-gruppen. Monstret kart-
lades redan for ett par decennier sedan
medan arbetet med E8 presenterades
harom veckan. Men jattarna har en marklig
slaktskap.

| bakgrunden visas en datorgenererad teckning av E8:s rotsystem, alltsa bara en
aspekt pa det valdiga objektet. Ovanpa visas de fem platonska kropparna:
tetraedern, hexaedern (kuben), oktaedern, dodekaedern och ikosaedern (medsols
med start uppe till vanster). Namnen anger antalet sidor: 4, 6, 8, 12 respektive 20.

E8 framtrader i 248 dimensioner medan Monstret kraver minst 196 883
dimensioner!



Enkla grupper och Monstergruppen

- Andliga grupper
- Enkla grupper
- Sporadiska grupper

- Den storsta sporadiska gruppen: Monster (~10°3 symmetrier!), upptackt av
Robert L. Griess, Jr. (1981)

- Monstergruppen och Moonshine

- Mark Ronans book Symmetry and Monster group

Videor:

- Monster Group — Numberphile https://www.youtube.com/watch?v=jsSeoGpiWsw

- Finding Moonshine: A Mathematician's journey through symmetry
https://www.youtube.com/watch?v=agDE3KHQykk



https://www.youtube.com/watch?v=jsSeoGpiWsw
https://www.youtube.com/watch?v=agDE3KHQykk
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