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95% of people cannot solve this!

b + E’& + ?) =
R0 B0 W

Can you find positive whole values

for °= E&,: and b?




Bestdm positiva heltal 4, b och ¢ sddana att

a b C
+ +

=4,
b+c a+c a+b




Bestdm positiva heltal 4, b och ¢ sddana att

a b C
+ +

=4,
b+c a+c a+b

Den minsta 16sningen:

a= 437361267 7928697257 8612526023 7139015281 6537558161 6136186214 3799337842 3467772036
(79 siffor)

b= 36875131794129999827 1978115652 2547482549 2979968971 9709962831 3747163722 4634055579
(80 siffor)

c =15447680210 8746166441 9513150199 1983748566 4325669565 4317000266 3489825320 2035277999
(81 siffor)



Bestdm positiva heltal 4, b och ¢ sddana att

a b C
+ +

=4,
b+c a+c a+b

Den minsta 16sningen:
a= A4373612677928697257 8612526023 7139015281 6537558161 6136186214 3799337842 3467772036
(79 siffor)

b= 36875131794129999827 1978115652 2547482549 2979968971 9709962831 3747163722 4634055579
(80 siffor)

c =15447680210 8746166441 9513150199 1983748566 4325669565 4317000266 3489825320 2035277999
(81 siffor)

Fortsdttning foljer! Men var berdttelse tar sin borjan i fragan om
ellipsens omkrets. ..



Ellipsens area — inga problem!

e T
L/ Nz
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Ellipsen 25 >+ b2 = 1 fas genom omskalning av enhetscirkeln x? + y? = 1
med en faktor a > 0 i x-led och en faktor b > 0 i y-led.

Vid en sddan omskalning multipliceras alla areor med faktorn ab.

Enhetscirkelskivans area dr 7, sa ellipsskivans area blir 7tab.
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Ellipsens omkrets — inte fullt sa enkelt!

For att formlerna ska fa sitt traditionella utseende parametriserar vi
enhetscirkeln pa det lite bakvanda séttet (x,y) = (sin ¢, cos @).

Ellipsen far da parametriseringen (x,y) = (asin ¢, bcos ¢).

Y y
/ ? X (sin @, cos ¢) / (asin @, bcos @)
\J ’ \\/ ’




Fran parametriseringen (x,y) = (asin ¢, b cos ¢) berdknas bagelementet:

ds = \/(g—;)z + (%)2 do = \/(a cos ¢)? + (~bsin ¢)?dg.

Ellipsens omkrets ges alltsa av foljande integral:

5= fzn\/a2c052g0+bzsin2(p de
0

/2
:4[ 20082 @ + b2sin? ¢ d
. \/a cos? @ + b%sin” ¢ dg




Lat oss anta att a > b. Da kan vi skriva omkretsen sahar:
/2
s:4f a2cos2 @ +b2sin ¢ d
) \/ Cos? ¢ sin“ @ do
/2
:4af \/coszg0+%sinzgodgo
/2
= f \/1 sin” @ + 2sm ‘pde

/2
—411[ \/1 — sm 2o do,

/2
=4f 1-e2sin? @ d
s=4a | \/ e2sin” ¢ do

dire=+/1- Z—i ar ellipsens excentricitet (0 < e < 1).

alltsa




Mellanspel: Nagra grundlaggande ellipsfakta
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Mellanspel: Nagra grundlaggande ellipsfakta
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Mellanspel: Nagra grundlaggande ellipsfakta

S

Brannpunkter (+c,0) dér a? = b? + ¢,




Mellanspel: Nagra grundlaggande ellipsfakta

dq +d, = konstant = 2a

Brannpunkter (+c,0) dér a? = b? + ¢,



Mellanspel: Nagra grundlaggande ellipsfakta




Har dr ett forsok att berdkna den integral som ger omkretsen:

S=sing
/2 _ .
s:4afo \/1—ezsin2g0dg0: ¢ arc;ms
5
do =
L 7 V1-52]
1./1_ 252
=4q | ———ds

0 \/_752
/’ 1 - 252 s
V(1-352)(1-e2s2)




Har dr ett forsok att berdkna den integral som ger omkretsen:

[ s=sing |
/2 _ .
:4/ 1_e2sin? o do = | @ =arcsins
sl \/ e~sin” ¢ do o s
-QD V1-52]
1\/1_8252
=4q | ———ds

0
1 — e252
f \/(1—52)(1—8252)d8

Leder till fjardegradspolynom under rottecknet.
Analyskursen tar bara upp roten ur forsta-/andragradspolynom. ..

Vad gora?



En elliptisk integral &dr en integral av formen

/R(x,\/m) dx

ddr R(x,y) dr en rationell funktion och p(x) dr ett polynom av grad
3 eller 4 med enkelrotter enbart.



En elliptisk integral &dr en integral av formen

/R(x,\/m) dx

ddr R(x,y) dr en rationell funktion och p(x) dr ett polynom av grad
3 eller 4 med enkelrotter enbart.

I gynnsamma fall kan vi berdkna sddana, t.ex.

3
f x dx =3Vx*+1+C.

x4 +1




En elliptisk integral &dr en integral av formen

/R(x,\/m) dx

ddr R(x,y) dr en rationell funktion och p(x) dr ett polynom av grad
3 eller 4 med enkelrotter enbart.

I gynnsamma fall kan vi berdkna sddana, t.ex.

e

dx=3Vxt+1+C.
-/ Vaxt+1 ?

Men tyvarr kan elliptiska integraler i allmédnhet inte uttryckas i

de elementdra funktionerna. Speciellt giller detta for integralen pd

forra sidan (den som ger ellipsens omkrets)!




Vissa elliptiska integraler studerades av bl.a. Euler, Lagrange och
Gauss, men Adrien-Marie Legendre (1752-1833) var den forste som
sammanstédllde en systematisk teori for dem.

M"‘

7
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(Bild: Wikimedia Commons.)



Legendre visade att alla elliptiska integraler kan reduceras (via
variabelbyten etc.) till f6ljande tre typer (dér s = sin ¢, som ovan):

* Forsta slaget:

f do ( ) f ds )
\/1—kzsin2g0 \/(1‘52)(1—k252)

* Andra slaget:

V1 - k252
1-k2sin @ d ( = —ds)
f\/ pap T e

* Tredje slaget:

/ -

(1-nsin® q))\/l ~k2sin* ¢
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Vid integration 6ver intervallet 0 < ¢ < 7 (resp. 0 < s < 1) sdger man
att den elliptiska integralen dr fullstandig.
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Vid integration 6ver intervallet 0 < ¢ < 7 (resp. 0 < s < 1) sdger man
att den elliptiska integralen dr fullstandig.

Den fullstindiga elliptiska integralen av andra slaget ar alltsa

E(k) = fﬂz\/l K2sin? ¢ dg = f ;_izjz

dér parametern k traditionellt kallas for integralens modul.
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Vid integration 6ver intervallet 0 < ¢ < 7 (resp. 0 < s < 1) sdger man
att den elliptiska integralen dr fullstandig.

Den fullstindiga elliptiska integralen av andra slaget ar alltsa

E(k) = fﬂz\/l K2sin? ¢ dg = f ;_izjz

dér parametern k traditionellt kallas for integralens modul.

Vi sag ovan att det &r just denna integral som ger omkretsen av
ellipsen 25 + =1, ifall vi later k = ¢ (ellipsens excentricitet):

s=4aE(e) déire:%: 1—2—2 (oma > D).
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Legendre beskrev mdnga andra problem i mekanik och matematik
dér elliptiska integraler ocksd dyker upp:

1x_2

e Baglangd for hyperbel % - ﬁ =1, lemniskata (x? + y?)? = x? — 2.

]/
b

¢ Ytarea for sned cirkular kon.

* Ytarea for ellipsoid x2 +5+5 =1

* Tyngdkraftsfilt alstrat av en ellipsoid.

* Geodetiska kurvor pa en rotationsellipsoid.

* Sviangningstid for pendel.

* Rotation hos stel kropp kring en fix punkt.

* Rorelse i tyngdkraftfiltet fran tva fixa punktmassor.

e Rorelse i vissa centralkraftfilt.
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Och han dgnade dratal at att (for hand, saklart) berdkna tabeller
med noggranna numeriska vdrden.
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Numera dr det enkelt att med dator berdkna elliptiska integraler
med hog precision.

(Med allmdnna numeriska metoder for bestimda integraler, eller
med effektivare algoritmer specialgjorda for elliptiska integraler.)

/2 -

E(k) = ‘/(;ﬂ/z\/l ~k2sin* ¢ dg
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Det finns ocksd en uppsjo av approximativa analytiska uttryck for
ellipsens omkrets, t.ex. det hdr, som dr enkelt men inte sa precist:

2 12
S~ 27T i :Zlcz-i\/Z—e2
2 2v/2

Y

approx. till E(e)
/2 |
A _J2
2\”@\/2 k
E(k)
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Lat oss se hur man effektivt kan berdkna den fullstindiga elliptiska
integralen av forsta slaget (som ér lite enklare &n andra slaget):

o dg ! ds
K(k)—fo \/1_k2sin2qo_f0 \/(1—52)(1—k252)
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Lat oss se hur man effektivt kan berdkna den fullstindiga elliptiska
integralen av forsta slaget (som ér lite enklare &n andra slaget):

o dg ! ds
I<(k)—fO \/1_k2sin2qo_f0 \/(1—52)(1—k252)

Denna elliptiska integral ger perioden T for en matematisk pendel
med ldngd L och maximal utslagsvinkel «:

dédr w =+/g/L.

(Hér ar g tyngdaccelerationen, saklart.)

- 4K(sin%)
w
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/2

K(k)

18

K(k)

dg

[

k2sin” ¢



Istillet for att direkt studera

/2
K= [
\/ 1-k2
betraktar vi integralen

I(a,b) - f”z\/

dér a och b ar positiva tal.
Darifran kan vi fa K(k) genom att ldtaa =1 och b = V1 - k2.

sin” ¢

a2 cos? @ + b2sin” @
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For 0 < ¢ < 7 kan rotuttrycket i integralen I(a, b) skrivas som

\/a2 cos? ¢ + b2sin”® ¢ = \/cos? ¢ (a2 + b2 %) = cos @ /a2 + (btan @)2,

COS

sa lat oss prova variabelbytet t = btan ¢ (vilket leder till det nya
integrationsintervallet 0 < t < o).
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For 0 < ¢ < 7 kan rotuttrycket i integralen I(a, b) skrivas som

\/a2 cos? ¢ + b2sin”® ¢ = \/cos? ¢ (a2 + b2 %) = cos @ /a2 + (btan @)2,

sa lat oss prova variabelbytet t = btan ¢ (vilket leder till det nya
integrationsintervallet 0 < t < o).

dp  1/b b
dt 1+ (t/b)2 b2+12

@ = arctan(t/b) =—
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For 0 < ¢ < 7 kan rotuttrycket i integralen I(a, b) skrivas som

\/a2 cos? ¢ + b2sin”® ¢ = \/cos? ¢ (a2 + b2 %) = cos @ /a2 + (btan @)2,

sa lat oss prova variabelbytet t = btan ¢ (vilket leder till det nya
integrationsintervallet 0 < t < o).

dp  1/b b
dt 1+ (t/b)2 b2+12

@ = arctan(t/b) =—

. =1 + tan? —1+(£)2—b2+t2 —> COSQ = :
cos?¢ P b] b2 q0_~/b2+t2
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Sammantaget ger bytet t = btan ¢ alltsa

I(a,b) - /W2¢

a2 cos? @ + b2sin”

_/“” de
0 cos /a2 + (btan ¢)2

b
:foo b2+t2dt
0 b
-V az+t?
Vb2 + 12

(Notera att I(a,b) = I(b,a).)
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Eftersom uttrycket (a2 + +2)(b? + t?) & symmetriskt i 2 och b kan det
uttryckas i de elementdra symmetriska polynomen a + b och ab.

Sahar:

(a® + ) (b + t7) = a®b* + (a® + D*)t* + *
= (ab - t*)* + 2abt* + (a* + b*)t?
= (ab-1t?)%+ (a + b)*%.

Om vi hér bryter ut (2¢)? far vi

o 2 + b2
(@ + ) (B2 + 12) = (2t)2((t 2tab) +(“2_b) )

och nu gor vi dnnu ett variabelbyte i integralen, ndmligen u =

t2 —ab
2t
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Den nya variabeln

=—|ft+—

2t 2 t

ar en strdngt vixande funktion av t i intervallet t > 0, eftersom bada
termerna t och =2 &r strangt vaxande dar. Vardemangden &r hela R.

u =

2-ab 1( —ab)

U

/u—>oodét—>oo

\/ab :

~
Il
N =
~=

U —->-ooddt—0*

23



Inversen till variabelbytet u = tzz‘fb (dédr t > 0) fas genom att skriva

om sambandet som 2 —2ut —ab = 0, 16sa denna andragradsekvation,
och bara behdlla den positiva roten:

t=u+vVu?+ab.
Derivering ger
£_1+ u NVu?+ab+u t
du Vu?+ab Vu?+ab Vu?+ab
sa att
dt — du
t VuZ+ab

Nu har vi allt som behovs for att utfdra variabelbytet i integralen.
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I(a,b) =

/00 dt
0 \/(a2+t2)(b2+t2) \/(2t)2 o ab (&)2)
dt/t foo du/\/m

a+b

du
a+b ( 2 +ab) 2 / \/(uz Az)(uz + GZ)

d
- [jéimn funktion| - fo \/(u2+A2;t(u2+G2): I(A,G) ()

dir A = 3(a+b) och G = \Vab &r aritmetiska resp. geometriska
medelvardet av talen a och b.

2f¢
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Aritmetiskt resp. geometriskt medelvirde
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Aritmetiskt resp. geometriskt medelvirde

0 G =+ab A=2%(a+D)
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Aritmetiskt resp. geometriskt medelvirde

0 G =+ab A=2%(a+D)

Os(\/ﬁ—\/E)Z:ch—Z\/%

— \/%S%(&Hb)

26
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Aritmetiskt-geometriskt medelvirde (agm)

bo

|

T.ex. bo =1 apg = 16
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Aritmetiskt-geometriskt medelvirde (agm)

[ [
0 aj ao

T.ex. bo =1 apg = 16
b1 = aobo =4 a1 = %(ao + bo) =85
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Aritmetiskt-geometriskt medelvirde (agm)

bo b1 b,
0 an a1 ap
T.ex. bo =1 apg = 16
b1 = aobo =4 a1 = %(ao + bo) =85

ay = %(ﬂl + bl) =6.25
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Aritmetiskt-geometriskt medelvirde (agm)

bo b1 bobs
0 a3d> ai ao
T.ex. bo =1 apg = 16
b1 = aobo =4 a1 = %(ao + bo) =85

bz =V Ellbl ~ 5.83
b3 =\ a2b2 ~ 6.0368

ay = %(ﬂl + bl) =6.25
as = %(ﬂz + bz) ~ 6.0405
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Aritmetiskt-geometriskt medelvirde (agm)

bo by szs

| | |

0 aLaz ai ao
m
T.ex. bo =1 apg = 16
b1 = aobo =4 a1 = %(ao + bo) =85
bz =\ Ellbl ~ 5.83 ar = %([11 + bl) =6.25
by =\/azby ~ 6.0368 a3 =3(ay+by) ~6.0405

m = lima, = %im b, = agm(ay, by) ~ 6.0386583404171936515

n—-oo
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I(a,b) = I(A,G)

I(ag, bo) |=I(a1,b1) = I(az,b2) = I(as, bz) = -

=I(m,m) = /N/z Ag :/(;n/zld(p

\/m2 cos? @ + m2sin”

1 n
D dar m = agm(ao, bo)

28



Vi kan alltsa enkelt och effektivt berdkna

/2
I(a,b) = agm(a,b)
och darmed aven
7T/2
K(k)=1(1,kK") =
()= 10,K) = T

dar k' = V1 - k? kallas den komplementédra modulen till k.
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Den lemniskatiska integralen

Historiskt sett var
dx

V1-x4

den forsta elliptiska integralen att undersdkas pa allvar.

Jakob Bernoulli (1655-1705) stotte pa denna integral i sina studier
av hur en elastisk stav deformeras under belastning (1694). Han
visade att den dven ger langden av en lemniskata:

y
(32 +y2)2 = x2 - 12
¥ <= r?’=cos2g

30




Lemniskatan

(F?+y?)?=x*-y* <= 1*=cos2¢

och hyperbeln

x2_y2:1

dr relaterade via spegling i enhetcirkeln, den operation som bestdr
i att byta » mot 1, eller ekvivalent att byta (x,y) mot 2 (x v).

— r*cos2¢=1
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Den del av lemniskatan r? = cos 2¢ som ligger i forsta kvadranten

ges av
r=+/Ccos2¢, Oggos%

Formeln for bagelementet i poldra koordinater ger

ds =\| 7+ (ﬂ)zd(p - \I (\/coqu))z + (ZSinz(P)zdgo

de 2\/cos2¢
sin”2¢ dg
= 2 =
\ Cos2¢ + 0520 do o520

och alltsd totala kurvlangden

7'[/4 dq)
=4 )
’ /o /0529

32



Variabelbytet r = | /cos 2¢ med

dr  -2sin2¢

—\/1-cos?2¢

1_4

dp 2\/cos2¢ i

leder nu till den lemniskatiska integralen:

\/COS2¢

r

/4
s—4f

cosZ

‘4f

—r4
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Med ett ytterligare variabelbyte kan den lemniskatiska integralen
transformeras till en fullstdndig elliptisk integral av forsta slaget:

/‘1 dx o S dx 2
0 V1-* |T V2-g2  ds  (2-s2)32

_/1 1 2 s
~Jo 1 (2 -52)3/2

~ (2-52)2

:fl ds _ 1 fl ds
0 VA-)2-2) V2 f1-s2)(1-1s2)

:1K(1):1- 2 w2
2 \V2)" V2 a1, ) g2 )
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Lemniskatan dr alltsd lite kortare dn enhetscirkeln; deras langder
skiljer sig at med faktorn

agm(V/2,1) ~ 1.1981402347355922074

(Gauss’ dagbok, 30 maj 1799. Men resultatet fanns redan “mellan raderna” i en
artikel publicerad av Lagrange 1785.)
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Vad vi alltsa egentligen har gjort dr att parametrisera lemniskatan i
forsta kvadranten med vinkeln ¢ som funktion av radien 7 :

¢ = 3arccos(r’)  (0<r<1).

Baglangden fran origo ut till den punkt pa kurvan dér r = R ges av
en ofullstandig lemniskatisk integral:

Y
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Giulio Fagnano (1682-1766) fann 1718 en formel f6r fordubbling
av lemniskatans baglingd (som Euler senare byggde vidare pa, ndr
han 1751 blev bekant med Fagnanos arbeten):

2RV1-R%/(1+R*)
2 f f at (0sR<VV2-1)
_ r4 A /1 _ t4
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Giulio Fagnano (1682-1766) fann 1718 en formel f6r fordubbling
av lemniskatans baglingd (som Euler senare byggde vidare pa, ndr
han 1751 blev bekant med Fagnanos arbeten):

2RV1-R%/(1+R#%)
2 f / at (O <R<VV2-1 )
_ r4 A /1 _ t4

Bevis. Variabelbytet t = 2rv/1 - r%/(1 +r*) har derivatan

ﬂ_ 2 1-6rt+8
dr  J1-/2 (1+74)2

som &r positiv for 0 <7 < \/ V2 -1 (s att detta intervall avbildas injektivt pa 0 <t < 1). Dessutom:

Vict-ql1- 16r(1-r)2 (1 +rH)2-16r1(1-r)2 () V(A -6rt+18)2  1-6r*+18
(1+rh)t (1+7r4)2 (M2 (12

Alltsa 26k = i . Klart!

Vi-rt V1-#

37



Lat oss jdmfora med motsvarande formel fOr arcsin-integralen:

5 f 25V1-82 ¢
A / _ 52 0 1 _ t2

Bevis. Variabelbytet t = 25\/1 — s? har derivatan

(OgSsl/\/i)

at 2

I 1_82-(1—252)

som dr positiv for 0 < s < 1/v/2 (s4 att detta intervall avbildas injektivt pa 0 < ¢ < 1). Dessutom:

VI-2=y/1-452(1-52) = \/1-4s2 + 457 £ \/(1-2s2)2 = 1 - 26,

Alltsg 2% _ ¥ artt

V1i-82 V1-#2
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Men vad ar detta for formel egentligen?
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Men vad ar detta for formel egentligen?

— 52 \/ I — tz

2arcsin S = arcsin T.

kan skrivas som
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Men vad ar detta for formel egentligen?

2arcsin S = arcsin T.

kan skrivas som

Detta betyder att T maste ges av
T =sin(2arcsin S) = 2sin(arcsin S) cos(arcsin S) = 25V1 - 52

enligt formeln for sinus av dubbla vinkeln.
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Men vad ar detta for formel egentligen?

2arcsin S = arcsin T.

kan skrivas som

Detta betyder att T maste ges av

T =sin(2arcsin S) = 2sin(arcsin S) cos(arcsin S) = 25V1 - 52

enligt formeln for sinus av dubbla vinkeln.

Det vi visade pa forra sidan var med andra ord bara ett specialfall
av denna formel, dir vinkeln som ska dubbleras (alltsa arcsin S)

ligger i intervallet [0, 7t/4].
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Vi dr sdklart vana vid att borja med de trigonometriska funktionerna,
och sedan definiera arcusfunktionerna genom att invertera.
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Vi dr sdklart vana vid att borja med de trigonometriska funktionerna,
och sedan definiera arcusfunktionerna genom att invertera.

Men forestdll er en varld utan trigonometri, ddr man hade studerat
var arcsin-funktion i form av integralen

f(x) = f N for 0 < x <1 (eller mojligen -1 < x <1)
V1-3s2

i 6ver hundra 4r, innan nagon kom pa att det kunde vara anviand-
bart att istédllet arbeta med dess inversa funktion (alltsd var sinus-
funktion), utvidgad till att vara definierad pd hela R, eller t.o.m. pd
hela C.
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Vi dr sdklart vana vid att borja med de trigonometriska funktionerna,
och sedan definiera arcusfunktionerna genom att invertera.

Men forestdll er en varld utan trigonometri, ddr man hade studerat
var arcsin-funktion i form av integralen

f(x) = f N for 0 < x <1 (eller mojligen -1 < x <1)
V1-3s2

i 6ver hundra 4r, innan nagon kom pa att det kunde vara anviand-
bart att istédllet arbeta med dess inversa funktion (alltsd var sinus-

funktion), utvidgad till att vara definierad pd hela R, eller t.o.m. pd
hela C.

Ungefdr sd var det med elliptiska integraler och deras inverser, de
elliptiska funktionerna!
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Elliptiska funktioner

Teorin utvecklades framfor allt av Niels Henrik Abel (1802-29) och
Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-51).

(Bilder: Wikimedia Commons.)

(Gauss hade undersokt inversen till [ \/— redan ar 1797, dock
utan att publicera sina resultat.)
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1.

Lategralia maxime memorabilia, quae Formula exhi]xentu:;/}%a , et quae Func-

tionum Ellipticarum, quae dicuntur, primam speciem coustituunt, ab Argumento du-
plice pendent, et ab Amplitudine ¢ et a Modulo k. Eiusmodi fanctionis inter se compa-
ratis valoribus, qnos illa pro diversis Amplitudinibus obtinet, eodem maunente Modulo,
egregia multa detexerant Analystae, (nae Additionem eorum et Multiplicationem spectant.
Quam nuper vidimus quaestionem a Cl. Abel in Commentatione, nostra laude majore, mi-

ram in modum provectam esse (V. Crelle Journal fir reine und angewandte Mathema-
tik V. IL).

C. G.]. Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum (1829)
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ram in modum provectam esse (V. Crelle Journal fir reine und angewandte Mathema-
tk V. IL).

C. G.]. Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum (1829)
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Fixera en modul k mellan 0 och 1 och betrakta den ofullstindiga
elliptiska integralen av forsta slaget:

X ds
u:f(x):fo Vo e (-1<x<1).

K(k) u=f(x) (for k=0.9)

“K(k)

43



Grafen for inversen fds som vanligt genom att vdanda pa bilden sa
att axlarna byter plats:

1) x= f(u)

-K(k) K(k) *

Visst kdnns det som att denna funktion ”vill” fortsdtta periodiskt,
pd samma sdtt som sinus-funktionen?
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Om vi ldter den gora detta far vi en elliptisk funktion som Jacobi
kallade for sinus amplitudinis, ”sinus av amplituden”.

Beteckning: sn(u, k) (eller bara snu ifall k ar underforstatt).

x =snu (for k = 0.9) 11

2K _K(K) K(K) 21<(>>\ u

-1t

Period 4K(k) (vilket &r storre &an 27t)
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Forklaring av namnet sinus amplitudinis

Via variabelbytet s = sin ¢ (dédr |¢| < ) kan integralen skrivas

ar x = sin6.

& ds 0 do
= = d
" Jeeas N

Hér kan u betraktas som funktion av x (som innan), men aven som funktion av 6.
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Forklaring av namnet sinus amplitudinis

Via variabelbytet s = sin ¢ (dédr |¢| < ) kan integralen skrivas

dar x = siné.

& ds 0 do
5= Jf . ——
0 /(1-52)(1-k3?) O \/1-K2sin’ ¢

Hér kan u betraktas som funktion av x (som innan), men aven som funktion av 6.
Funktionen u = u(6) har en invers 6 = 6(1) som Jacobi kallar amplituden for u.

Skrivsdtt: (1) =amu. (Strangt vaxande. Dy, = Vom = R.)
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Forklaring av namnet sinus amplitudinis

Via variabelbytet s = sin ¢ (dédr |¢| < ) kan integralen skrivas

ar x = sin6.

& ds 0 do
= = d
b e b e

Hér kan u betraktas som funktion av x (som innan), men aven som funktion av 6.
Funktionen u = u(6) har en invers 6 = 6(1) som Jacobi kallar amplituden for u.
Skrivsdtt: (1) =amu. (Strangt vaxande. Dy, = Vom = R.)

Var tidigare invers x = x(u) (for |u| < K(k)) till funktionen u = u(x) blir da sinus
av amplituden, pd grund av sambandet x = sin 0:

x(u) =sinf(u) = sinam u.

Vi tar detta som definition av x = snu for alla u € R.
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S
N

N
-
-

LK) -K(K) K (k) 2K(K)

S
N

N
-
-

0 =amu (for k = 0.9)
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Jacobi skrev sjdlv alltid sin am. Beteckningen sn infordes senare, av
Christoph Gudermann (1798-1852).
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Jacobi skrev sjdlv alltid sin am. Beteckningen sn infordes senare, av
Christoph Gudermann (1798-1852).

Funktionen cosinus amplitudinis, alltsa cosinus av amplituden,
skrevs saklart cosam av Jacobi. Gudermann dopte om den till cn.

Trigonometriska ettan medfor att cn?u +sn?u = 1.
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Jacobi skrev sjdlv alltid sin am. Beteckningen sn infordes senare, av
Christoph Gudermann (1798-1852).

Funktionen cosinus amplitudinis, alltsa cosinus av amplituden,
skrevs saklart cosam av Jacobi. Gudermann dopte om den till cn.

Trigonometriska ettan medfor att cn? u +sn?u = 1.

Legendre inforde beteckningen A(¢) = \/ 1-k2sin® ¢, och vi har
dven delta amplitudinis, alltsa delta av amplituden:

Aamu =A(amu) = V1-k2sinfamu = /1 -k2(sinam u)2
som i Gudermanns notation skrivs

dnu =V1-k2sn2u.

Den uppfyller (per definition) dn”u + k?sn2u = 1.
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Har &r Jacobis tre elliptiska funktioner ihop (for k = 0.9):

X
x=dnu

-2K -K(k) KW u
11

X=Ccnu X=Snu
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Derivatan av sinus amplitudinis

amu dld a
U = / dg /_u\ 1 = du @MY —
0 \/ 1-k2 sin2 @ \/ 1-k2sinZam u

Ddrmed, enligt kedjeregeln:

a
du

amu = A(amu)

L gin(amu) = cos(amu) - A(am u)

Med andra ord:

%snu =cnu-dnu
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Derivatorna av de andra funktionerna fas pa liknande satt:

%snu =cnudnu

d — _
T-CNU = snudnu

d%dnu - k’snucnu

Om man vill kan man bdorja teorin i denna dnde, genom att se detta
som ett system av differentialekvationer som definierar funktionerna
sn/cn/dn ndr man ger de rdtta begynnelsevillkoren:

sn0=0
cn0=1
dn0=1
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Funktionerna sn, cn och dn uppfyller ett myller av identiteter som
paminner om trigonometriska formler — fast mer komplicerade!

T.ex. additionsformlerna:

snucnovdnv+cnudnusno

sl o) = 1-k2sn?usn?v
~ cnucnv-snudnusnovdno
el = 1-k2sn2usn?v
dnudnv-k?snucnusnovcno
dn(u+0) =

1-k2sn?usn?v
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Det fanns en tid nér studenter forviantades ldra sig detta!

X THE APPLICATIONS OF ELLIPTIC FUNCTIONS.

According to the new regulations for the Mathematical
Tripos at Cambridge, to come into force in the examination
in May 1893, the schedule II. of Part L includes “ Elementary
Elliptic Functions, excluding the Theta Functions and the
so it is to be hoped that this
reintroduction of Elliptic Funetions into the ordinary mathe-

theory of Transformation”;
matical curriculum will cause the subject to receive more
general attention and study. These Applications have
been put together with the idea of covering this ground by
exhibiting their practical importance in Applied Mathematics,
and of securing the interest of the student, so that he may if
he wishes follow with interest the analytical treatises already
mentioned.

A. G. Greenhill, The Applications of Elliptic Functions (1892)
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Nagra av de identiteter som vi har sett tidigare medfor ett samband
mellan sn-funktionen och dess derivata:

%snu =cnudnu

cn®u+snu =1 — (%snu)zz(1—sn2u)(1—kzsn2u)

2
dn“u+k2sn?u =1

w = sn(z, k) uppfyller alltsa ODE:n (dd—zz")z = (1-Kw?)(1 -w?) med
bivillkoren w(0) = 0 och 2£(0) > 0.
Detta kan dven inses direkt for den del av sn u-kurvan dar |u| < K(k), sahér:

d
d d/du 1 7, Snu

= [Snu S ey _
- Jo V(1 -52)(1-k2s?) ) \/(1—sn2u)(1—kzsn2u).
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Den matematiska pendeln (igen)

2
Ccll—t(zp = -w?’sing dirw=+/g/L| (Antag ¢(0) =0 och C;—q:(O) >0.)

Med z = wt fas —q) +sin @ = 0 och ddrmed 35 (E)z — cos @ = konstant,

dar konstanten fas genom insdttning av maximala utslagsvinkeln a
(dar]u 2=0): 3-02-cosa=—(1 —ZSinZ%) =2k?’-1om k=sinj.

Lat w=tsing. D4 dr 22 = 1 cos % - %Z—(P sd (";—Z;)z = 4i2 cosz(g-(fl—f)z _
05?4 -2(2k% -1+ cos @) = cos? § - 15-2(2k> - 2sin* §) = (1-sin® §)-
(1—k—231n2(§) = (1-Kw?)(1-w?).

Dessutom ar w = 0 och ”ZZ—Z’ >(0daz=0.Slutsats:

w(z) =sn(z,k)| dvs. |g@(t)= 2arcsin(k sn(wt,k)) (k = sin%)
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Elliptiska funktioner i komplex analys

Elliptiska funktioner visar inte hela sitt rdtta jag fOrrdn man later
deras in- och utdata vara komplexa tal!

T.ex. har funktionen w = sn(z, k) (for 0 < k < 1) inte bara den reella
perioden 4K (k) utan ocksa en rent imagindr period 2iK'(k) déar

N ds
KW= ) e

1
:lsz\/1 (1- k2)t2]
f \/(1—t2)(1 1-)B)

K(V1-k2) = K(K').
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For att forsta detta, betrakta forst den komplexa sinusfunktionen
w = sinz utgdende fran arcsin-integralen:

Imw Imz

7 = W ds
0 V1-s

-1 1 Rew z Rez

N
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For att forsta detta, betrakta forst den komplexa sinusfunktionen
w = sinz utgdende fran arcsin-integralen:

Imw

Imz

0 V1-s
Rew

P

Ll )
N
Il
S
QU
[

N
TSI
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For att forsta detta, betrakta forst den komplexa sinusfunktionen
w = sinz utgdende fran arcsin-integralen:

Imw ;. Imz

W ds

) 2=Jo A=
-1 1 ".Rew X Rez

N
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For att forsta detta, betrakta forst den komplexa sinusfunktionen
w = sinz utgdende fran arcsin-integralen:

Imw ;. Imz

W ds

Z = _—
0 V1-s

4
Rew xr Rez

N

AN¢p)
D)
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For att forsta detta, betrakta forst den komplexa sinusfunktionen
w = sinz utgdende fran arcsin-integralen:

Imw

w s

zZ = —
0 V1-s

N

W =sinz

58



sSinz

Imz

Period 27t
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Och nu integralen som w = sn(z, k) ar invers till:

Imw

== ]

Rew

ds

Z= wa \/(1_52

)(1-k2s2)

Imz

K(K') +

60

K(k)Rez



Och nu integralen som w = sn(z, k) ar invers till:

Imw Imz
i 8 S
_ [w ds
2= o T
_% -1 1 % Rew K(k)Rez
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Och nu integralen som w = sn(z, k) ar invers till:

Imw Imz
(o T —_—
_ [w ds
2= o T
_% -1 1 % Rew K k)Rez
......... —t
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Och nu integralen som w = sn(z, k) ar invers till:

Imw Imz
P . —
_ [w ds
2= o T
U \UJ \J \J J \
1 — 1
-1 -1 1 1 Rew K(k)Rez
N CofoHoad haEoanE00 —t

60



Och nu integralen som w = sn(z, k) dr invers till:

_ (W ds
2= o T

k)Rez
w =sn(z, k)
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Den allmédnna definitionen av elliptiska funktioner

Med elliptisk funktion menas en funktion f: C - C som dr mero-
morf (dvs. analytisk férutom att isolerade poler ocksa ér tilldtna)
samt dubbelperiodisk.

Imz

€%))
w1

— Rez
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Karl Weierstrass (1815-97) gav ett sdtt att konstruera en elliptisk
funktion med en dubbelpol i origo och godtyckliga perioder w;
och w,. Den betecknas med ett sarskilt “skrivstils-p”, p(z).
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Karl Weierstrass (1815-97) gav ett sdtt att konstruera en elliptisk
funktion med en dubbelpol i origo och godtyckliga perioder w;
och w,. Den betecknas med ett sarskilt “skrivstils-p”, p(z).

Idén &r att ldgga en translaterad kopia av funktionen 1/z2 i varje
gitterpunkt i period-rutnitet och addera dem allihop:

L=2Zwi+Zw; = {n1w1 + Moy : N1, Ny € Z}

p(z) =) !

weL (Z o w)z
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Karl Weierstrass (1815-97) gav ett sdtt att konstruera en elliptisk
funktion med en dubbelpol i origo och godtyckliga perioder w;
och w,. Den betecknas med ett sarskilt “skrivstils-p”, p(z).

Idén &r att ldgga en translaterad kopia av funktionen 1/z2 i varje
gitterpunkt i period-rutnitet och addera dem allihop:

L=2Zwi+Zw; = {n1w1 + Moy : N1, Ny € Z}

p(z) =) !

weL (Z o w)z

Detta dr dock tyvérr en divergent serie!

64



Karl Weierstrass (1815-97) gav ett sdtt att konstruera en elliptisk
funktion med en dubbelpol i origo och godtyckliga perioder w;
och w,. Den betecknas med ett sarskilt “skrivstils-p”, p(z).

Idén &r att ldgga en translaterad kopia av funktionen 1/z2 i varje
gitterpunkt i period-rutnitet och addera dem allihop:

L=2Zwi+Zw; = {n1w1 + oWy : N1, Ny € Z}

p(z) =) !

weL (Z o w)z

Detta dr dock tyvérr en divergent serie!

Men det gar att raddda situationen med en liten korrektion:

obe 3 ()

wetoy \(Z-w)? w?
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Man kan visa att Weierstrass-funktionen w = p(z) uppfyller ODE:n

dw\’
(E) = 4w’ - QW - ¢3

déar koefficienterna g, och g3 beror pa perioderna w; och w;:

1
$=60 ) —
welL~{0} (U4
1
83 = 140 Z —
welL~{0} w®
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Elliptiska kurvor

En elliptisk kurva (6ver R eller 6ver C) bestar av alla punkter (x,y)
(i R? resp. C?) som uppfyller ekvationen

y* = p(x)

dér p(x) dr ett polynom av grad 3 eller 4 med enkelrotter enbart.

T.ex.
y* = (1-x*)(1-k*x*) (0<k<1)

eller
y*=x°+ax+b (4a°+27b%* % 0).
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Elliptiska kurvor parametriseras av elliptiska funktioner

Vi har sett att w = snz uppfyller ODE:n

(%) = (1-w?)(1 - Rw?)

och att w = p(z) uppfyller ODE:n

dw)\’
(E) = 4w’ - gow - ¢3.
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Elliptiska kurvor parametriseras av elliptiska funktioner

Vi har sett att w = snz uppfyller ODE:n
aw 2 = (1-w?)(1-k*w?)
dz

och att w = p(z) uppfyller ODE:n

dw\’
(E) = 4w’ — QW - 3.

Alltsd &r (x,y) = (snz, £ snz) en parametrisering av kurvan

¥ = (1-22)(1-K22)
och (x,y) = (go(z), — p(z)) en parametrisering av kurvan

y? = 4x° - gox — ¢3.
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Allméant géller att
(x,y) = (f(2). f'(2))

ar en parametrisering av den elliptiska kurvan y? = p(x) ifall f ar
en elliptisk funktion som inverterar integralen

ds
)
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Allméant géller att
(x,y) = (f(2). f'(2))

ar en parametrisering av den elliptiska kurvan y? = p(x) ifall f ar
en elliptisk funktion som inverterar integralen

ds
)

Jamfor med (x,y) = (sinz,cosz) som dr en parametrisering av enhetscirkeln
y? = 1-x2, dar sinusfunktionen inverterar arcsin-integralen

ds
Vi

och dar cosinusfunktionen ar derivatan av sinusfunktionen.

71



Addition pa elliptiska kurvor

Betrakta en elliptisk kurva parameteriserad pa ovanstdende vis,
(x,y) = (f(2), f'(2)-
Givet tvd punkter P; och P, pa kurvan, lat z; och z, vara deras

motsvarande parametervarden, och lat Q vara den punkt pa kurvan
som har parametervardet z; + z,.

Detta definierar en (kommutativ och associativ) additionsoperation
pa kurvan:

Q=P +P

(Parametrarna z; och z, dr inte entydigt bestimda, men Q beror inte pa valet av
dessa, eftersom summan z; + z, dr vdlbestimd modulo perioderna w; och wy.)
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For y2 = x3 + ax + b kan Q = P; + P, konstrueras geometriskt:

3V

(Om P, = P, sa drar man kurvans tangent i den punkten.)
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Antag att kurvan &r y? = p(x) dér p ar ett polynom med rationella
koefficienter.

Om da P; och P, dr rationella punkter pd kurvan (dvs. punkter pa
kurvan som tillhor Q?) sa kommer P; + P, att vara det ocksa.

Att hitta rationella punkter pa elliptiska kurvor dr av stort intresse
inom talteori.

(Wiles’ bevis for Fermats stora sats, kryptografi, . ..)
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Slutligen, ater till “95% of people cannot solve this!”

a b ©
+ +

b+c a+c a+b

4.

(a,b,c) = (4,-1,11) &r en 16sning, men inte positiv.
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Slutligen, ater till “95% of people cannot solve this!”

a b ©
+ +

=4,
b+c a+c a+b

(a,b,c) = (4,-1,11) &r en 16sning, men inte positiv.

Multiplicera med (a +b)(a+c)(b + c¢) och utveckla:

a’ + b + ¢ - 3(a®b + ab® + a*c + ac® + b*c + bc?) - 5abc = 0.
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Slutligen, ater till “95% of people cannot solve this!”

a b ©
+ +

=4,
b+c a+c a+b

(a,b,c) = (4,-1,11) &r en 16sning, men inte positiv.

Multiplicera med (a +b)(a+c)(b + c¢) och utveckla:
a’ + b + ¢ - 3(a®b + ab® + a*c + ac® + b*c + bc?) - 5abc = 0.

Ldta=56-x+y,b=56-x-1y, c=-56-12x och forenkla. Detta ger
en elliptisk kurva:

y* = x° +109x? + 224x.
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Slutligen, ater till “95% of people cannot solve this!”

a b ©
+ +

b+c a+c a+b

4,
(a,b,c) = (4,-1,11) &r en 16sning, men inte positiv.
Multiplicera med (a +b)(a+c)(b + c¢) och utveckla:

a’ + b + ¢ - 3(a®b + ab® + a*c + ac® + b*c + bc?) - 5abc = 0.

Ldta=56-x+y,b=56-x-1y, c=-56-12x och forenkla. Detta ger
en elliptisk kurva:

y* = x° +109x? + 224x.

Punkten P med koordinaterna (x,y) = (-100,260) &r en rationell
punkt pa denna kurva. (Den motsvarar (a,b,c) = 104(4,-1,11).)
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Berdkna 2P = P+ P,3P =P+ P+ P, etc., upp till 9P som dr den forsta
punkten i denna f6ljd som ger positiva varden pa (a, b, c).
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Berdkna 2P = P+ P,3P =P+ P+ P, etc., upp till 9P som dr den forsta
punkten i denna f6ljd som ger positiva varden pa (a, b, c).

Dessa positiva vdrden ger den 16sning med 79/80/81-siffriga tal
som Vi sag i borjan av foreldsningen (och man kan bevisa att detta
verkligen dr den minsta l6sningen).
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Berdkna 2P = P+ P,3P =P+ P+ P, etc., upp till 9P som dr den forsta
punkten i denna f6ljd som ger positiva varden pa (a, b, c).

Dessa positiva vdrden ger den 16sning med 79/80/81-siffriga tal
som vi sdg i borjan av foreldsningen (och man kan bevisa att detta
verkligen dr den minsta 10sningen).

For ekvationen

a b c
=178
b+c+a+c+a+b

har det storsta talet i den minsta 16sningen 398 605 460 siffror. Och for

a b c
b+c+a+c+a+b_8%

kriavs mer an 2 - 1012 siffor!

A. Bremner & A. Macleod, An unusual cubic representation problem, Annales Mathematicae et
Informaticae (2014)
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