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1) f &r definierad da 0 < = # 1. Standardriakningar (Gor dessal) ger f’(a:) = (22 ( )(:;)2 )
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Vi ser att f(z) — —oo0,  — 07, f(z) = 400, & — 1% och f(z) = oo, & — co. Vidare &r

f(1/2) = —2In2 — 2 och f(2) =2In2 + 1. Detta ger grafen
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Den sokta tangentlinjen ska ga genom (3, f(3)) = (3, 2In3 + 2) och ha riktningskoefficienten

5) 1 )
f'3) = 3 sa den far ekvationen y —2In3 — 3= E(:c —3) < br—12y=9—-24In3.
Svar: Graf enligt ovan. f har en lokal minimipunkt i z = 2 (med det lokala minimivirdet
f(2) =2In2+1) och en lokal maximipunkt i z = 1/2 (med det lokala maximivérdet f(1/2) =

—2In2 — 2). Sokta linjen har ekvationen 5x — 12y = 9 — 241n 3.

2)w;léhl S .3 0 enligt standardgriinsviird
a = . : — = enligt standardgransvirden.
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2b) lim ie*z = lim (7123)673: = lim —- 9”23 =0- S 0 enligt ett standard-
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gransvérde.
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Svar: (a) g (b) 0 (c) —1.

3a) Partialintegration av en etta ger
Y o 1 1/2 21n2
/ arctan 2x dz = [z arctan 23:](1]/2 - / 1 _i_sz dr = g - [4 In(1 + 4»”52)]0 = %
0 0

dt
3b) Bytet t =sinx, dt = cosx dx ger / s dx = /

1
— = —arctan(v2t)+C =
1+ 2sin?x 14+ (V22 V2 (vai)
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7 arctan(v/2sinz) + C, déir C &r en godtycklig konstant.

3c) Partialbraksuppdelning (gor detaljerna) ger
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Svar: (a) % (b) ﬁarctan(\/ﬁsinw) +C  (c) — ; .
4) Definitionen av generaliserad integral ger
o0 a
/e_(x_2) dz = lim [ e @2 dz = lim [—e_(m_%r = lim (1 — e_(“_Q)) =1,
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sa /e @=2) 4z #r konvergent med virdet 1. Observera att |z — 2| = # — 2 om z > 2 och
2

o

|z — 2| = —(x —2) om x < 2. Detta ger att /e_lgc_2| dx ocksa ar konvergent med vérdet 1.
2
Betrakta nu
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enligt ovan. Detta visar att / e 172l dz sr konvergent med vérdet 1 sa / e 12l 4y &r

—00
konvergent med véardet 1 + 1 = 2.
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Svar: /e(mQ) dr =1, / e 172 gy = 2.
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5) Sitt f(z) = (z 4 2)e'/?, x # 0. Standardriikningar (Gor!) ger f'(z) = € 5 (z + 1)(x - 2).
x

Detta ger teckentabellen:
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Da ~— — 400,  — 0% och = — 0, & — Fo00 ser vi att f(z) — Foco0, = — +oo, f(z) —
T T

1
0, z— 0 och f(x) = co, # — 0T. Vidare &r f(—1) = = och f(2) = 4/e. Detta ger grafen
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Avlisning i grafen ger nu antalet 16sningar for varje virde pa konstanten k.
1

Svar: Ekvationen f(z) = k saknar l6sning om — < k < 4y/e. Den har 2 l6sningar om
e

1 1
0 <k < = eller om k > 4+/e, och 1 16sning om k < 0, k = = eller om k = 4+/e.
e e

6a) Se kursboken eller foreldsningsanteckningarna.

6b) Satt f(z) = |z — 5|. Da &r f(x) > 0= f(5) for alla x € R sa « = 5 &dr inte bara ett lokalt,
utan t o m ett globalt minimum till f (d v s f:s minsta virde antas dér). f &r sjilvklart
kontinuerlig for x # 5 och att f &r kontinuerlig d&ven i x = 5 f6ljer av att llgle f(z) =
lim 2 —5=0= f(5) och lim f(z)= lim —(z—5)=0= f(5). f & dock ej deriverbar i
x—5+ 5~ 5~
f(5+h)—f(5) _ |h|

x =5ty Y = saknar gransvirde da h — 0.

1
6¢c) For o # 0 ar f(z) = 222 +2?sin — > 22° + 2% (—1) = 22 > 0 = f(0) ty sint > —1 for alla t.
x
Detta visar att f har ett strangt lokalt (t o m globalt) minimum i x = 0.
Svar: (a) Seovan. (b) T ex f(z) =|r—5| (c) f har ett stringt lokalt minimum i z = 0.

7a) Om z > c ligger x ¢j i Cy enligt definitionen av c. Alltsa ar f(x) > y for > ¢. Da f ar
kontinuerlig foljer att f(c) = lim+ f(z) >y.
Tr—cC



7b)
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Enligt definitionen av kontinuitet &r lin}l f(z) = f(d). Om d € [c,b], f(d) > y sa &r e =
Tr—r

f(d)—y > 0 och enligt grinsviirdesdefinitionen finns ett tal 6 > 0 sadant att | f(z) — f(d)| < e
nérhelst |[d — x| < 6. Da |f(x) — f(d)| < € &r speciellt f(z) > f(d)—e = f(d)—(f(d)—y) =1y
for |d — x| < 9, vilket visar forsta delen.

Aterstar att visa att ¢ # d. Detta foljer av att om ¢ = d och § &r som ovan sa ér f(z) >y
nérhelst c—xz| <ddvs f(x) >yoma >c—0. Det foljer att omz € Cysadraz <c—0 <c
vilket strider mot att ¢ var det minsta talet med denna egenskap. P g a denna motsigelse
maste ¢ < d.

Fran (a) ar f(c) > y och vi visade i (b) att om f(d) > y och ¢ < d sa &r i sjilva verket ¢ < d.
Det dr alltsa omgjligt att f(c) > y sa endast mojligheten f(c) = y aterstar.

Anméirkning 1: Talet ¢ definierat som det minsta talet med egenskapen att x < ¢ for alla
x € Oy brukar kallas supremum av méngden C,, (skrivs ¢ = sup Cy). Man kan visa att om

M C R é&r en begrinsad méngd sa existerar alltid sup M andligt, &ven om M inte har nagot
storsta element. Se Appendix A i kursboken for fler detaljer.

Anmirkning 2: Ovanstaende resonemang ger ett bevis for satsen om mellanliggande vérde.
Aven hir gar det att konsultera Appendix A i kursboken for fler detaljer.

Svar: Se ovan.



