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3z —2)(z+1)
(22 +1)2x+ 1)(z — 1)

[ ér definierad da z > 1. Standardrikningar (Gér dessal) ger f'(z) =

3 1
Sétt g(x) = e 1)((221 1))(17 —y Da #r g(x) > 01 Dy och f'(z) = (z — 2)g(z). Detta ger
teckentabellen:
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Vi ser att f(a:):3arctanx+ln< + /:1:) on

=1/ —>7—Hn2, x — oo och f(z) = oo, z — 17 (ty
In(x—1) — —oo och 6vriga termer har #ndliga gréansvérden). Vidare &dr f(2) = 3 arctan 2+In 5.

Detta ger grafen

37/2+1n2 \\_—,——’—-
3arctan2 +1Inb +

Svar: For graf, se ovan. f har en lokal minimipunkt i x = 2 (med det lokala minimivirdet
f(2) = 3arctan2 +1In5). Lokala maximipunkter saknas. Linjen x = 1 &r lodrét asymptot och

linjen y = ?ﬂ + In 2 ar vagrit asymptot da x — oo.

Konjugatforlingning samt att Vx2 =z da = > 0 ger
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2c) — = = =—= — ————— = ——, x — 1 enligt
sin(1 — z2) %(1 —2)(1+2) Slnl(:gc?) (1+ ) 1(1+1) 2
ett standardgrinsvirde, ty 1 — 22 — 0, = — 1.
2 5) 1
Svar: (a) -3 (b) —3 (c) —3

3a) Dubblering av vinkeln ger
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3b) Polynomdivision (genomfor dennal) ger (C' &r en godtycklig konstant)
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3c) Bytett:aj3—7:>dt:3:c2da:<:>x2dx:gdtger
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4) Integralen dr bara generaliserad i co. Partialintegration foljt av partialbraksuppdelning ger
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ty arctan a dr begrinsad. Detta visar att / w dr = g—!—ln 2 och ar déarmed konvergent.
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Svar: / AT dx ar konvergent och / AT Je =T + In 2.
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5) f dr definierad fér z € R. Standardrikningar (Gér!) ger f'(x) = x(3—2x)em*x2. Teckentabell:
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zt—z 1
—— - 0, 2= £o0 enligt ett standardgrinsviirde (observera att
er" T g

1
2 —x =a(xr — 1) = oo, x — +00). Vidare ar f(3/2) = 56_3/4 och f(0) = —1. Detta ger

grafen

Vi ser att f(x) =

)
3/2 r
-1
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Direkt avldsning i grafen ger att olikheten f(z) < k géller for alla x € R precis da k > 56_3/ 4,
1
Svar: k > 5673/4.
6a) Svar: Vy =] —00,0] (ty 0 < sinz <1 om x € Dy).

6b) Svar: y = 0 dr vagrit asymptot bade da x — oo och z — —oo. Lodrita asymptoter saknas

1 m
(observera att arctan — — j:§ , x — 0%).
x

6¢c) Svar: 10 (ty |z] &r en trappfunktion med virden 0, 1, 2, 3, 4 pa ]0, 1], |1,2], |2, 3], |3, 4] resp.

14, 5], anvénd Definition 6.1 pa s 275-276).

7a) Variabelbytet s =t — 1 ger, for godtyckligt n, att

n+2 n+1 n+1
/ sin(wt) Intdt = — / sin(ms)In(s +1)ds = — / sin(nt) In(t + 1) dt,
n+1 n n

dér sista likheten foljer av att integralens virde naturligtvis inte kan bero pa vad vi kallat

n+2 n+1
integrationsvariabeln. Det géller alltsa att / sin(7t) Int dt| = / sin(7t) In(t + 1) dt|.
n+1 n

Antag att n dr jimnt, sa att sin(wt) > 0 pa |n,n + 1[. Da In &r stringt vixande &r Int <
n+1 n+1

In(t + 1), varfor / sin(nt) Int dt < / sin(nt) In(¢ + 1) dt (att olikheten blir stréng foljer av

n n
att bada integranderna #r kontinuerliga pa [n,n + 1]).
n+1 n+1
Om n &r udda ger samma resonemang att / sin(wt) Int dt > / sin(nt) In(¢+1) dt, dér bada

n n
n+1 n+1

leden #r negativa. I bada dessa fall giiller alltsa att / sin(mt) Int dt| < / sin(mt) In(t + 1) dt

n n



7b)

Kombinera dessa observationer sa fas

n+-2 n+1 n+1
/ sin(mt) Intdt| = / sin(wt) In(t + 1) dt| > / sin(mt) Int dt|,
n+1 n n

vilket skulle visas.

Enligt analysens huvudsats &ar f deriverbar och ddrmed ocksa kontinuerlig for x > 1. Vidare
2

ar f(2) = /sin(wt) Intdt < 0 ty integranden &r < 0 for 1 <t < 2. Dessutom gller att
1
3 2 3
f3) = /sin(mﬁ) Intdt = /sin(wt) Intdt + /Sin(wt) Intdt,

1 1 2
och hir &r forsta termen < 0 medan andra termen #r > 0, sa tecknet pa f(3) avgors av vilken
av termerna som har storst absolutbelopp.

3 2

Men olikheten fran 7a) med n = 1 séger att / sin(mt) Int dt| > / sin(wt) Int dt| vilket

2
ger att f(3) > 0. Enligt satsen om mellanliggande véirde har ddrmed f minst ett nollstélle i

intervallet ]2, 3[ och beviset dr klart.

Anm: Ett néstan identiskt resonemang visar att f har minst ett nollstéille i varje intervall
av formen |k, k + 1], ddr k = 2,3,.... Med lite extra arbete gar det ocksa att visa (hur?) att
f har ezxakt ett nollstélle i varje sadant intervall.

Svar: Se ovan.



