Losningsskisser for TATA41 2017-04-19

1. Definitionsméngden ér Dy = {x € R : « # 0} i alla tre fallen. Uppenbart
udda funktioner i (a) och (b), uppenbart positiv funktion i (c).
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2. (a) 23(7?;2(2 = Sinm('if) s =1L =-1ddz— -2, enligt ett standard-
gransvarde.
215z2)—a? .. o
(b) \/x2+5x—x:%:[forx>0]:ﬁ—>gdax—)oo.

(¢) Va2 +5z—x = |z|V1+ 52 T4+ (—z) = 0o dd  — —o0. (Typ "co+00")
Svar: (a) —1/5 (b)5/2 (¢)
3. (a) f%dx:f(l—l—%)dx:x—&—%ln(ll—ﬁ—xz) — arctan Z + C.
(b) Bytet t = /x f6ljt av partiell integration ger [sin/zdx = [2¢sintdt =
—2tcost + 2sint + C = —2\/x cos/x + 2sin /z + C.
(c) Ex. 5.32 i kursboken (Forsling-Neymark) visar [ 2% = lp 1=tz 4 &

sinx 14-cosx
(for @ # nmw, n € Z, dar det som vanligt dr underforstatt att C' kan ha

olika virden i olika intervall nt < z < (n + 1)m).

Alternativ: variabelbytet ¢ = tan Z (jfr. Ex. 5.35) ger [ -4 = 1;?2 fﬁ; =
[4 = |t|+C = In |tan Z| + C, vilket &r samma sak, eftersom
1-t2
11,y l—cos 1 g2 11y, 2t°
st = sl = 2 =Inft| =In |tan Z|.
l+t2

(Varning: se upp sa att du inte skriver In(cos x — 1) ndgonstans, for det uttrycket

ar ju odefinierat for alla € R! Diremot gar In |cosz — 1| = In(1 — cos z) bra;
1

det &r bara odefinierat i punkter dér redan integranden ar odefinierad.)

Svar: Se ovan.

4. Partiell integration och sedan partialbraksuppdelning ger (for > 0)

/ In(1 + 22) Iz In(1 + 22) +/ 2dx

x? x (1+22)z
S W
= _In(1+22) +2lnz —2In(1+22)+C
1n(1i2x)

x

vilket medfor att

/ In(+22) 0 i <_ln(1+2w)—21n(2+i)) +h175+21n%
2

x2 w—00 w

=0-2In2+ 1In5+2(In5—In2) = gln5—41n2.



(Eller In(25v/5/16) om man vill, sd att man ser att svaret blir positivt, vilket
det maste bli eftersom integranden In(1 + 2z)/z? ir positiv.)

Att gransvirdet av den forsta termen blir noll motiveras med anvéndning av
standardgrénsvéirdet Int/t — 0 d& ¢ — oo, t.ex. sahér:

In(l+2w) 1 1 /1
M:EJr*-ln(erZ)%O+O~1n(0+2):0, dé w — 0.
w w w w

Eller sahar:

In(1+2w) In(l+2w) 142w In(l+2w) (i+2> 0. (04+2) = 0.

w 1+ 2w w 142w

Svar: Integralen ér konvergent och har véirdet 3In5 —4In2 = In(25v/5/16).

. Svar: Alla tre pastdendena ar falska.

T.ex. visar f(z) = x att (a) ar falskt, och det finns manga vélbekanta funk-
tioner som motsdger bade (a) och (b), exempelvis f(z) = /z och f(x) =Inz.

Att hitta ett motexempel till (¢) kréver lite mera fantasi, men om t.ex.

sin(x?)

fz) =

T

s& giller f(z) — 0 di © — oo (eftersom sin(z?) dr begrinsad och 1/z — 0),
medan f'(x) = 2cos(x?) — x~ 2 sin(x?) saknar grinsvirde d& z — oo.

. Eftersom x = 0 inte ar en l6sning sa ar ekvationen e* = kx ekvivalent med

x

flx) =k, dar f(a:):(%7 x # 0.

Derivatan f’(z) = (z — 1) e /22 ger foljande teckentabell:

T 0 1

r—1] — - +
e’ |+ + +
@ |+ 0+ +
f/(x) - deejf. - 0 +
F@ N ad N

For att kunna rita upp den del av kurvan y = f(z) som ligger i remsan
—1 < x < 2 behéver vi ocksd notera att f(z) — +oo da x — 0F (eftersom
1 +oooch e 1> 0).

Antalet losningar till f(z) = k i intervallet [—1, 2] avldses sedan genom att
rikna antalet skdrningar mellan linjen y = k& och kurvan y = f(z), = € [-1,2].
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Svar: Ekvationen har tva 1osningar (i det givna intervallet —1 < 2 < 2) ifall
e < k < €2/2. Den har en 16sning om k > e€2/2 eller k = e eller k < —e™ 1.
Den har inga l6sningar om —e™! < k < e.

(a) I integrationsintervallet —g <zx< % antar cosz alla viarden mellan 0
och 1, sa integranden /1 — cosx antar alla varden mellan /1 —0 =1

och /1 —1 = 0. Hogsta mojliga undertrappan till v/1 — cosx pa detta

intervall, med ett enda trappsteg, ligger alltsd pa hoéjden 0, och ldgsta
mojliga 6vertrappan ligger pa héjden 1. Eftersom intervallets langd ar
T (7#) __ bm

z 5) = % fas ddrmed uppskattningen

5%
0<I<—.
- T 6

(b) Omskrivningen cosz = cos(2- %) =1 — 2sin® £ ger

/3 3

/3 )
1= [ vimemrde= [ e e =va [ sing| o
—m/2

—7/2 —m/2

0 /3
=2 (—sin%)daz—i—\/ﬁ/ sin § dx
0

—m/2
0
= \/5[2005 %} o \/§[2COS %}
_ 1 3
=2v2(1- &) —2v2( - 1)
=42 -2 -6
(Alternativ metod: forling med /1 + cosz.)
Svar: (a) 0 <1 <57/6 (b)I=4y2-2-6
(Rimlighetskontroll: 4v/2 — 2 — V6 ~ 4-1,4 — 2 — 24 = 1,2, vilket #r uppenbart

stérre dn var undre gréns 0, och dven klart mindre #n var 6vre grins 5%, som ju &r

6 ?
drygt %3 =25.)
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