Losningsskisser for TATA41 2020-08-25 (formiddag)
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(a)

(b)

(c)

Upprepad partiell integration ger fsin(?)w) . x2 dr = %(31) N
7bm(3I) 2z + 005(3@ 24 C =22 9* cos(3z) + 2 = sin(3z) + C.
Partlalbraksuppdelmng, foljt av bytet t=x+ 1 (med dt = dx), ger
fﬁﬁigﬁgz dr = [(3 + m)dw = Infz| + ft2+9 = Infz| +
=In|z|+ § arctan(t/3) + C = In|z| + § arctan - 4 C.

9f 1-~-(t/3)2
Med t = /T+z (och dirmed z = t* — 1, do = 2tdt) fas [ S do =
Jorar 2tdt =2 [(1 - phy)dt = 2(t — arctant) + C = 2(V1+z —
arctan /1 +z) + C.

Svar: Se ovan.
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(b)
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0 2 dad x — oo, enligt standardgrénsvérden.

. osin(mz) _ g, osin(w(14t)) _ —x . sin(m+nt) _  —sin(wt) _
(C) IlL)Hll e2r—e2 T lg% e2(1+t) _e2 7 227 eftersom e2t2t—e2 T e2(e2t—-1)

Svar: (a) 0 (b)2 (c¢) ~502

(a)

- . sin(7t) L2t
2e2 Tt e2t—1

— 53+ 1-1da ¢ — 0, enligt standardgrénsvérden.

e?’

Enklaste séittet att tdnka: Det dr bara att rita y = e® for z < 0 (vdxande)
och y = e ™ for x > 0 (avtagande).
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Egenskaper som bor synas i figuren (och ev. kommenteras): Jaimn funktion.
Globalt maximum f(0) = 1. Funktionen f &r inte deriverbar i z = 0,
eftersom hoger- och véansterderivatorna ér olika (f} (0) = F1 for att vara
exakt). Linjen y = 0 dr en vagréit asymptot till grafen y = f(z), eftersom
f(z) = 0da z — +o0.

Derivatan ¢'(z) = ﬁ visar att g ar stringt vaxande pa intervallen
x < —2 och z > —2. Eller s kan man gora polynomdivision, g(x) =

1— +2, denna omskrivning visar att grafen y = g(z) fds genom att flytta
kurvan y = —2/x tva steg &t vénster och ett steg uppat, och kurvan
y = —2/x ser ju i sin tur ut som y = 1/x, bara vind upp och ner och

omskalad med en faktor 2 i y-led:
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Egenskaper som bor synas i figuren (och ev. kommenteras): Linjen x = —2

ar en lodrit asymptot och linjen y = 1 &r en vagrit asymptot. Lokala



extrempunkter saknas. Kurvan gar genom (0,0), och x = 0 &r g:s enda
nollstélle.
(Ovriga heltalspunkter pa kurvan &r (=1, —1), (—3,3) och (—4,2).)

(c) Enklaste sittet att tdnka &r antagligen att utga fran den kdnda grafen
y = arcsinz (den roda streckade kurvan i figuren nedan) och flytta
vérdet i punkten z = a till z = 1/a istdllet (for varje tal a sddant att

0<lal <1).
Y
L
1
7
o
J’,
NP —
— ¢
II -
—z

Egenskaper som bor synas i figuren (och ev. kommenteras): Udda funktion.
Definitionsméngd Dy, = {z € R : |z| > 1}. Globalt maximum h(1) = 7/2,
globalt minimum h(—1) = —7/2. Linjen y = 0 ar en vagrat asymptot,
eftersom h(r) — 0 da * — foo (man kan notera att h(x) ~ 1/z for
stora virden pa |z|). Lodrita asymptoter saknas (men grafen har lodrat
tangentlinje i punkterna +(1,7/2)).

4. Lat f(z) = arcsin(z/2) — 2v4 — a2, for —2 < x < 2. Derivering ger f'(x) =
1/2 —2¢  _ 142

TG 2 ST T Taar for —2 < z < 2, sa derivatan ar negativ for

-2<z< —% och positiv for —% < x < 2. Eftersom f ar kontinuerlig ut i
dndpunkterna x = 42, sd ar f stringt avtagande pa intervallet —2 < z < —%
och stréangt vixande pa intervallet f% < 2 < 2. Vikan nu rita grafen y = f(z),
och ldsa av antalet 16sningar till ekvationen f(x) = k for olika virden pa k:

Y

F A= f(—3)=—arcsini — V15 (= —4,12566)

Svar: Lat A = — arcsini — +/15. Ekvationen har tva stycken losningar om

A<k < -7, en losning om k= A eller —5 <k < 7, och inga losningar for
ovriga reella varden pa k.



5. (a) Den aktuella integralen fil Z—% ar generaliserad i origo, si den raknas

(per deﬁnition) som konvergent om och endast om bada integralerna

31 ifﬁ ch fo % konvergerar. Men fo o3 ar dlvergent eftersom 81 % =
[2;12] — 00 di e — 0T. Alltsa &r dven f | % divergent.

(b) Vi beréknar férst den primitiva funktionen
1 1 —
In{l+~-)dr=oln(1+~-)— [z —FFdr
=xln (1 + 1) + / !
x z+1

1
:xln(l—l—m) +Injz+ 1|+ C.

Detta ger (for w > 1)

o) falet)oma]

1 l
bty +In(1+ 1) —2m2.

1
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Alltsa, med hjalp av variabelbytet t = 1/w och ett standardgransvirde,

° 1 1 In(1+ 1+
/ (ln <1+) - ) dr = lim <n(1+“’)+ln(1+01j)2ln2)
1 T T w—r00 =
1
= lim (rl(llf—i_t)+ln(1+t)—21n2>

=1+0—2In2.

Svar: (a) Divergent (b) 1 —2In2.

6. Lat f(x) = a:(% + Inz). Denna funktion &r uppenbart strangt véixande pa
intervallet x > 1, eftersom den déar &r en produkt av tva positiva strangt
vaxande faktorer. Summan Y7 _, f(k) &r dirmed en éversumma till integralen
f , f(z)dz, vilket lampligen inses genom att rita en figur.

Detta ger, for godtyckligt heltal n > 1:
10 = £+ Yo 10 = F) + [ f@)do
k=1 k=2 1

1 " 1 1 21 |
gt [ (Grme) =g [F5] =g atan),

vilket skulle visas. (Nér n =1 tolkas Y ,_, som noll, en "tom summa”.)




7. Det finns naturligtvis inte bara ett korrekt svar pa denna uppgift. Observera
att skrivsiattet f: R — R innebar att funktionens definitionsméngd ska vara
Dy =R, dvs. for att ett exempel ska vara korrekt krévs till att bérja med att
funktionen maste vara definierad for alla reella tal.

(a) T.ex. f(z) = sin(z?), z € R.
Denna funktion dr begransad eftersom |f(z)| < 1 for alla 2, men derivatan
f'(x) = 2z cos(x?) &r obegriinsad, eftersom talféljden f’(v/27n) = 2v/27mn
(n=1,2,3,...) gdr mot odndligheten.

(b) T.ex. f(x) =2,z € R.
Detta ar uppenbart en obegriansad funktion, och derivatan f/(x) =1 &r
lika uppenbart begréinsad.

(c) Teex. f(z) = [ 2|t|dt = sgn(x)a? = z|z|, z € R.
Integranden ar kontinuerlig pd R, sd f'(x) = 2|z| for alla = € R enligt

analysens huvudsats, och det dr vélkant att 2|z| inte dr deriverbar i
origo, sa f”(0) existerar inte.



