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1 Taylor- och Maclaurinutvecklingar

1.1 Taylors formel

Givet en funktion f(z) och en punkt a vill man lokalt approximera f(z) med ett poly-
nom p,(x) av grad (hégst) n. Formeln for p,(x) dr som foljer:

" (n)
pal) = fla) + Fla)e —a)+ T 0 oy g
Det som utmirker p, unikt &r att f(a) = pn(a), f'(a) = p(a), ..., f™(a) = p;”)(a).

Polynomet p,(z) kallas Taylorpolynomet av ordning n till f(z) i a. Férsok inte att
“forenkla” polynomet genom att multiplicera ut alla parenteser; poangen &r att vi vill se
vilka delar som ar sma nar x ar nira a. Funktionen

() = f(2) = pa(2)

kallas resttermen i utvecklingen och &r alltsa skillnaden mellan det exakta vérdet f(x)
och approximationen p,(z), och den kan skrivas pa tva sitt:

(n+1)
rae) = LS oy = 0(( — 0
—_———

(n+1)!
~~ d Ordoform
Lagranges form

for nagot & = () mellan a och z.

e Ordoformen anvénder vi vid t.ex. berdkningar av vissa typer av gransvirden samt
vid lokala max/min-problem.

e Lagranges form anvéinds vid approximation av tal (som t.ex. ) med rationella tal.

Om a = 0 kallas p,(z) for Maclaurinpolynomet av ordning n till f(z). Maclaurin-
utvecklingen av ordning n med ordorestterm ges av

" (n)
£@) = £0) + £+ Lt L0y o)
X ! n! —_——
resttermen

Maclaurinpolynomet p,, ()

Vi aterkommer till Lagranges form pa resttermen senare.



1.2 Elementiara Maclaurinutvecklingar
Foljande utvecklingar ska man kunna (och kunna hérleda):

2 3 4 5 6 7

o 1+$+%+%+%—|—%+%+%+0($8)7
cosr = 1 —z—j _|_z_j _2_(; +O(:1:8),
siny = x — 2—7 + ﬁ—? - i—? + O(?),

arctanz = T — %3 + %5 _ %7 + (9(:69),
m(ltz) = ool TP 22 s,

(14+2)°* = l4+az+ (g)yﬂ + (g)x?’ +.. 4+ ((;)m? + O(z%),
dar a ar en konstant och

(£)- 0 (1)

1.3 Ordokalkyl och entydighetssatsen

Antag att f(x) och g(z) &r funktioner definierade i en omgivning till punkten a. Om det i
nagon omgivning till a finns en begridnsad funktion b(x) sddan att

galler i denna omgivning, da séager vi att
flz)=0(g(z)) da = — a.

Det vill siga i varje steg i en utrédkning betecknar O(g(z)) en funktion pa formen b(x)g(z)
dér b(z) ar en begrinsad funktion i ndgon omgivning till a. Poédngen &r att det i manga
problem inte spelar nagon roll exakt vilken funktion b(x) &r, utan bara att om t.ex. g(x)
gar mot noll d& = gar mot a si gar — upp till ndgon begrinsad faktor — O(g(z)) lika fort
mot noll.

Oftast dr det @ = 0 vi kommer vara intresserade av, och g(x) = z* fér nigot heltal k
(men det finns undantag da vi jobbar med sammansatta funktioner). Om det &r klart
vilken punkt a som avses brukar man bara skriva f(z) = O(g(x)) och lata detta vara
underforstatt.



Bland annat &r dessa rékneregler enkla att verifiera:

"=Q0(x™) om m < n,

8

)

(ii) O(z™) + O(z™) = O(2™) om m < n,
) 27"O(z") = O(z™ ™) om m < n,
)

o

m b(x) ar begransad géller O(b(z)x™) = b(x)O(z") = O(a™),

Notera att (7) och (i7) betyder att vi i en summa inte behaller nagra termer eller ordotermer
som har samma eller hogre ordning an den "samsta” ordotermen. T.ex. i

2? — 2%+ O(2°) + O(z*) = 27 + O(a*)

behéller vi bara den "sdmsta” ordotermen, som i detta fall & O(x?), och allt som har higre
grad, d.v.s. —2% och O(x°)—termen i detta fall, liggs ocksé in i denna.
En konsekvens av (7ii) och (iv) dr att t.ex. O((2? + 22° + O(21))?) = O(x?), eftersom

(2% 4+ 22° + O(2Y)? = (2%(1 4 22 + O(2?))? = 2*(1 + 22 + O(z?))*.

OBS!

e En stor varning néar det géller ordokalkyl &r att likhetstecknet blir enkelriktat.
T.ex. giller O(z%) = O(2?) men O(z?) # O(23).

e Vi far alltsa i en utrdkning aldrig ga fran nagot som &r "sdmre” till nagot som ar
"battre”, men tvartom ar OK.

Entydighetssats for Taylorutvecklingar: Om ¢(z) dr ett polynom av hogst grad n
sddant att f(z) —q(z) = O((x —a)™™), da dr g(z) Taylorpolynomet av ordning n till f(z)
1a.

Ovning 1.3.1. Berikna foljande gransvérden:

. sin(2® + 2t) — 23 — 2?
(a) lim 5 ,
In(cos(z)) + & — L
(b) :lvli% po, 2 24 ’
-2)—-1
(¢) lim cos(z — 2) (gor denna bade med std.utvecklingar och direkt med Taylors formel),

v=2 1?2 —4r 44
(d) lim (z° + z)sin(1/2?).
T—r00



Ovning 1.3.2. Avgor om f(z) ett lokalt lokalt extremviirde (dvs. max eller min) i 2 = 0
om:

(a) f(x) = (2 -2z +22%)e",
(b) f(x) = (2 = 22)e”,
(c) f(x) = (2 — 2z + x?)e”.

1.4 Lagranges restterm

Antag att f(x) &r n + 1 ganger kontinuerligt deriverbar pa ett intervall I som innehéaller
punkten 0. Da géller att

PO o SO0 e
. / n n+1
Exakt virde Approximation Approximationsfel

for nagot € mellan 0 och =z.

OBS!

e ¢ beror pa z, sa i viss mening vore det kanske naturligt att skriva &(x) istéllet
(det finns alltsa minst ett £(z) som uppfyller formeln ovan).

e Det maste tydligt framga var £ ligger for godkidnd uppgift pa en tenta.
o Att skriva 0 < ¢ < x ar FEL om x < 0; skriv dérfor alltid & mellan 0 och .

AR (IS |

e Feltermen ‘ CESy I ) behover inte ta sitt max i en av A&ndpunkterna pa inter-
vallet 0 till x.
Termen .
f(n+ )(6) :L‘n+1
(n+1)!

ar alltsa Lagranges restterm, och den kan anviandas till att fa kontroll pa resttermen en
bit ifran 0, vilket gor att det gar att gora kontrollerade uppskattningar av vissa funktions-
virden (som t.ex. v2, ¢, ...).



OBS! Om vi t.ex. vill approximera e~ med hjilp av Maclaurinutveckling ér det en bra

idé att utveckla f(t) = e’ med Lagranges restterm (notera att f'(t) = €', f”(t) = €',

f"(t) = et och fW(t) =€, sa att f(0) = f'(0) = f/(0) = f”(0) =1 och fH(&) = ef):

U ARCS
fOy=1+t+ 5 + 3 + Et‘l, for nagot € mellan 0 och ¢,
sd med t = —x? far vi
*.’L’Q 2 2 «I4 CES 6£ 8 ° ° 2
e =f(-z)=1—x + 5 =+, for nagot £ sddant att — 2 < £ < 0.

2 6 4

Notera alltsa att vi inte utvecklar g(x) = e " med hjalp av derivatorna av g, vilket
skulle bli véldigt stokigt.

Ovning 1.4.1. Approximera cos(2) med ett rationellt tal sadant att (beloppet av) felet
ar < 1/10.

1.5 Gamla tentauppgifter

Tentauppgift 1.5.1. Lat f(z) = (z — 1)*Inz.

(a) Bestdm Taylorutvecklingen till f(z) av ordning 3 kring # = 1 med restterm pa
ordoform (restterm av grad 4). (1p)

(b) Avgor om f(z) har en lokal extrempunkt i x = 1 (och ange i sa fall vilken typ). (1p)

(c) Visa att |f(z) — p(z)] < 107* om |z — 1| < 1071, dér p(z) & Taylorpolynomet av
grad 3 till f(z)ix=1. (1p)

Tentauppgift 1.5.2. Berdkna foljande gransvarden:

. 3 o
(a) glclir(l) x°/(x — arctan x)

(b) lim (cos*z — 1+ 2?%)/x*

z—0

(c) lim (2(1+ )T — 2e + ex)/x?

z—0

Tentauppgift 1.5.3. (a) Bestdm Maclaurinutvecklingen med restterm av ordning 8 i

ordoform till
f(x) = /1 +sin (222) — cos (2°) — 2” + 1.

(b) Har f(z) lokalt extremvérde for x = 07



Tentauppgift 1.5.4. (a) Bestdm Maclaurinutvecklingen av ordning 1 till funktionen
f(z) = arctan x med restterm i Lagranges form. (1p)

(b) Visa att |arctan(1/5) —1/5| < 1/100. (2p)
Tentauppgift 1.5.5. Bestdm en rationell approximation till talet
1/5

e

som har ett fel vars absolutbelopp #r hogst 107°. Approximationen far skrivas som en
summa av andligt manga rationella tal.

2 Differentialekvationer

2.1 Forsta ordningens linjara differentialekvationer

() y(@) + fl@)y(x) = g(x).
Integrerande faktor (IF):
IF = /'@ for ndgon funktion F med F'(z) = f(x).
Multiplikation av (*) med IF ger, eftersom ef'® £ 0,
(x) & LY 4D f(a)y =gl

-~

(" y)’

(kontrollderivera!). Genom att integrera denna ekvation far vi

el@qy = / @ g(z) da (alla primitiver, alltsa inklusive konstant C').

Om vi har ett bivillkor ar det ofta bra att bestdmma C' redan hér. Sedan ar det bara att
16sa ut y, och vi &r klara. (Nagon 16sningsformel behover alltsa inte memoreras.)

OBS! Koefficienten for ¢’ méaste vara 1 for att ovanstaende metod ska fungera.

OBS! Ett vanligt misstag r att glomma att multiplicera konstanten C' med e=¥'(®) nir
man loser ut y(x) i sista steget.

Ovning 2.1.1. (a) ¢/ + 32%y =222, »(0) =0. (b)xy —y=142z, 2 >0,



2.2 Forsta ordningens separabla differentialekvationer

9y (x) = h(x).

Dessa 16ses genom att integrera bégge sidor:

/g(y)dy = /h(fc)dw-

Gly(x)) = H(z) + C

(dar G’ = g, H' = h). S& om vi kan invertera G si fas y(z) = G~ (H(z) + C).
Om vi har ett bivillkor ar det dven har oftast bast att bestamma konstanten C' direkt
den dyker upp.

Detta ger

Ovning 2.2.1. (a) ¥/ + 2%¥ =0, 5(0) =0. (b) v =¢*>+1, y(0) = 1.

2.3 Integralekvationer
Integralekvationen

(IE) y(x) + 4/36 y(t)dt =3x —1

ar ekvivalent med en differentialekvation tillsammans med ett (inbakat) bivillkor:

{mm y(z) + dy(z) = 3
(BV)  y(2)=5

(DE) far man genom att derivera (IE), och (BV) far man genom att sitta in det z-vérde
i (IE) som gor att integralen dér blir noll.
Sedan dr det bara att 16sa (DE)+(BV) pa samma sétt som tidigare.

OBS! Ett vanligt misstag ar att tappa bort bivillkoret.

Ovning 2.3.1. y(z) :/ y(t)*dt +1/2.
1

2.4 Hogre ordningens linjiara differentialekvationer med konstanta
koefficienter

En ekvation pa formen:
() ¥ +an 1y + .+ @y + agy = h(z)

9



kallas for en linjér differentialekvation. Vi kommer anta att a;: na &r reella konstanter, och
darfor sdger vi att den har konstanta koefficienter. Den allménna losningen till en sadan
ar pa formen:

Y =1yn+ Yp
dar yp, betecknar den allmanna homogenlosningen, och y, betecknar en partikulérlosning.
Till v, finns en explicit formel, och y, kommer vi fa fram genom en ansats.

OBS!

e Den allménna l6sningen till (x) ska innehalla exakt n stycken obestdmda kon-
stanter.

e Mer precist ska l6sningen innehalla n stycken "linjart oberoende” l6sningar, sa
det SKA INTE se ut som t.ex. Ae®” + Be® = (A + B)e”.

e Nar vi sager att vi ska ha en partikuldrlosning menar vi att denna inte ska inne-
halla nagra obestamda konstanter (dessa skulle motsvara homogenlosningar som
vi redan fatt med).

2.5 Homogenl6sningar
Om
p(r) =r" 4+ an " b arr Fag = (1 — )™ (=)™ (1 — ),
dér r; # r; om ¢ # j, sa giller att den allménna lésningen till den homogena ekvationen
y™ a1y 4 ay +ay =0
ges av
y(z) = Pi(x)e™® 4+ Py(x)e™ + ... + Py(x)e’™",

dér P; :a ar (eventuellt komplexa) polynom av hogst grad (m; — 1).
Det ar vart att titta pa vad detta sédger i fallet att n = 2. I sa fall har vi antingen tva
enkelrotter eller en dubbelrot, och satsen kan da skrivas pa formen:

[ Ae* 4+ BT, a#£p
y= (A+ Bx)e*™, a=p

Det &ar ocksa vért att notera att om vi har komplexa rotter a, 5 da maste det gélla att « &r
komplexkonjugat till § (eftersom konstanterna i ekvationen &r reella). Alltsa ar rotterna i
detta fall pa formen ¢ 4 id och man bor da istéllet skriva den allmdnna homogenlésningen
pa formen

y = Aelctidr o Beleidr — gor (C cos(dz) + Dsin(dz)).

10



2.6 Substitutionen y = ze*”.

Givet en ekvation pa formen
() Y™+ anay" Y o ay +agy = g(a)e

kan man gora substitutionen y = ze** diir z dr en funktion av z. Genom att rikna ut
Y = 2ef 4 kzekt " = 2"eFT 2k eF + k?2eM o.s.v. och sétta in i ekvationen da kan vi
dela bort e**-termerna pa bada sidorna och far en ny linjir differentialekvation for z, dér

hogerledet blir ¢(x). Observera att detta fungerar ocksad om k dr komplext.

OBS!

e Detta ar nagot vi normalt gor for att hitta en partikularlosning till (%), och da vill
vi bara ha en partikulirlosning z, till den nya ekvationen. Lésningen y, = z,e®

blir d& en partikulérlésning till (x)

(homogenlésningarna zj, ar precis de som dr sadana att 2,eM &r homogenlosningar

yp till (%), s z, tar vi aldrig fram eftersom vi ju redan har yj).

e Ett vanligt misstag dr att glomma att multiplicera z, med e** for att fa y,.

(Forskjutningsregeln ar ett sétt att snabbare fa fram ekvationen for z via det karak-
téaristiska polynomet, och denna far forstas anvindas av den som féredrar det framfor att
derivera for hand.)

2.7 Partikularansatser

Ekvation:
p(D)y = y™ + a1y + .+ ary + agy = k().

e Om h(z) &r ett polynom: Ansétt y, som ett polynom, av samma grad som h(z) om
ag # 0, hoj gradtalet med ett om y saknas, med tva om y och 3 saknas, och s&
vidare.

e Om h(z) = q(x)e*®: Substituera y, = z(x)e*® fér att bli av med e**-termen. Detta ger
en ny enklare differentialekvation for z som vi forhoppningsvis kan hitta en partikulér-
16sning z, till. D& blir y, = z,e*.

Specialfallet h(z) = Ae*® kan ofta hanteras med den enklare ansatsen y, = ae*?,

a konstant. Det fungerar dock ej om e** #r en homogenlosning.
e Om h(x) = Acos(kzx) (alternativt h(z) = Asin(kx) eller h(z) = A cos(kx)+ B sin(kx)
[samma k|) fungerar det oftast med ansatsen y, = a cos(kz) + bsin(kx).

Notera dock att det kan hénda att cos(kz) (och sin(kx)) &r en homogenlosning och
da fungerar detta ej, se nasta punkt.

11



e Resonans: De fall som &r stokigast att hantera dr fallet da h(xz) pa nagot sitt in-
nehaller en homogenlésning till ekvationen. Om h(z) = q(z)e*® som ovan (dir k
eventuellt dr komplext) kan vi fortfarande substituera y, = z(x)e*® och rikna som
tidigare och fa en enklare differentialekvation i z. Detta fungerar bra dven om e**
rakar vara en homogenlosning. Men vi kan dven raka ut for detta om vi har t.ex.
h(z) = q(x) cos(kz) (alternativt ¢(z)sin(kx)). Se kursboken for detaljer.

e Linjdritet: Om vi har ekvationen p(D)y = hy(z) + ho(z) +. ..+ hi(2z), da kan vi hitta
en partikuldrlosning p(D)y; = h;(x) for varje i och sedan sétta v, = y1 +y2+. . . + Yi.

Ovning 2.7.1. Los ¢’ — ¢ — 2y = h(z) dar

(a) h(z) =0,
(b) h(z)=a?
(c) h(z)=e™,
(d) h(x)=e".
Ovning 2.7.2. Los ¢’ — 2y + 2y = h(z) dir
(a) h(x) =0,
(b) h(z)=z+3,
(¢) h(x)=2cosz+sinz

Ovning 2.7.3. Los vy — y” = x — 20 cos 2.

2.8 Gamla tentauppgifter

Tentauppgift 2.8.1. Bestdm den 16sning till differentialekvationen
(24 cos )y — (sinx)y = 4¢e**

som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 4.

Tentauppgift 2.8.2. Hitta en l6sning till

/ / 1 xT
y +yy —5e =0
2
sadan att y(0) = —3.
Tentauppgift 2.8.3. Bestédm alla 16sningar till
2y" — 3y — 2y = He /2
sadana att y(0) = 0.

Tentauppgift 2.8.4. Bestdm den allménna 16sningen till differentialekvationen

y(4) + 2y/// + 5y// — 10 + 8¢*.

12



3 Generaliserade integraler, numeriska serier och po-
tensserier

3.1 Generaliserade integraler

Lat —oo < a < b < o0 och f(z),g(x) vara kontinuerlig pa ]a, b[ nedan.
Definition: Om det géller att for ¢ €]a, b| sa existerar bada grénsvirdena (och ar dndliga)

c t
I I
Jim. / f(x)dz, Jim | f(x)dx

da séger vi att f(z) &r integrabel i generaliserad mening pa ]a, b[, och definierar

/f(x )dz = lim f(zx dx+hm/f
a t—at J; t—b
(Notera att detta ger ritt varde ifall f(z) ar integrabel i vanlig mening pa ]a, b[ samt att
definitionen inte beror pa vilket ¢ vi véljer).

Integralen ovan sigs vara generaliserad i a (b) om antingen a = —oo (b = 00) och/eller
f &r obegransad i nagon omgivning till a (b).

Om den generaliserade integralen existerar (med dndligt virde) sa sigs den vara kon-
vergent, och divergent ifall den inte gor det.

Vid konvergensundersokningar for generaliserade integraler dr det lampligt att dela upp
integralen i delintegraler sa att man far en generalisering per delintegral.

Ovning 3.1.1. Dela upp nedanstiaende integral i delintegraler sa att det blir en generali-
sering per delintegral

/ o dx
—oo V/|2% — |
Generaliserade integraler &r linjara om de ar konvergenta:

/b(af()+ﬁg :c—a/f d:v+6/ z)dz o, B €R.

a

3.2 Jamforelseprinciper

Jamfo6relseprincipen: Om 0 < f(z) < g(x) och g(x) &ar generaliserat integrabel pa |a, b|
da géller att dven f(x) ar generaliserat integrabel pa |a, b] med

0< /abf(x)dx < /abg(a:)da:.

Jamforelseprincipen pa grinsvirdesform: Antag att f(z),g(z) > 0 och att integra-
lerna fab f(x)dx och f;g(x)dx bada bara dr generaliserade i b. Om

/()

0< lim —/— <
e—b— g(x)

13



da géller att antingen dr bada integralerna konvergenta eller bada divergenta. (Motsvarande
galler om integralerna endast dr generaliserade i a om vi byter till lim,_,,+.)

Jamforelseintegraler:
1
—dx

0o T

ar konvergent om o < 1 men divergent annars.

ar konvergent om « > 1 men divergent annars.
Notera att dessa jamforelseintegraler ar ldtta att undersoka (och rédkna ut) med primitiv
funktion.

OBS!
e Jamforelseprinciperna fungerar endast for positiva funktioner f(x) och g(z).

e Nir man tillimpar en av jamforelseprinciperna ska det framga vilken integral
man jamfér med, om denna ar konvergent eller divergent samt vad slutsatsen ar.

7

e Ett vanligt misstag dr att skriva saker som ”...1/z* dr konvergent ...”. Detta
vill vi inte se! Det ska sta nagot i stil med 7. .. floo 1/2?dz ar konvergent...” da
det ar integralen och inte integranden som &r konvergent.

Ovning 3.2.1. Vi vet att for o > 1 och konstant k giller

/oo 1 y " xl—a T 1
r=lim | ——| =——=.
1 ke T—oo |k(l—a)], k(a—1)

Anvand detta med lampliga k, o for att visa att

L[ ]
= ———dr < -.
6~ Ji x4z T3

(Tips: anviind att 22 < 2% och 2% > 0 fér den undre respektive 6vre uppskattningen.)

Ovning 3.2.2. Avgér om foljande generaliserade integraler &r konvergenta:

! 1 e g2 & dx
(a) /Omd% (b) /1 e”"dx, (c) /1 N
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3.3 Absolutkonvergens

Absolutintegrabla funktioner: Om |f| dr generaliserat integrabel pa ]a,b[, da sigs f
vara generaliserat absolutintegrabel. Om f &r generaliserat absolutintegrabel s&a ar den
aven generaliserat integrabel, och vi har:

/  f(a)de

Om aq,as,as, ... ar en oandlig f6ljd av tal sa kallas

</ )l

3.4 Numeriska serier

00
E ak:al—i-ag—i—ag—i—...,
k=1

en (oéndlig) serie.
Partialsumma eller delsumma:

n
Sp = E ap = a1 +ag+ ...+ a,.
k=1

Konvergent /divergent serie: Man séiger att serien dr konvergent med summa S om
Sp, — S da n — oo for nagot reellt tal S. Om inget sadant S finns sdger man att serien
ar divergent. (Notera alltsd att serien kan vara divergent antingen genom att gransvérdet
lim, . s, inte existerar, eller att det existerar men ar 4o00.)

Linjaritet: Om serierna .-, a; och Y ;- by &r konvergenta sa géller

WE

(aak—f—ﬁbk) = Oézak+BZbk
k=1 k=1

B
Il
—_

Geometrisk serie: .
k 2 3 1
¢ =1+q+¢+q¢+...= —

k=0 1—q

om |g| < 1, annars divergent.

Ovning 3.4.1. Berikna % + g + 1—36 + ...

3.5 Divergenstestet och Jamforelseprinciper

Divergenstestet: Om termerna a, 4 0 da k — oo s& divergerar serien » - aj.
Jamforelsekriteriet: Om 0 < a; < b, sa giller att

> r; by konvergent = > ay, konvergent och 0 < Y77 ap < >0 by,

Y rey ag divergent = > "7 by divergent.

15



Jamforelsekriteriet pa gransviardesform: Om a, > 0, b, > 0 och

0 < lim dn < 00,
n—oo n

da galler att antingen ar bada serierna » - a, och Y >° | b, konvergenta eller bada diver-
genta.
Integralkriteriet: Om funktionen f(z) &r positiv och avtagande pa [1,00[, s &r serien
> re, f(k) och integralen floo f(x)dx antingen bada konvergenta eller bada divergenta.
Jamforelseserier:

1

P

k=1

konvergerar om « > 1 men divergerar annars.

OBS!
e Jamforelseprinciperna fungerar endast for serier med positiva termer.

e Divergenstestet ér bara ett test for divergens. Omvéandningen att om termerna gar
mot noll sa ar serien konvergent GALLER INTE (se t.ex. pa jamforelseserierna
ovan)!

e Nir man tillimpar en av jamforelseprinciperna ska det framga vilken serie man
jamfor med, om denna ar konvergent eller divergent samt vad slutsatsen ér.

e Ett vanligt misstag ér att skriva saker som ”...1/k? &r konvergent ...”. Detta
vill vi inte se! Det ska sta nagot i stil med ... > 2 1/k? dr konvergent...” da
det ar serien och inte termerna som ar konvergent.

Ovning 3.5.1. Visa att
49 K1
— < E — < 2.
36 — p k2 —

(Tips: Notera att serien har positiva termer. Summera lampligt antal termer for att fa den
undre uppskattningen, samt anvind en integraluppskattning for att fa den 6vre.)

Ovning 3.5.2. Avgor om foljande serier 4r konvergenta:

(a) i(l—cos%), (b) i(l—cos%), (©) i(l—cos%)a,

n=1 n=1 n=1

g > 1 > )
@ Y @ X(-%) 0 Xeer

n=1 n=1 n=1



3.6 Absolutkonvergens

Om > /7, |ax| &r konvergent ségs serien vara absolutkonvergent. En absolutkonvergent serie
ar konvergent och vidare géller:

00
P
k=1

oo
<D laxl:
k=1

3.7 Alternerande serier och Leibniz kriterium

En serie diar varannan term ar positiv och varannan negativ kallas alternerande.
Leibniz sats: En alternerande serie Y- ; a;, dir |ag| dr avtagande och gar mot 0 da k — oo
dr konvergent. Vidare, om serien ar konvergent med summa S sa géller |S — s,| < |an11],
d.v.s. felet da en Leibnizkonvergent serie approximeras med en delsumma &r mindre &n
den forsta uteldamnade termen.

OBS! Notera att alla dessa tre saker méaste vara uppfyllda:
(1) Serien &r alternerande,
(2) Termernas belopp ar avtagande, d.v.s. |ai| > |az| > |ag] . . .,
(3) Termerna gar mot noll, d.v.s. a — 0 da k — oc.

(Ett vanligt missforstand &r att (3) automatiskt medfor (2) vilket inte dr sant.)

Ovning 3.7.1. Avgor om foljande serie dr konvergent: >, %

3.8 Potensserier

En potensserie dr en serie (funktion) pa formen

o0
E Cp",
n=0

dér ¢, #ar konstanter och x en variabel (s& for varje fixt x vi sdtter in far vi en numerisk
serie).

Konvergensradie: Till varje potensserie finns ett unikt tal R ( 0 < R < oo) sadant
att serien ar absolutkonvergent om |z| < R, och divergent om |z| > R (x = £R maste
behandlas fran fall till fall om man vill hitta alla € R for vilka serien &r konvergent).
Rotkriteriet: Om @ = lim,,_,o, {/|a,| existerar, 0 < Q < oo, s& &r Y~ a, absolutkon-
vergent om ) < 1 och divergent om @ > 1 (kriteriet ger ej besked ifall @ = 1).

17



Kvotkriteriet: Om @ = lim,,_,, ‘GZT ) existerar, 0 < ) < oo, sa ar Ziio a,, absolutkon-
vergent om ) < 1 och divergent om @) > 1 (kriteriet ger ej besked ifall @ = 1).

For att berdkna konvergensradien tillampar vi rot- eller kvotkriteriet pa a,, = c,x".
Termvis derivering/integrering av potensserier: Antag att f(z) = > 2 c,2™ har
konvergensradie R > 0. Da har f(z) derivator av godtycklig ordning pa |—R, R[, och vi
har:

oo

f(z) = Z ne "t

r c
t)dt = n gl
| S =32 G,
(n)
Cn_f (0)
n!

(Alla potensserier ovan har konvergensradie R.)

Ovning 3.8.1. Avgor for vilka = potensserierna

(@) Yomomwa™ () 2olewa™
ar konvergenta. (Bestdm konvergensradien bade med rot- och kvotkriteriet.)
Ovning 3.8.2. (a) Beriikna >°° 2" da |z < 1.
(b) Beriikna Y o2 £ da |z] < 4.

(c) Berdkna f(1) dér f(x) =Y 0" o™

3.9 Potensserielosningar till vissa differentialekvationer

Genom att gora ansatsen y = >, ¢x2" och anviinda termvis derivering samt samla allt till
en summa kan man reducera vissa differentialekvationer till ekvationer for koefficienterna
cg. | vissa fall kan man 16sa ut varje ¢, explicit samt ibland identifiera 16sningen i termer
av elementéara funktioner.

Ovning 3.9.1. Los foljande differentialekvation med hjélp av potenssericansats:

y' —y=0,y(0)=0,9(0) =1

3.10 Maclaurinserier

Foljande utvecklingar ska man kunna (och kunna hérleda):
Om |z| < R géller:

18



k:Ok! 2030 4 5 6T ’
cosr = g%zl—z—j—i—%—z—?—l—.”, R = o0,
sinx = g%:x_§+§_i—:+"" R = o0,
arctanr = g%:x—xg—kxg—g#—”., R=1,
In(1+2z) = iﬂ:x—ng%g—%Jr%s—%ﬁntg—m

00,

(1+2z)* = i(g)xkzl—l—ax—l—(g>x2+(§)x3+(2)x4+..., R=1 (om a ¢ N).

3.11 Gamla tentauppgifter
Tentauppgift 3.11.1. Avgdr konvergens:

(a) Zk:sin% (b) Z(—l)ktan% (c) /o ﬁdm

k=1
Tentauppgift 3.11.2. Ar integralen

*®  cosz

—d
1 Vr+ad g

absolutkonvergent?

Tentauppgift 3.11.3. Avgor for vilka z € R som

“n+3z™"
fz) = ; T
349
ar konvergent. Visa dven att f (\/§> > T

19
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4 Tillampningar av integralkalkyl

4.1 Kurvlangd

Om 7 : [a,b] — R? 7(t) = (z(t),y(t)) déar x(t),y(t) ar kontinuerligt deriverbara si later vi
7 (t) = (2'(t),y'(t)). Vi noterar att for sma h géller

[7(t+h) =7(@)| = [F(1)] - [A],
sa déarfor definierar vi langdelement respektive langden till parameterkurvan som
ds(t) = |7 (t)|dt = /7' ()2 + y/ (¢)2dt,
_ / ds(t) = / NCIOEESTIOE
Speciellt om 7(t) = (¢, f(¢)) (dvs. funktionsgraf y = f(x)), da géller
W dt, eller uttryckt i z, ds(z W dz,
- / ds(z) = / V1+ fl(x)2da.

(I sektion 4.4 nedan ges dven en formel for kurvlangd pa polar form.)

Ovning 4.1.1. Berikna lingden av kurvan given av

r =2t
y=t> 0<t<1.

Ovning 4.1.2. Berikna lingden av grafen y = 2%/2, 2 < z < 3.
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4.2 Rotationsvolym

Rotationskroppar uppkommer da vi roterar ett omrade D, typiskt givet pa formen
(*) D={(z,y) :a <z <b, f(z) <y < gla)},
runt en given axel, ddr D antas ligga helt pa en sida om denna axel.

Y

y = g(v)
A a—

D={(z,y):a<z<b flz) <y<g(x)}

I den hér kursen fokuserar vi pa axlar som antingen &r parallella med z-axeln (dvs.
pa formen y = c¢) eller parallella med y-axeln (dvs. pa formen = = ¢). Metoden é&r att ta
fram formler, med stéd av en motiverande figur dér alla relevanta storheter framgar, for
ett volymselement dV = dV'(z), och sedan blir volymen da

l%w@,

dar [a,b] ar gréanserna for x.

21



Rotation kring y = ¢, skivformeln: Denna bygger pa foljande sétt att ta fram dV. Nar
det lilla area-elementet med tjocklek dx och kortaste respektive langsta avstand r och R
till rotationsaxeln enligt nedanstaende figur roteras uppstar en cylinder med tjocklek dx
och tvérsnitt som ar en cirkelring enligt figuren.

Tjocklek dx
m~a

Yttre radie R r

Inre radie r

‘) Rotationsaxel Tvarsnittsarea mR? — mr?
(cirkelskiva omr = 0, cirkelring omr > 0)

Volym dV = (nR? — mr?)dx

Givet att D &r pa formen (x) ovan, om ¢ < f(x) (dvs. rotationsaxeln ligger under D) d&
blir r = f(x) — c och R = g(z) — ¢. Om vi istéllet har g(z) < ¢ (dvs. rotationsaxeln ligger
over D) blir det r = ¢ — g(x) och R = ¢ — f(z).
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Rotation kring = = ¢, cylinderformeln (rérformeln): Denna bygger pa foljande sétt
att ta fram dV. Nér det lilla area-elementet med hojd h och tjocklek dx roteras uppstar
en cylinder, som nér den klipps upp (approximativt da dz ar litet) leder till ett ratblock
med tjocklek dx och tvirsnittsarea enligt nedanstaende figur:

Rotationsaxel

: R/ Tjocklek dx
Tjocklek dx
- rie
] /Effffj RwEr_igigr\
N.\ 1 1
1 - ' HOjd h
1 | 1
= HGjd h ! - !
I I 1
! R . H
s | et
- - : -_J -
-~ -
I e mitteiebeisl
L
rF E
r
Radier
Ry
Rotationsaxel Uppklippt: 27T
F e v
Hé6jd h
Area 2nrh

Volym dV = 2nrhdx

Héar kommer héjden h, givet att D &r pa formen (%) ovan, ges av h = g(x) — f(x),
medan radien blir z —c om ¢ < a (dvs. om D ligger till héger om rotationsaxeln) eller ¢ —z

om ¢ > b (dvs. om D ligger till vinster om rotationsaxeln).

OBS!

e Forsok inte memorera dessa formler utantill, utan lar er hur de tas fram.

e For att fa full podng pa en sadan uppgift krdvs en principskiss som motiverar

formeln som anvands.

e Notera att inga ldngder sasom radier och hojder ovan nagonsin ska vara negativa.
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IN

Ovning 4.2.1. Beriikna volymen av den kropp som uppstar da omradet 2° — 1 < y
1 — 22, 0 <z <1 roteras ett varv runt linjen y = 3.

Ovning 4.2.2. Berikna volymen av den kropp som uppstar da omradet 0 < y < e,
0 <z < 2 roteras ett varv runt linjen x = 4.

4.3 Rotationsarea

En rotationsarea uppstar da en kurva roterar kring en axel, dar kurvan antas ligga pa
en sida om denna. I denna kurs fokuserar vi pa grafer, dvs. kurvor pa formen y = f(x),
a<z<hb.

Precis som for rotationsvolymer ser vi enbart pa axelparallella rotationsaxlar, dvs. an-
tingen x = c eller y = c. I bada fallen handlar det om att ta fram en formel for ett
area-element dA = dA(z) som uppstar da ett litet ds-element av kurvan roterar runt axeln
i fraga, och totala arean ges da av \

/ dA(x).
a

(Notera ocksa att ds(z) = /1 + f/(x)?dz enligt var formel f6r kurvldngd av grafer.)

Hér blir skillnaden mellan rotation kring x = ¢ respektive y = ¢ bara hur vi tar fram
sjalva radien nedan, sa vi nGjer oss med att illustrera situationen med rotation kring en
axel parallell med x-axeln:

Snett cirkuldrt band

\B,égglgme,alds

) Rotationsaxel

Uppklippt:
ds

Area dA = 2nrds

Notera att om vi har axeln y = ¢ sa blir radien r = f(z) — ¢ om grafen ligger ovanfor
= ¢, och r = ¢— f(x) om den ligger under.
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Om vi istéllet hade haft en axel z = ¢ far vi r = 2 — ¢ om grafen ligger till hoger om
x = coch r =c—x om den ligger till vanster om x = c.

OBS!
e Forsok inte memorera dessa formler utantill, utan lar er hur de tas fram.

e For att fa full poéng pa en sadan uppgift krdvs en principskiss som motiverar
formeln som anvénds.

e Notera att inga langder sasom radien ovan nagonsin ska vara negativa.

Ovning 4.3.1. Beriikna arean av den yta som uppstar da kurvan y = €= 0 < z < 1
roteras kring:

4.4 Polara koordinater

Polara koordinater: En punkt i planet kan skrivas pa formen

(z,y) = (rcosp, rsiny)

dér r ar lingden r = |(z,y)| = /2% + y? och ¢ vinkeln mellan vektorn (x,y) och positiva
r—axeln.
Area for omraden pa polar form: Omradet

D={(r,y):a<p<B,0<r<hp)}
har area
A1 )
AD) = [ Shterde.
Langd hos parameterkurvor pa polar form: Kurvan
r=h(p) a<e<p

har langden

B8
s = / VIR T I ()dy.
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4.5 Gamla tentauppgifter
Tentauppgift 4.5.1. Berdkna lingden av kurvan

r=2t2—-1
: <t <1.
C {y:t3+1 , 0<t<1

Tentauppgift 4.5.2. Betrakta kurvan y = 2% +4x, 1 <z < 3.

(a) Ange integralen for att berdkna lingden av kurvan.

(b) Ange integralen for att berdkna arean av den yta om uppkommer da kurvan roteras
ett varv kring linjen x = —2. Berdkna ocksa arean.

For full podng pa del (b) krdvs en principskiss som motiverar formeln som anvénds.

Tentauppgift 4.5.3. Bestdm volymen av den kropp som uppstar da omradet givet av
0 <z <1och0<y<e” roteras ett varv kring linjen x = —2.

Tentauppgift 4.5.4. Antag att f(z) > —2da0 <z <1.

(a) Ange en formel for arean av ytan som fas da kurvan y = f(z), 0 < x < 1, roteras ett

varv kring linjen y = —2. (1p)
(b) Ange en formel for volymen av kroppen som fas da omradet —2 <y < f(z),0 <z <
1, roteras ett varv kring linjen y = —2. (1p)
(c) Berdkna volymen i fallet f(x) = z3. (1p)

Tentauppgift 4.5.5. Bestdm arean av omradet D som i poldra koordinater ges av

D:{(l'ay>€R2;O§T§Sing07 S@S%}

Bestéam langden av kurvan

5)
F:{(x,y)ERQ:r:singp, %§¢§l}.
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5 Svar/Tips till 6vningar

1.3.1

(a) —1/6. (Anviind sint =t — t3/6 + O(t°) med t = 2® + z%.)

(b) —1/8. (Anviind cosx = 1 — 2%/2 + z* /4! + O(x%).)

(©) 172 (J(2) = F2) + P~ 2) + /@)~ 22/2+ O((x —2))) = ... = —(&
2)2/2 4+ O((x — 2)?). Alternativt byt x = 2 + h.)

(d) 1. (Variabelbyte till x = 1/t gor att problemet overfors pa ¢t — 07.)
1.3.2 (a) Lokalt min.  (b) Lokalt max. (c) Ingetdera.
(2 =22+ kx?)e® = 2+ (k — 1)2* + (k — 2/3)23 + O(x?), tillimpa med k = 2,0 och 1i (a),
(b) respektive (c). Alltsa far vi i de tre olika fallen

(a) f(z) =2+2*(1+ O(2)),
(b) fz) =2 —2*(1+ O(x)),
(c) f(x) =2+ 23(1/3+ O(x)).

Notera att lokalt kring origo kommer uttrycken i parentes ovan inte viixla tecken, 2 viixlar
heller inte tecken, vilket ger resultaten i (a) och (b), medan z?® vixlar tecken i origo, vilket
ger resultatet i (c).)

1.4.1 —1/3 (t.ex.). (cosz = 1 —a? /24 2* /4! — cos(£) 9 /6! dér £ ligger mellan 0 och z. Sitt
x=2.)

2.1.1 (a) y = 2/3 —2e" /3. (IF €*’. Ger allmén 16sning y = 2/3 4+ Ce*".)

(b) y =xInz + Cx — 1 (division med z, IF 1/z).

221 (a) y = —In(1+2%/3), 2 > —V/3. (—e ¥y = 22 ger [ —e¥dy = [ x%dx, vilket leder
till e = 23/3+ C. y(0) =0 ger nu C' = 1.)

(b) y = tan(z + 7/4), =3n/4 <z <7w/4 (y'/(y* + 1) = 1 ger arctany =z + C. y(0) = 1
ger C'=7/4.)

2.3.1y=1/(3 —z), z < 3. (Problemet ér ekvivalent med y' = y?, y(1) = 1/2.)

2.7.1

(a) y=Cie®+Coe*. (r*—r—-2=0&r=—-1,r=2.).

(b) y=Cre ™+ Coe* — 2?2+ x/2 — 3/4. (yn som i (a), ansétt y, = ax? + bz + ¢.)

() y=Cre ™+ Coe® + €37 /4. (y, som i (a), ansitt y, = ae3® dér a éir konstant.)

(d) y=Cre™ + Coe®™ —xe /3. (y, som i (a), ansitt y, = ze™* dir z = 2(x).)
2.7.2

(@) y=e*(Crcos(z) + Cysin(x)). (r? —2r +2=0r=1+£4.)

(b) y=e"(Cicos(x)+ Cosin(z)) + /2 + 2. (Ansitt y, = ax +b.)

)

y = e*(Cy cos(z) + Cosin(x)) + (4 cosz — 3sinz) /5. (Ansétt y, = acosz+ bsinz.)
273y =A+ Bz + Ce® —23/6 — 22/2 — cos2x + 2sin2x. (ry = ry = 0, 73 = 1 ger yp,.
Ansitt i tur och ordning y,1 = ax® + bx?, y,e = ccos2x + dsin 2).

-1 dx —-1/2 dx 1/2 dz
311foo ‘3 x| f2 m+ -1 \/|:1:3—x f1/2 ‘xs x+ |13 x| f1/2 ‘xs |
f \zd—x + [ | R (Eftersom |2® — z| = |z(z 4+ 1)(x — 1)| har vi att funktionen ér

obegransad kring punkterna —1,0, 1. Alltsa dr integralen generaliserad i —oo, —1,0, 1, 00.)
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3.2.1

1 <1 o 1 <1 1

—:/ —dxg/ dxg/ —dx = —.

6 L 2at w2+ at ot 3
3.2.2

(a) Divergent. (Jamfor med fol “dz som dr divergent.)

(b) Konvergent. (Lite svarare. Anvind t.ex. att e < e ™* da x > 1.)

(c) Konvergent. (Observera att denna dr generaliserad i bade 1 och co. Variabelbytet
@ = 1+t 6verfor den pa integralen [(t3 4 3t% + 26)"V/2dt = [)(* + 31> + 2t)"'/2dt +
J7(t% 4 3¢ + 2t)~1/2dt. Den férsta av dessa kan jimforas med fol t=1/2dt och den andra
med [ ¢7%/2dt, som biigge &r konvergenta.)

34.13/2. (=330 5-)

3.5.1 ,
49 1 =1 =1 > 1
%:Zﬁgzﬁ:1+zﬁ§1+/l Ldr=141=2

3.5.2
(a) Konvergent. (Positiv serie. Maclaurinutveckla 1 — cos(1/n) = 1/2n% + O(1/n?).)
(b) Divergent. (Positiv serie. Maclaurinutveckla 1 — cos(1/y/n) = 1/2n + O(1/n?).)

(c) Konvergent om och endast om o > 1/2. (Positiv serie. Maclaurinutveckling av
termerna innanfor parentesen ger (1/2n?+O(1/n*))?, sa vi kan jamfora med Y oo 1/n%*.)

(d) Konvergent. (Vi kan t.ex. visa att 0 < (Inn)/n* < 1/n?® fér stora n via ett grins-
vérde.)

(e) Divergent. (Divergenstestet. Termerna gar ej mot noll.)

(f) Konvergent. (Vi kan t.ex. visa att ne™ <1 /n? for stora n via ett grinsviirde. Vi
kan #ven notera att funktionen f(t) = te=* &r positiv och f'(t) = (1 — 2t2)e™" < 0 for
t > 1. Alltsa kan vi tillimpa integralkriteriet och floo te~"dt kan beréknas.)

3.7.1 Konvergent. (Direkt tillimpning av Leibniz kriterium.)
3.8.1

(a) Konvergent for |z| < 4. (Rotkriteriet: {/4[z[* — |z|/4 = Q. Kvotkriteriet: |((n +
1)zt /4n+Y) /(na™ /4™)| — |x|/4 = Q. Ger konvergensradie 4. Andpunkterna x = +4

ger divergens via divergenstestet. )

(b) Konvergent for x| < 2. (Rotkriteriet: {/-|z]?" — |z]*/4 = Q. Kvotkriteriet: |((n +
1)+ Jgn+1y) /(g [47)| — |2]?/4 = Q. Ger konvergensradie 2. Andpunkterna
x = 2 ger divergens via divergenstestet.)

3.8.2
(a) Geometrisk serie med kvot x, Y ;2™ =1/(1 — z) for |z| < 1.

(b) Geometrisk serie med kvot /4, > 07 o™ /4" =3 (x/4)" =1/(1—x/4) = 4/(4—x)
for |z| < 4.
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(c) f(1) =4/9 (f(1) fas genom att derivera den geometriska serien >~ ja" = 1/(1—x),
|z| < 1, pa bada sidor, sitta © = 1/4 och bryta ut 1/4).

391y =>" 2 /(2n+ 1), € R. (Ansatsen y = > o, cxa”, 2] < R, ger y’' —y =
Soreo((k+2)(k + 1)cpra — ¢)a® =0, |z] < R, och ¢g =0, ¢; = 1. Visa att R = c0.)
4.1.1 2(10v/10 — 1) /27. (\/2'(£)2 + ¢/ (1) = 4t/1 + 92 for t > 0.)
4.1.2 (31431 — 22v/22) /27 . (/1 + ¥/ (z)2 = /1 + 92 /4.)
4.2.1 9. (Skivformeln ger (rita principskiss!) fol (m(4 — 2%)? — w(2 4 23)%)dx.)
4.2.2 &2_971 (Cylinderformeln ger (rita principskiss!) f02 2m(4 — x)e**dx.)
4.3.1 (Rita principskisser!)
(a) m(de — 2 — € 4+ L —1). (ds = /1 +y(@)2de = ... = <" da, ger [ 27(4 —
y(a))ds = [} 2m(4 — ) e gy )
(b) 27(1 — 1). (ds som ovan. Ger formel fol 27(x — 0)ds = fol D)
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6 Losningar till tentauppgifter

1.5.1
(a). Direkt 16sning med Taylors formel:
flz) = (z = 1)’Inz, f(1) =0, f'(x) = 2(z — )Inz + (z — 1)*/z, f'(1) =0, f"(z) =
2Inz +4(x — 1)/x — (x — 1)? /22, (1) =0,
(@) =6/x —6(x —1)/2* + 2(x — 1)%/a?, f"(1) = 6.
Taylors formel sédger nu att
f"(1) (1)

fla) = f(1)+f'(1)(50—1)+T(56—1)2+T(I—1)3+@(($—1)4) = (z=1)°+0((z—1)").

Alternativ 16sning via entydighetssatsen-+standardutveckling av In(1 + ¢):
Med x =1 4+t far vi

f@)=fA+t) =1 +t) =2t +0H)) =>+O0t") = (x —1)* + O((z — 1)*).)
Svar: f(z) = (v —1)* + O((z — 1)*).

(b). Eftersom
fl@) = f(1) = (¢ = 1)°’(1 + Oz — 1)),

s& ser vi att differensen f(z) — f(1) véixlar tecken nér vi gar fran z < 1 till x > 1 ((z — 1)3
vixlar tecken medan 1+ O(z — 1) inte gor det néra x = 1).

Svar: x = 1 dr ingen extrempunkt.
(c). Eftersom g(z) = Inz uppfyller g(1) = 0, ¢'(z) = 1/z, ¢'(1) = 1 samt ¢"(z) = —1/2?
far vi fran Taylors sats med Lagranges restterm att

f@) = (@=1)? e = (a—1)? (g<1> roa-1+ T @ 1>2) — (1P 5 (1)

dér £ ligger mellan x och 1. S& om p(x) betecknar Taylorpolynomet av ordning 3 till f(x)
i1 har vi

F(x) = pla)| = '—2—;@ — | = sple -t

Notera nu att |z — 1| < 107! 4r samma sak som att 0.9 < z < 1.1, s& £ > 0.9, vilket ger
oss uppskattningen:

1
lz —1* <

4
262 Szl s

—4 —4
St =10

om |z — 1] <1071
1.5.2
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4 i _ ___l_____.-—~;3 A = 0.
% = 1 - j—-o-@f’-z]
Tt x-(x= %+ 003
2 T
L) lim cottx -2k 1 by
x == 0 *
2 H 2z 2
2z 3 . Shig ¢ .
- < w1
u
® v
joxPa gt O -1+ 1 ) — g Al x= 0
= g 3
. Vx _og9e +ex _ 11 :
C} lwu\ M}__.:?——*——_ = T A +j
x>0 2 2
Lin (1+%) 1—%*');*@“3] ?_e?ep%*x*d}(x )_
L T 26-; - 26- = =
2(14)&} =

b % -+ ;3 =
ge(1+(-2+%+00)+ 2 (E 007 + (0m?))

!

¥ 11x* ) = 22 - ex + fex®, O?).

1.5.3

(a) Standardutvecklingarna

1oli-1), Ao (E-2) ;o2 g3
1aV2 =1 4212 24212 2 3 M =14 4
(1+1) ot + 6 +0(t) +5 8+16+O(t)
och
u? v?
sin(u)zu—E—I—O(uE’) samt cos(v)zl—?—l—O(v‘l)
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visar att, med u = 222 och t = sinu samt v = 22,
flz)= (1+ sin(2x2))1/2 —2*+1

= (1+29:2 - @+O(x1°))1/z - (1 o +O(x8)) —z* 41

3! 2
2 (22%)° 10 1 2 612 1 2 613
—1+2(2 i +O0(z™) —g(2aj + 0(z%)) +1—6(2£U + O(z%))
2
—<1—?+O(x8))—x2+1
2e8 x2S xt
— T T e 8
3 2+2+ +2+O(:C)
6
:1—%+O(:U8)

(b) Eftersom
1
f(zx)=1+2° (_6 + O(:U2))
s& ser vi att for x nira 0 si giller att f(z) < 1 = f(0) om = # 0 eftersom z° > 0

1
sa 2° (—6 + O(xQ)) < 0 for o # 0 (sma z). Saledes har f(z) ett lokalt maximum
da z = 0.

Svar: (a) 1 — Z + O(z®) (b) Ett lokalt maximum.
1.5.4

(a) Derivering ger

N weoN 2x
f(z) = arctanz, f'(z) = T2 f(x) = A+ 272
sa 2%
fO)=0, f(O)=1, f1&= Ot
Maclaurinutvecklingen av ordning 1 ges av f(z) = f(0) + f'(0)x + &ﬁ for nagot

2!
¢ = &(x) mellan 0 och z, s& vi far féljande

(1 _552)2 2% for nagot € = () mellan 0 och z.
(b) Insdttning av x = 1/5 i utvecklingen i (a) ger

Svar: arctanz = ¢ —

13 1

~
Approximationsfel

1
arctan 5 = 5

—— ~—
Exakt virde Approx.
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for nagot £ mellan 0 och 1/5. Saledes far vi
1 1

arctan———’:‘—( 3 !

€| L_ 5 11 _ 1
5 5 1+&2)2 52

T (14E)2 52 T (14022 25 125 — 100°

vilket skulle bevisas; notera att |£] < 1/5 och 1+ &2 > 1+ 02

1.5.5 Lat f(z) = e®. Da &r f™(z) = e® for alla positiva heltal n och enligt Taylors sats
med Lagranges restterm géller saledes

23t et
f($)21+33+5+§+z+5$,

dar & ligger mellan 0 och x. Vi har ovan "chansat pa” att ordning 4 i utvecklingen racker,
men det vet vi inte sdkert forrén vi uppskattat feltermen nedan.

Vi vill approximera e'/°, s&
1 1 1 1 et
1/5 _ _
e’ =f(1/5)=14+ -+ + + + :
5 2-52  6-5% 24-5% 120-5°
A ~~ g HH
approximation fel

dér ¢ ligger mellan 0 och 1/5. Eftersom ef < /% < e! < 3 sa &r

et < 5 _ ! <107
120-55 ~3-53-.103 125000 ’
sa ar det absoluta felet < 1015. .
S S R .
var ety s e oo
2.8.1 Eftersom (2 + cosz)’ = —sinz far vi omedelbart att

(2+cosz)y — (sinz)y = 4e* < ((2+4cos x)y)l =4e* & (24cosz)y = 2> +C.

Bivillkoret y(0) =4 ger (2+1)-4=2+C, d.v.s. C = 10, och ddrmed y = (2¢** +10)/(2+
COS ).
2¢% + 10

2+ cosx
(Alternativ borjan: Eftersom 2 + cosz > 0 kan vi skriva om differentialekvationen till

den ekvivalenta formen

Svar: y =

—sinx 4e3*

/ —
(+) y+2—|—Cos:13y_2+cosx7

och koefficienten for y &r g(z) = (—sinz)/(2+cosz), med en primitiv G(z) = In(2+cos x)
(sétt ¢t = cosz, t.ex.), si en integrerande faktor r e“@ = exp(In(2 + cosz)) = 2 + cos .
Multiplikation av (%) med denna gor att vi aterfar den ursprungliga differentialekvationen.
Dérefter som ovan.)
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2.8.2

1 1
vy —get=0s (1+yy = 5e"

Ekvationen ar alltsa separabel och vi integrerar nu bagge sidor:
1
/(1 +y)dy = / §exda:

1 1
y+§y2=§(ex+0)<:>y2+2y:ex+0.

Bivillkoret ger nu y(0)? +2y(0) =9 — 6 =3 = ¢ + C, d.v.s. C = 2. Ekvationen

vilket ger

Y 42y = e” 42

har 16sningarna

y=—1x£+v3+e,

men bivillkoret ger att den sokta losningen ar
y=-1-—+V3+e"
Notera att denna loser ekvationen for alla x € R.
Svar: y = —1 — /3 +¢e%, —00 < T < 00.
2832r2 —3r—2=0&r=2ellerr=—-1/2, s

yn = Ae®® + Be /2.

z/2

Med substitutionen y, = ze™*/* insatt i ekvationen far vi

2(ze™?)" — 3(2e7%/?) — 2(ze™%/?) = 2(D — 2)(D + 1/2)(ze™*/?) = /forskjutningsregeln/ =
2e"%/*(D — 5/2)Dz = 2¢7%/(2" — 52/ /2) = be /2.
Detta kan vi l6sa med 2’ = —1 sa z = —z duger. Sa en partikulérlosning &r y, = —zre /2,

Detta ger
Y =yn+ 1y, = Ae* + Be /% — gemv/?,

Bivillkoret ger nu
y(0)=A+B=0& B=—-A.

Svar: y = A(e?* — e7%/2) — ge/2
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2.8.4 Ekvationen ar linjar och har det karakteristiska polynomet
p(r) =r*+2r + 50 = r*(r? + 2r +5) = *(r + 1 — 20)(r + 1 + 2i).
Saledes ges 16sningarna till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 av
yp = C1 + Cox + e % (C3 cos 2x 4+ Cy sin 27)

enligt kind sats. For att hitta partikularlésningar utnyttjar vi superpositionsprincipen och
hittar forst en l6sning till

p(D)ym = 8e”.

Eftersom r = 1 inte &r en rot till p(r) sa forséker vi med ansatsen y,, = Ae”. Direkt
derivering visar att

p(D)(Ae”) = Ae” + 2Ae” + 5Ae” = 8Ae”,

sd om vi later A = 1 gor det att hogerledet blir 8e*. Givetvis kan vi ansétta y,, = z(x)e”
istdllet och anvinda forskjutningssatsen (eller derivera pé likt ovan) istéllet.

For att hitta en partikularlosning till

p(D>yp2 =10

ansétter vi y,, = Bx? eftersom p(D)(polynom) = polynom, dér hogerledet har gradtal tva
steg lagre (om vi ansétter ett polynom med grad > 2). Insatt i ekvationen ger detta

p(D)(Ba?) = 10B,

sa B=1.
Svar: y = C} + Cyx + e (Cycos 2z + Cy sin 2x) + e* + x2.
3.11.1

sin(1/k)
1/k
sa ay, #» 0 dad k — oo. Serien Y .- | a dr dirfor divergent, enligt Divergenstestet.

1
(a) Sétt ar = ksin T Vi ser att aj, = — 1da k — oo enligt standardgransvérde,
. k ]- ]- ° . . [e’s)
(b) Sétt a = (—1)" tan T Eftersom tan e 0da k> 1 ar serien ) ., a; alternerande,

och eftersom dessutom |ax| = tan z N 0da k — oo (Jak| avtar mot noll, d.v.s. |a;| >

las| > |as| > ... och |ax| — 0) &r serien en Leibnizserie, och ddrmed konvergent.

(c) Satt f(x) =
i0. Vi far

FRp— Vi ser att f(z) > 0 och att fol f(z) dx &r generaliserad endast
—CcosT

1 1 1 1

R Ry W T r R R v we,Tpey S ACOR y s Toy

f(x)
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med g(z) = 1/2%, och noterar att g(x) > 0 och att fo x) dx ar generaliserad endast
i 0. Vidare,
flx) _ 1

g(x)  1/2+0(a?)
och eftersom 0<2< oo sager Jamforelsekriteriet pa gransvirdesform att integra-
lerna fo x) dz och fo x) dz antingen bada &r konvergenta eller bada divergenta.

— 2 dadx — 0F,

Men fo d:v = fo (1/x )dx dr divergent (standardintegral), och darmed &r ocksa
fo x)dx dlvergent

Svar: (a) Divergent (b) Konvergent (c) Divergent.
< = foljer det att

/ | cosx
RV
sa integralen ar absolutkonvergent.

3.11.3
Vi anvander rotkriteriet:

COsS T

Vz+z®

3.11.2 Eftersom

<1
d:vg/ —dx < o0,
1

1/n 1/n

n+ 32"
n3 3n

n+3
n3

2 Jaf?

5 3 da n — oo.

Alltsa har vi konvergensradie V3. Test av andpunkterna x = +/3 ger, eftersom (n +
3)/n® < 4/n? och > 77, 2 dr konvergent, att

in+3(i\/§)2" :in+3

3 n 3
n 3 n
n=1 n=1

ar konvergent. Alltsa konvergerar serien da —V3<x<+V3.
Notera nu slutligen, eftersom alla termer ar positiva, att

® n+3(V3)" n+3 . <~n+3 143 243 343 349
R I T -

nd 3 n3 nd 1 8 + 27 72

n=1 n=1 n=1

Svar: Summan konvergerar for x € [—/3,/3].

4.5.1
Baglingdselementet &r ds = /x/(t)? + y/(t)2dt = /16¢* + 9t*dt, varfor kurvans
langd ar
1
61
:f 162 + 9t4dt :/ tV'16 4 9t2dt = b [ 16+9t2)3/2}0 o
0 0
langdenheter.
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4.5.2
Kurvans bagelementet ges (i bada deluppgifterna) av

e

2
ds = £/ (dx)? + (dy)? =41+ (j—z) dr = /1 + (22 +4)2de = 1+ 4z + 2)2 de,

dir 1 <z < 3.

{a) Kurvans lingd beriiknas genom att integrera hagelementet

3 4
L= f da{z) = / v 1+ 4z +2)2dx.
1 J1

(b) Rotationsarean finner vi genom att anvinda Pappos-Guldins formler, I vart fall att
arean ges av tyngdpunktens vig multiplicerat med langden: dA = 2ar - ds, dér ¢ br
avstandet mellan ds och rotationsaxeln. Rotationsaxeln dr r = =2 och tyngdpunk-
ten T, fir ds ligger approximativt i punkten (x, x* 4 4x) (viinstra dndpunkten), sa
vid rotation kring r = —2 forflyttar sig tyngdpunkten striickan 27{x + 2). En figur
beskriver situationen.

y=a*+4x

= ] -4 =3 -%2 -1 1 '.I"'I 3
Rotationsarean som uppstar finner vi nu genoin att summera areaelementen:

A

]
1

/ dA(z) = 2n [ (z+2)ds(z) = 2n / (x+ 2}/ 1+ 4(z+ 2)%dx
1 . J1

VY. a1
B [{1 + -l{iir-; 2)2)% ] # %{10]352 a7y
1

3
Svar: (a) [ V1+4d{r+ 2P dr le (h) % l:l[l‘k"i""2 - 3?“2) a.e.
J1

4.5.3
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1 -< Omradlet 0£x<1, O£ys e vot. k‘f\fj s

A= 2w (x+2)dA = 2w(x+2)e*dwn , sa

1 &
R Vﬁfag\/ﬁ Z-rffg (x+2)e Ax =

-7 1

DI

-2

2W(3€—6“2*7)~

S y Lwl2e= 1)
4.5.4
AY &) Avreon Qes ow
1 ‘ 1
g=$00) \ r
/( jl‘n{@f\?&)*i Vds = i “(WWW)Q’H Pocr dx
X © o
;$L@,\f04 v
) Yob:gmm ges ow
r
j’ﬁ HCIREREY (Y
~y=p
0
<) 1 _
Jﬂ'\x?’*:l)zdxx.: m {6t w)gee m X%‘* xTe gy ] s 26
J  F

0 0 g

4.5.5 Enligt kind formel for plan area i poldara koordinater erhaller vi

1 5m/6 1 57 /6 1 57/6
A:—/ r(g0)2d90:§/ sin2g0dg0::l/ (1 —cos2¢p)dy

2 )6 /6 /6
1 sin20]°° 1 2, V3\ _7m V3
AP T2, 1\3 T2 ) T s

Kurvlangden far vi genom att summera bagelementen ds som i poldra koordinater ges av

= /()2 +7(p)2dp = \/sm Y + cos? pdp = dp.

5m/6 5m/6 )
L:/ ds(gp):/ d(p:—ﬂ.
w/6 /6 3

Salunda ges lingden av
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Svar: A =

u
6

V3
8

2
respektive L = ?ﬂ
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