TATA42/9GMAO04: inledande problem 2023

I 8.1 Forenkla foljande uttryck till formen p(x) + O(a™), dar p(x) ar ett polynom och rest-
termen ar den béasta mojliga (storsta mojliga heltal n):

(a) (1+az—22/240(2%) — (z+ 22+ O0(2%)) + (2 — 22 + O(z?))
(b) (z—a?+ 2%+ 0(z")) (z — 2® + 2% + O(z?))
(c) (z—a?+a%+0(z*))>

I 8.2 Forenkla O(t1) till O(z™) med stérsta mojliga heltal n om

(a) t=—x

(b) t =227

(c) t =3z + 2?

(d) t=—2%/2+ O(a")
(e) t=0(x)

(f) t=0(?)

18.3 Om f(x) ges av foljande uttryck, avgor om f har lokalt maximum, lokalt minimum
eller ingetdera i x = 0:

(a
(b) =2+ 2%+ O(z?)
— 2?2+ 0(x3)

)2+$ + O(x )
)
(c) 2
(d) =2 — 22+ O(23)
)
)
)

C

(e) 5+ a3+ O(x5)

(f) 3+ 0(z?)

18.4 (a) Harled Maclaurinutvecklingen av ordning 3 med restterm i Lagranges form f{or
In(1 + z).

(b) Visa med hjilp av utvecklingen i (a) att

11 143 1

‘__ 1

10 1500| — 40000

(c) Bestdm en béattre approximation p/q till In(11/10), ndmligen en som uppfyller

In——=|< .
10 ¢ 100000

11 p‘ 1

p/q far skrivas som en oférenklad summa av rationella tal.

1
110.1 Lat = —.
it f0) = o=
. T 1 1
(a) Motivera varfor olikheterna 0< fla) < — och 0< flz) < —
NZ3 a3

géller for alla z > 0. Skissa graferna for f(z), 1/y/x och 1/2% i samma koordinat-
system, och markera speciellt deras inbordes lagen da 0 < x < 1 respektive = > 1.

ilka uppskattningar av T, T 0C x foljer av olikheterna
b) Vilk ki ing 01 )d 1 x) dx och 0 x) dx fol] likh
0 < f(z) <1/y/x? Vilken eller v11ka av dessa uppskattmngar ar anvandbara?

(c) Vilka uppskattningar av fol )dz, [[° f(x)dzoch [;° f(x)dx foljer av olikheterna
0 < f(x) < 1/2%7? Vilken eller v1lka av dessa uppskattmngar ar anvandbara?

(d) Vilken bésta uppskattning av fo x) dz far vi fran ovanstaende deluppgifter?



14+
VI + a3

(a) Férvissa dig om att olikheterna 0 < x3 < \/z giiller dd 0 < x < 1. Visa sedan att

110.2 Lat f(z) =

0<1+:c 1+

< 5or Sf@ <

och uppskatta fo x) dz med hjalp av dessa olikheter.
(b) Forvissa dig om att olikheterna 3 > Vx>0 galler da x > 1. Visa sedan att

O<z<l,

1+ 1+
OSFSJC(.’I])S 1‘3, ZC>1,
och uppskatta fl x) dr med hJalp av dessa olikheter.

(c) Vilken instdngning A < fo x)dx < B far vi fran (a) och (b)?

2 1

110.3 Lat f(x) = i: . Vi ska undersdka [ f(z) da.
x
222 +1 > 7
(a) Lat g(z) = vl Visa att 0 < f(z) < g(z) da = > 1 och att / g(x)dx = 3
1

(b) Kan vi med hjilp av (a) avgéra om [, f(z) da ér konvergent eller divergent? Kan
vi séiga nagot om integralens vérde?

1 oo
(c) Lat nu g(z) = —;. Visa att f(x) > g(x) >0 da x> 1 och att / g(x)dz = 1.
xz 1

(d) Kan vi med hjilp av (c) avgdra om floo f(z) dx ar konvergent eller divergent? Kan
vi séiga nagot om integralens vérde?

1 o0
(e) Lat g(m) = — igen. Visa att att % — 2 da x — oo, att / g(x)dz =1, och
x? g\r 1
att [ f(z)dz och [ g(x) dx dr generaliserade endast i oc.

(f) Kan vi med hjilp av (e) avgora om [ f(z) dx &r konvergent eller divergent? Kan
vi sdga nagot om integralens virde?

1
110.4 Lat f(x) = ————. Vi ska undersoka fol f(x)dx.

T+ sinx

1 1
(a) Lat g(z) = —. Visa att 0 < f(z) < g(x) da 0 < 2 < 1 och att / g(x)dx ar
T 0
divergent.

(b) Kan vi med hjilp av (a) avgora om fol f(x) dx ar konvergent eller divergent? Kan
vi sdga nagot om integralens virde?

1 1
¢) Lat nu g(x) = —. Visa att f(x) > g(x) > 0da 0 < x < 1 och att g(x)dx ar
2x
0
divergent. (Som bekant dr 0 < sinx <z da 0 <z <m.)

(d) Kan vi med hjilp av (c) avgora om fol f(z) dz ar konvergent eller divergent? Kan
vi séiga nagot om integralens vérde?

1 1 !
(e) Lat g(z) = — igen. Visa att % =3 da z — 07, att / g(x) dx ar divergent,
g\x 0
och att fo x) dx och fo x) dx &r generahserade endast i 0.

f) Kan vi med hjélp av (e) avgora om x) dx ar konvergent eller divergent? Kan
& 0 g &
vi sdga nagot om integralens virde?

Svar pa nésta sidal



TATA42/9GMAO04: inledande problem 2023, svar

181 (a) 3—52%/2+0(z?)
(b) 2% — 223 + 32% + O(2P)
(c) 2% — 32t + 62° + O(2°)
18.2 (a) O(z%)
(b) O(a®)
(©) 0@
(d) O(x'?)
(e) O(z%)
(f) O(="?)
18.3 (a) Lokalt minimum: 2+ z? + O(2%) = 2+ 22 (1 + O(z))
(b) Lokalt minimum: —2 + 2% + O(2®) = =2+ 2%(1 + O())
(¢) Lokalt maximum: 2 — 2% 4+ O(2®) = 2 + 2% (-1 + O(x))
(d) Lokalt maximum: —2 — 22 + O(2®) = =24 2? (-1 + O(z))
(e) Ingetdera: 5+ 22 + O(z°) = 5+ 23 (1 + O(2?))
(f) Informationen ricker inte till for att avgora fragan
2 g8 2
184 (a) n(l+2) =2— 5+ — ———; fornagot { = ¢(x) mellan 0 och »

i/ 2 "3 a1+e)

.. —_— ——

Exakt varde 0 . —
Approximation Approximationsfel

(b) . =1/101 (a) ger

In(11/10) = (1/10) — L10° (/1% (1/10)"

——— 2 3 4(1 + 6)4
Exakt varde —

= 143/1500, approximation Approximationsfel

for nagot ¢ mellan 0 och 1/10, sa, eftersom (1 +&)* > (1 +0)* =

11 143 (1/10)* o1
n—— = —_ = .
10 1500 A1+ &)~ 40000 (1+ €)% = 40000
(c) - (1/10) — (1/10)" + 11077 _ (1/10)° duger, med
q 2 3 4 b
5
fetot] = | 1L _ B[ [ /10 | _ _apop 1
10 5(14¢€)° 5(14+ €)% — 500 000 100000’

ty & ligger mellan 0 och 1/10, s& (1 +¢)° > 1. (Utveckla In(1 + ) ett steg lingre!)



I10.1

110.2

110.3

110.4

(a) Yy

(Principskiss)

—_
8

1 1 o'}
(b) Endast 0 < / f(z)dx < / v _ 2 &r anvandbar eftersom /
0 0o VT 1

dx
— och
- NG oc
x
— ar divergenta (= 00).
)
> > d 1 Yd
c) Endast 0 < xr)dr < % 4z = = #r anvindbar eftersom & dx och
Endast 0 flz)d 3 5 3
1 1 T o T

oo
x
/ — dx dr divergenta (= oo).
0 x

oo

Ja, [° f(z)dz &r konvergent, och 0 < [ f(z)dz < 7/3.
Nej, (c) ger inte besked eftersom den mindre integralen [ g(x) da &r konvergent.

Ja, [° f(z)dx &r konvergent, men (e) ger ingen uppskattning av [ f(z) da.



