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G (Generaliserade integraler

Tidigare har vi definierat integraler av typen

/a  fa)d

dir [a,b] dr ett slutet och begrénsat intervall och f #r kontinuerlig pa [a, b]. I sjélva verket ricker
det att f dr begrinsad och styckvis kontinuerlig i det ppna begrinsade intervallet |a, b[, d.v.s.
kontinuerlig utom méjligen i dndligt manga punkter i |a, b].

Vi ska nu generalisera integralbegreppet till att dven omfatta obegrdinsade intervall och obe-
gransade funktioner; vi ska dock fortsiatta att kriava att funktionerna ar styckvis kontinuerliga.

Antag darfor att f dr kontinuerlig i |a, b[ utom mdjligen i dndligt manga punkter, och att
—o00 < a < b < oco. Visdger att en integral f: f(z) dx &r generaliserad i co (respektive —oo)
om b = oo (respektive a = —o0). Vi séger ocksa att den dr generaliserad i c om a < ¢ < b
och f &r obegrénsad nira c (vilket betyder att det finns nagon foljd z; — ¢, ddr a < x; < b och
xj # ¢, sadan att |f(z;)| — oo da j — oo). Slutligen séger vi att den &r generaliserad om den
ar generaliserad nagonstans.

1
d
G.1. Exempel. / 3 * dr generaliserad 1 —oo, —2 och 0, ty integranden
oo TP =4z
1 1
f@) = w3 —dx  x(r+2)(x—2)
dr obegrinsad nira —2 och 0; observera att 2 ligger utanfor integrationsintervallet |—oo, 1]. A
Csiny . . C _
G.2. Exempel. dx #r generaliserad i co, men faktiskt inte i 0 (varfor inte?). A
0

G.3. Definition. Antag att f dr kontinuerlig i |a, b[, dir —oco < a < b < 0o, utom mdojligen i
dndligt manga punkter.

e Om integralen f: f(x)dx &r generaliserad endast i b siigs den vara konvergent om
lim,_,;- fac f(z) dx existerar dndligt; detta grinsvirde sigs da vara integralens virde
och vi skriver f; f(z) dx = detta vérde. Pa motsvarande sétt definieras konvergens av

f: f(z) dx nér denna &r generaliserad endast i a som att lim,_, -+ fcb f(z) dx existerar
dndligt.

e En integral f: f(z) dz som &r generaliserad i bade a och b (och bara dér) sidgs vara

konvergent om de bada delintegralerna [ f(z) da och fcb f(z)dz, dir a < ¢ < b, &r
konvergenta; viardet definieras som summan av delintegralernas virden.

e Slutligen, om ¢; < ¢2 < ... < ¢, dr en upprikning av de dndligt manga punkter
mellan a och b dér f; f(z) dx &r generaliserad, séigs integralen vara konvergent om alla
delintegraler [ f(z)dz, [ f(z)dz, ..., [T" f(z)dz, fcb f(x)dr &r konvergenta;

Cn—1
vardet ar da summan av alla delintegralers vérden.

En integral som inte &r konvergent ségs vara divergent.




2 G Generaliserade integraler

G.1 Direkt undersékning med primitiv funktion

Ibland &r det nagorlunda l&tt att hitta en primitiv funktion till integranden, och da kan fragan om
konvergens och berékning av integralens virde reduceras till renodlade grinsvirdesundersokningar.

G.4. Exempel (Obegrinsat intervall). / e~ ¥ dx ar generaliserad i oo, och
0

M
/ e Tdx = [—efx]éw =1—e™ 51 dd M — oo,
0

sa integralen &dr konvergent och har vérde 1; vi skriver

/ e “dr =1.
0

Den geometriska tolkningen av detta &dr att omradet mellan positiva z-axeln, positiva y-axeln och
kurvan y = e~* har area 1. A

2
d

G.5. Exempel (Obegrinsad funktion). / i generaliserad i 0, och
2 o T

dx

= [1nx}2:1n2—1ne—>oo dae— 0T,
x €

€
sa integralen ar divergent. Tolkningen &r att arean av omradet mellan kurvan
y = 1/z, linjen & = 2 och de positiva koordinataxlarna &r obegriinsat stor.

Pa samma sétt far man att f02 (1/+/) dz déremot &r konvergent, med -
virde 2v2, ty [2(1/y7) de = [2y/7]” = 22— 26 = 2V2 di € — 0. —ﬂ—I»

€ 2
7
G.6. Exempel (Gransvirde saknas). / sinz dx dr generaliserad i —oo, och A
! 7
/ sinxdr = [—COS:U]M = —cos7+ cos M,
M
som saknar grinsviarde da M — —oo, sa fzoo sinx dz dr divergent (och saknar virde). A
o d
G.7. Exempel (Generaliserad i bada #indpunkterna). / Y generaliserad bade

i 0 och i oo, sa dirfér undersoker vi fOS och [ separat (eller t.ex. J»017 och [}7).
En primitiv till f(z) =1/(y/Z (1+2)) dr F(z) = 2arctan y/z, vilket kan ses med bytet t = /z.
Alltsa,

/0 F@)dz = F(5) — lim F(z) = F(5)—0

z—0t1

och

/:Of(a:)d:r— lim F(z) — F(5) =7n— F(5),

Tr—r00

sa bada delintegralerna &r konvergenta. Dérmed &r var ursprungliga integral konvergent, med
vérde

/Ooof(:c)dx:/o f(:v)dx—l—/;of(:v)d:v:(F(5)—0)+(7T—F(5)):7T.

Hér ser vi ocksa varfor det gar lika bra med 17 som med 5; i sjdlva verket kan vi direkt skriva

/000 f(z)dx = lim F(z)— lim F(z)= [F(:C)]Si,

T—r00 z—071

och integralen dr konvergent eftersom bada dessa grinsvirden existerar dndligt. A



G.1 Direkt undersokning med primitiv funktion 3

dx
1172 + 1173

0 och oo, sa vi far studera f__olo, f_ol och [ separat. Eftersom

oo
G.8. Exempel (Generaliserad i manga punkter). / ar generaliserad i —oo, —1,
— 00

f(e)= =g =3 — >+ harenprimitiv F(z)=——+n @+ ’
i vart och ett av delintervallen |—oo, —1[, |—1,0[ och |0, oo &r integralen konvergent med vérde

(oo}

[ t@de=F@] 7L+ @], + F@]
forutsatt att alla dessa sex grinsvirden existerar dndligt. Men exempelvis lim,_,_;+ F(z) existerar

inte dndligt, sa integralen ar divergent. A

Enkla grinsvirdesregler medfor genast att konvergenta generaliserade integraler har samma
linjaritetsegenskaper som vanliga integraler. Vi uteldmnar beviset.

G.9. Proposition (Linjaritet). Om f; f(z)dx och f: g(z) dz bada &r konvergenta general-
iserade integraler (dir a och b far vara —oo respektive co) och ¢ ér en konstant, sa dr de bada

integralerna f; (f(x) + g(z)) dz och fab ¢ f(x) dx ocksa konvergenta, och
b b b
[U@+ga)ar = [ sadet [ g

bcf(a:)da: = ¢ bf(:z:)da:.
/ /

+ OVNINGAR

* G.1 Antag att f: f(z) dz &r generaliserad endast i b. Visa att da dr f: f(z) dz konvergent om

och endast om fcb f(z) dx &r konvergent for nagot ¢ med a < ¢ < b.

* G.2 Rékna ut virdena av foljande generaliserade integraler om de dr konvergenta.

< zdx < dx e <

(e) /:0 cos’vdr  (f) /11%6 (g) 11% (h) /02 Inxdx

<i>/_ll¢% Ol - Ul =

>~ d >~ d
* G.3 (a) Visa att / & och / *_ bada ir divergenta.
1 1 x+1

>~ /1 1 (2 1
ad kan sdgas om - — x respektive - — €T
b) Vad k 1 d kti dz?
1 L 1

T+ r x+1

* .4 Antag att f:f(ac) dxr ar konvergent och att f:g(:v) dx &r divergent. Ar da integralen
fb (f(x) + g(z)) dv divergent? Bevis eller motexempel!

a
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G.2 Positiva integrander

I foregaende avsnitt var exemplen och 6vningarna valda sa att vi nagorlunda ldtt kunde bestdmma
primitiver till integranderna och dirmed avgéra konvergens/divergens genom att helt enkelt un-
dersoka griansviarden av dessa primitiver. I manga situationer ar det svart eller i praktiken omojligt
att hitta primitiver — eller ocksa behtver man inte integralens exakta virde. I dessa fall kan man
jamfora den givna integralen med integraler som man kan berékna exakt eller atminstone uppskat-
ta vardet av. Speciellt enkelt dr detta om integranden f &r positiv, vilket i detta sammanhang
betyder att f(x) > 0 for aktuella z.

Man jamfor ofta med foljande integraler: Y

1
y = —, olika «
th

G.10. Proposition (Jdmforelseintegraler). Lat o

vara en konstant. Da géller: a>1

a =1 (grinsfallet)

<1
/ —dz  dr konvergent & o >1, (G.1)
1

T a<l1

1
1
/—d:z: ar konvergent < a < 1. (G.2)
0o ¢

1

Talet 11 integrationsgréinserna kan naturligtvis bytas mot vilket annat tal ¢, 0 < ¢ < 0o, som helst.

Bevis. Vi bevisar (G.I); beviset av (G.2)) dr snarlikt och limnas som Ovning [GL5

1— M@ 1
M M
1 —, a#l, , oa>1, .
/ _ad:v:/ vodr—] a-1 0 “7H V)G da M — oo,
Lo L M, a=1, 00, a<l,
d.v.s. integralen ar konvergent om och endast om o > 1. |

For bada jamforelseintegralerna dr alltsa gransfallet « = 1; da &r Inx en primitiv och denna blir
ju obegrinsad bade da x — oo och da x — 0.

G.11. Sats (Jamforelsekriteriet). Om 0 < f(z) < g(x) da a < x < b, déir a och b far vara
—oo respektive oo, sa giller

b b
° / g(x) dz ar konvergent — / f(z) dx &r konvergent,

b b
och og/ f(x)dxg/ g(x) du;

b b
° / f(z)dx ar divergent =— / g(x) dz &r divergent.

Bevis. Vi antar forst att integralerna #r generaliserade endast i b. Om f;g(x) dx &ar konver-
gent (med virde M, sig) och a < ¢ < b, sa géller, eftersom 0 < f(z) < g(z) da a < x < b,
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Og/acf(x)dxS/acg(x)dxg/abg(x)dx—M-

Alltsa dr den viaxande funktionen

c»—>/f(x)dx, a<c<b,

uppat begrinsad av M, och dirfor existerar f; f(@)de =lim_,- [ f(z)de < M enligt supre-
mumaxiomet.

Ett liknande argument tar hand om fallet da integralerna &r generaliserade endast i a, och
om integralerna dr generaliserade i flera punkter kan ovanstaende resonemang genomforas pa alla

delintegraler.
Eftersom den andra delen av satsen bara ar ett annat satt att formulera den forsta delen ar vi
klara. |

En naturlig tolkning av vad satsen séger ar att en delméngd av en méngd med &ndlig area ocksa
har dndlig area, se figuren ovan.
dx

—————— . Eftersom |sinz| > 0 far vi
x? + |sin x|

G.12. Exempel. Vi ska undersoka [ :/
1

1 1 1 . 3 > dx > dx
< - < =— daxz>1, sa 0< — < = —1.
2?2+ |sinz| T 2240 a2 1«2+ |sinz| P

Var integral I ér alltsa konvergent, och 0 < I < 1. (Fér en bittre undre griins, se Ovning [T.6l) A

G.13. Foljdsats (Jamforelsekriteriet pa kvotform). Om

e f>0o0chg>0pa [a,b], dir b far vara oc;
b b
e de bada integralerna / f(x)dx och / g(z) dx &r generaliserade endast i b; och

f(z)

e — - s Adax—b,dir0< A< oo,
9(x)

b b
sa dr integralerna / f(z) dx och / g(x) dz antingen bada konvergenta eller bada divergenta.

Motsvarande giller om integralerna endast dr generaliserade i a, dar a far vara —oo.

Bevis. Vilj tal m och M sadana att 0 < m < A < M < oo. Eftersom f(z)/g(z) - Adaxz — b~
finns ett tal c sadant att a < ¢ < b och

f(x)

mgﬁgM dac<az<b, sa 0<mg(z) < f(z) < Mg(x) dac<z<b.
g(z
For integraler f: som &ar generaliserade endast i b géller att f: dr konvergent om och endast om
fcb ar konvergent (se Ovning [G11)), sa i fortséttningen studerar vi fcb.

Om fcb f(z)dz &r konvergent, sa ir fcb myg(z) dz konvergent enligt Jimforelsekriteriet (Sats
[G1T), och déirmed ér fcb g(x) dx konvergent. Omvint, om fcb f(z) dz &r divergent, sa #r fcb Mg(z) dx

divergent enligt samma kriterium, och ddrmed &r fcb g(x) dz divergent. |
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G.14. Exempel. Vi ska undersoka om

* arctanzx
-5 dx
5 X3 —x

ar konvergent. Integralen &r generaliserad endast i oo, och

() arctanx 1 arctanz (@) arctan
r == — = €X)  —.
-2 23 1-1/z g 1-1/z
Vi far
t
_f(x) AT T A dir— oo
;v) 1-1/x 2

Eftersom 0 < A < oo och [,* g(x)dz = f2 (1/23) dz ar konvergent och generaliserad endast i co
ger Jamforelsekriteriet pa kvotform att var givna integral f2 (2) dz ocksa dr konvergent. A

G.15. Exempel (Fallgropar). Vi vet ju att

< dx o T
I:/O H—x2 = [arctanx}o = 5

Om vi vill visa konvergens utan att berikna exakta virdet kan vi,
eftersom

1 1
(*) OS1+$2SF, $>05
forsoka anv'&nda Jamforelsekriteriet Satsm med f(z) = 1/(1+2?)
och g(z) = 1/22. Hér ér dock fo x) dx divergent (arean under den

roda grafen i figuren &r odndligt stor) och dérfor ger satsen inget besked
om [, f(z)dx (arean under den bla grafen).

Olikheten (*) ovan &r visserligen korrekt, men den ér dalig ndr 2 dr nira 0. For att komma runt
detta kan vi anvéinda Jamforelsekriteriet pa intervallet |1, 00|, t.ex.; floo g(z) dx &r ju konvergent,
och dérmed &ar floo f(z) dz konvergent, och eftersom

/°° dzx _/1 dzx +/°° dx
0 1+I2_ 0 1+$2 1 1+$2’

dér fo x) dx #r en vanlig (ej generaliserad) integral, dr alltsa var integral konvergent.
Om vi i stallet forsoker anviinda Jaimforelsekriteriet pa kvotform (Féljdsats [GI3) med samma
f och g som ovan,

fle) 1/A+2%) 1 .
g(:v)_ 122 _1/x2+1—>1 da x — oo,

kan vi forledas att tro att [~ f(z) da &r dlvergent eftersom [ g(x) dz #r divergent. Det som gor
att Foljdsats [GI3linte &r tlllamphg r att fo x)dz &r generahserad bade i 0 och i co. (Ddremot
fungerar den pa intervallet |1, ool ty fl )d:zc ar generaliserad endast i 00.) A

/Ooo |sin\(/15/x)‘ i

Integralen dr generaliserad bade i 0 och i oo, sa vi delar upp den vid x = 1, sig.
P& ]0,1[ kan vi anvéinda att [sin¢| <1 for alla ¢, och dédrmed att

‘sm( /x )|
NG

G.16. Exempel. Vi undersoker

0< flx) = =g(x), 0<z<l,

%\H
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och eftersom fol g(z)dx = fol (1/21/2) dz &r konvergent enligt Proposition[GI0 4r ocksa fol f(x)dx
konvergent enligt Jamforelsekriteriet.
P& 1, oo[ kan vi i stéllet Maclaurinutveckla, sint = t+ O(t3) med t = 1/x — 0 dd z — o0, sa

) }sin\%m _ |1/x—|—\(/9§(1/x3)| _ I?,l/z 1+ 0(1/2%),

sa med g(x) = 1/2%/% (obs! annat g(z)) far vi

f(x)

@* z? = ax— 00
g(x)_\1+(9(1/ )| =1=A4 diz— .

Eftersom 0 < A < oo och [~ g(x)dz = [°(1/2%?) dx tr konvergent enligt Proposition [G.I0] &r
ocksa floo f(x) dz konvergent enligt Jimforelsekriteriet pa kvotform.

> Isin(1 L sin(1 > |gin(1
Sammantaget dr / M dx = / M dx + / M dx konvergent. A
0 e 0 Vo 1 Vo
< 1
G.17. Exempel. / 5 7n:v 5 do &r generaliserad endast i co och har positiv integrand. Vi kan
1 xr —x

skriva
Inx 1 Inx

I = =@ w1
och eftersom (Inz)/(2x — 1) — 0 da @ — oo #r Jamforelsekriteriet pa kvotform inte tillimpligt —
det kriver ju att gransvirdet A uppfyller 0 < A < co. Det faktum att kvoten &r positiv och att
gransvirdet dr 0 ger oss i stéllet ett (stort) tal M > 1 sadant att

Inx

0< da x > M.

1
<1 daz>M, och ddrmed att 0< flz) < —
x—1 26

I} ;[0 (1/25) dz &r ju konvergent, s Jimforelsekriteriet ger att [ I\(}o f(z) dx &r konvergent, och ddrmed
dr ocksd [ f(z)dz = flM f(z)dz + [y, f(z)dz konvergent, eftersom flM f(x)dx ju dr en vanlig

(ej generaliserad) integral. A
» OVNINGAR

* G.5 Bevisa (G2) i Proposition [G10

dx

* (.6 Forbéttra uppskattningen i Exempel [G.12] till T < / - <1
4 1 a2+ |sinx]

* G.7 Vivill uppskatta I = floo e~ dx. Klart #r att bade 0 < e~ < ze~*" och 0 < e <e™®
da x > 1 (varfor?). Vilka uppskattningar av I ger detta? Vilken uppskattning dr bést?

* G.8 Avgor om foljande integraler ar konvergenta eller divergental!

1 1 e’} o 92
dx dx dx e+ 1
_— b _— —_— d —d
(a)/ox‘*—i-\/% (>/0 2r — xt (C)/O 1+ 26 (>/1 Bl
oo i 2 [e'e] T 0o 0
sin“ x dx dx Vr —sinz
(e) / ——dz  (f) / —— (8 / ——— (b) / ———dx
0 z 1 Vat—1 o T+sinz 0 T

o [ cosz|dz . [T* da S 0 .
(1)/0 i YV T (k)/o — O /O(\/:v2+2 a3+ 32) da

< 1. (Ledning for undre grinsen: e* > 1 + x for alla x.)

x + e*

* G.9 Visa att In2 < /
0
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* G.10 Visa att for varje ¢ > 0 giller
< dx

/\/m/\/_c\/_'

Vilket virde pa ¢ ger biista (d.v.s. minsta) dvre begriansning, och vilken dr denna optimala
ovre begriansning?

* G.11 I Ovning sag vi att fooo xr e~ 7 dr ar konvergent och beridknade dess virde. Vi ska nu
undersdka [~ 2"e™* dx for ett allmént positivt heltal n.
(a) Visa att denna integral &r konvergent (utan att berékna dess virde).
(b) Berékna integralens virde.

G.3 Absolutkonvergenta integraler

En generaliserad integral f: f(z) dx kallas absolutkonvergent om integralen f; | f(x)| dx dr kon-
vergent. Notera att denna senare integral har positiv integrand, sa kriterier i Avsnitt kan
anvéindas pa den.

G.18. Sats. Absolutkonvergenta integraler ar konvergenta, och for dem géller

g/ab|f(ar>|dar,

x) dx

dir —oo <a < b< .

Bevis. Sitt
1= f
2 )
de sa kallade positiva och negativa delarna av f. Notera att f* — f~ = foch fT+ f~ = |f|, samt
att 0 < f* <|floch 0 < f= <|f|.

och =

Antag att f: |f(z)|dz &r konvergent. Eftersom 0 < f* < |f| medfor Jamforelsekriteriet att

integralerna f; f*(x) dr bada #r konvergenta och > 0. Som en konsekvens ir

/abf(a:) dz = /abﬁ(x)dx - /abf(x)d:c

konvergent. Triangelolikheten for tal, |s —¢| < |s|+ |t|, tillsammans med identiteten f*+ f~ = | f|

ger sedan
| el - [rwas [ @[ iwe

x) dx x) dx




G.3 Absolutkonvergenta integraler 9
G.19. Exempel. Vi vill undersoka om integralen

* sinx
5 dx
5 X
2

ar konvergent, samt #ven uppskatta dess virde om den &r konvergent. Satt déarfor f(x) = (sinz)/x*.
Eftersom

sinx

0<|f(@)] = <= =g@), >3,

x2

och [° g(x) dz &r konvergent, ger Jimforelsekriteriet att [ |f(z)| da &r konvergent, och dérmed
att f;o f(z) dx &r (absolut)konvergent. For dess virde I géller

|I|:‘/ s1n2:v dx‘g/ sm;c dxg/ L=l
5 X 5 T 5 X 5
sa vi vet i alla fall att —1/5 < T < 1/5, dven om vi inte lyckas hitta det exakta vérdet. A

G.20. Exempel. Man kan visa att integralen

00 .
ST
dx
0 T

inte #r absolutkonvergent (se Ovning [N.I4)), men vi ska hiir se att den i alla fall &r konvergent.
Integralen &r generaliserad endast i 0o, sa vi kan noja oss med att studera t.ex. f:o for att avgora
konvergens. Vi far nu med partialintegration

. M
M gin z —CcosxT M cosx 1 *° cosx
- z z ﬂ x X T x X

da M — oo, dér den sista integralen dr absolutkonvergent (jaimfor Exempel [G19).
Som kuriosa kan ndmnas att i sjilva verket dr

® sinx T
dr = —,
0 T 2

nagot som kan visas med metoder i komplex analys eller Fourieranalys. A

+ OVNINGAR

o0 d
» G.12 Visa att/ cosrar
2 +1

(I kurser i komplex analys kan man t.o.m. visa att I = 7/2e)

> sin(z?) . Cx—\r
S (b)/o

dx.
2 2z + z2 v

ar konvergent och att for dess virde I géller |I] < /2.

x G.13 Ar foljande integraler absolutkonvergenta? (a) /
0

* Inxdx
* G.14 Berikna / 1122 forslagsvis genom att forst visa att integralen &r absolutkonvergent
0 X

och sedan genomfora variabelbytet ¢t = 1/z.
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N Numeriska serier

Lat ay, ao, as, ..., vara en odndlig f6ljd av tal. Vad ska vi mena med summan av alla dessa tal? Vi
kan naturligtvis summera dndligt manga av talen och bildar dirfor de s.k. delsummorna (eller
partialsummorna) s,, n = 1,2,3, ..., enligt

S1 = aq, - ag
S = ay + as, ' as  — a5:
s$3 = a1 +az + as, D ag — =

: Ciay 12

L Il Il L L Il i o
T T T T T T T Ll

S3 0 S4 S¢ S1 S2 S5

n
sn:al—i—ag—l—ag—i—...—i—an:Zak.
k=1

En tolkning &r att aj dr steg nummer k i en promenad, framat om aj > 0, bakat om ay < 0, och
att s, dr nettoférflyttningen i denna promenad efter n steg, framat om s,, > 0, bakat om s,, < 0.
Med en serie menar vi nu en formell konstruktion

o0
a1+a2+a3+...:Zak,
k=1

och talen aj kallas seriens termer.

N.1. Definition. Vi sdger att serien Zzozl ar ar konvergent om lim,_ . s, existerar
dndligt, ddr s, = >.._; ax; detta grinsvirde kallas da seriens summa s och vi skriver
> ore ) ar = s. I annat fall séigs serien vara divergent.

Termernas numrering behover inte borja just i 1, och inte heller behéver summationsvariabeln
heta k. Det gar lika bra att studera t.ex. Z;iﬂ bj=b_o+b_1+by+bi+...

x* OVNINGAR

*x N.1 Visa att Y~ a, dr konvergent om och endast om » >~ \ a, &r konvergent f6r nagot
N > 1. (Andligt manga termer kan alltsa tas bort utan att konvergensen paverkas; jamfor

Ovning [G11)

*x N.2 Antag att Y~ a, och > >~ b, &r konvergenta och att ¢ #r ett tal. Visa att da &r

Z(an—i—bn) = Zan—i— an
n=1 n=1 n=1

o0 o0
E ca, = ¢C E Qp,
n=1 n=1

dér serierna till viinster ocksa dr konvergenta. (JAmfér Proposition [G.9])
* N.3 Hur ser motsvarigheten till Ovning ut for serier?
* N.4 Visa att foljden av delsummor s, till en konvergent serie dr begransad, d.v.s. att det finns

ett tal M sadant att |s,| < M {or alla n.

11
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N.1 Direkt unders6kning med delsummor

Det &r ofta svarare att berdkna seriers summor &n generaliserade integralers vérden. I nagra fall
ar detta dock mojligt, och for den kanske viktigaste serien av alla, den geometriska serien, gar det:

N.2. Proposition. For den geometriska serien med kvot ¢ géller:

i konvergent med summa om |q| <1,
qu:1+q+q2—|—q3+... ar ||
k=0 divergent om |g| > 1.
Bevis. Direkt utrikning av delsummorna fér n =0,1,2,... ger
1
n 1- q"“ 1_4g’ |Q| <1
Sn= ¢ =1+q+¢+.. +q" = - 17 ! da n — oo
n=) ¢ =14+g+g+. . g = q s, ¢>1, ,
k=0 n+1, =1,
¢ (saknas), ¢ < —1,
och déarmed ar beviset klart. |

N.3. Exempel. Den geometriska serien med kvot 1/2 har summan

1 1 1 1 : i

l+=-+-+-+4+...= =92, i f t —
Ity T 0 1 3 71509
2 4 8
I figuren har de fyra foérsta termerna och tillhérande delsummor markerats, samt seriens summa 2,
d.v.s. delsummornas grénsvarde: s, — 2 da n — oo. A

N.4. Exempel. Foljande serie ar lite speciell i det att termerna i delsummorna tar ut varandra
néstan fullstéindigt (en s.k. teleskopserie):

S WVETT-VE) = (V- v3) + (V- V) + (V5 - V) 4 ...

k=2

Vi berdknar delsummorna:

n

Sp = Z(\/k—i— —Vk)

k=2

=(V3-V2)+(Vi-V3)+ (Vo -V +...+(Vn—-Vn—1)+(/n+1-n)

k=2 k=3 k=4 k=n—1 k=n

=(V3+VA+Vo+. .. +vn+vVa+l) - (V2+V3+VA+ ... +Vn—1+/n)
=Vn+1-V2.

Eftersom s,, — oo da n — oo dr serien divergent. A

N.5. Exempel. Vi vill undersotka serien

+

4l
-
Sl
&l
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Hér kan man inte hitta nagot enkelt uttryck fér delsummorna, men vi kan i alla fall siga att

1 + 1 + + 1 . 1 n 1 n +1 1 Jn 193
Sn = —= — — — — — =N —= =N, n=14,9,...,
V1T V2 NN NG NG
n termer

och eftersom /n — oo da n — oo foljer att dven s, — 0o da n — oo; saledes dr dven denna serie
divergent. A

N.6. Proposition (Divergenstestet). Om termerna i en serie inte gar mot 0, s &r serien
divergent, d.v.s.:

an A 0dan— oo == Z a, &r divergent.

n=1

Bevis. Vi gor ett indirekt bevis och antar darfor att serien ar konvergent, d.v.s. att s, — s da
n — oo, dir s ar ett dndligt tal, och visar att i sa fall géller a,, — 0 da n — co. Men detta foljer
direkt av att a,, = $,, — Spn—1 — s —s=0da n — . [ |

N.7. Exempel. Divergenstestet ger omedelbart att serien
D (-D)"=1-14+1-14+1-1+...
n=0
dr divergent, ty lim,, o (—1)" existerar ej.
Divergenstestet ger ocksa att serien

1 1 1
Zcos—:cosl—l—cos——l—cos——l—...
n 2 3

n=1
ar divergent, ty cos(1/n) — 1 # 0 da n — oc. A
Observera att Divergenstestet ensamt inte ger nagot besked nér termerna verkligen gar mot noll.

Studera serierna

oo

(1) 22171*1—1-;—!—214— . och Z\/_ \/_ \/_

n=0

(1) &r konvergent enligt Exempel [N.3] medan (2) &r divergent enligt Exempel [N.5] och termerna
gar mot noll i bada serierna: 1/2" — 0 och 1/y/n — 0 da n — oo (men olika snabbt).

* OVNINGAR

* N.5 Klarar Divergenstestet att visa att serien i Exempel [N.4] 4r divergent?

2

o0
* IN.6 Berikna delsummorna till serien Z k(T genom att partialbraksuppdela termerna.

+2)

Ar serien konvergent, och vad &r i sa fall dess summa?

o, k+1
* N.7 Avgor om Zln +

ar konvergent genom att berdkna delsummorna.

* IN.8 Berikna summan av féljande serier om de &r konvergenta.

(a)8+2+%+%+..- (b) 2— \/_+1—\/_+%—... (c) > _4an (d)zw
n=3
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N.2 Positiva serier

Teorin for positiva serier, d.v.s. serier _° | a, diir alla a,, > 0, #r sérskilt enkel. For dem giller

ju att delsummorna &r vixande:
0<s1 <s3<s3<

Darmed kan endast tva fall intréffa: antingen s,, — oo, eller ocksa ér foljden s,, uppat begrinsad,
d.v.s. det finns ett tal M sadant att s, < M for alla n. I det forra fallet dr alltsa serien divergent,
och i det senare fallet existerar griansvirdet lim,, ,. s, = s dndligt enligt supremumaxiomet, sa
serien ir konvergent (med summa s). Detta tillsammans med Ovning ger dérfor:

N.8. Sats. En positiv serie dr konvergent om och endast om foljden av dess delsummor &r
uppat begransad.

Positiva serier Y | a, beter sig i mangt och mycket som generaliserade integraler [ 100 f(z)dx
som dr generaliserade endast i oo och har positiv integrand, sa mycket i detta avsnitt kidnns igen
fran Avsnitt Forst en sats som direkt knyter ihop serier och integraler:

N.9. Sats (Integralkriteriet). Om den kontinuerliga funktionen f dr positiv och avtagande
pa [1,00[, sa &r

den positiva serien Z f(E) och den generaliserade integralen / f(x)dx
k=1 1

antingen bada konvergenta eller bada divergenta.

Y Y
F@) -
@)l y=f@ y = f()
FICOR I R s ot R oS VR ] o —
1 2 3 n—1 n T 1 2 3 n—1 n T

Bevis. Eftersom funktionen f #r kontinuerlig pa [1,00[ dr den ocksa integrerbar pa varje inter-
vall [1,n]. Delar vi varje sadant intervall i heltalspunkterna ger uppskattning med under- och
dversummor (se figur)

w n ©)
f(z)-1+f(3)-1+...+f(n)-1g/1 f@)de < F1) -1+ f2) 1+...+ f(n—1)-1,

d.v.s.

- v ) &
S-S [ fayae' < S 50 o) (N.)
k=1 L k=1
Om Y37, f(k) &r konvergent med summa S, sa ger olikhet (O) att [/ f(z)dz < S for alla n,
och dérmed #r [ f(z) dz konvergent enligt supremumaxiomet. Om & andra sidan [~ f(z) dw &r
konvergent med vérde I, si ger olikhet (U) att >_;'_, f(k) < f(1) + I for alla n, och ddrmed &r

> rey f (k) konvergent enligt Sats [N.8]
|
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N.10. Exempel. Serien

i LS SN SIS S
n:4nlnn_4ln4 5ln5 6ln6

ar divergent, ty f(z) = 1/(xInx) &r positiv och avtagande pa [4, co[ och

%) 1 .
/4 xlnxdm: [hllna:}4

existerar ej dndligt. (Se dven Exempel [N.26]) A
— 1
N.11. Proposition (Jamférelseserier). Serien E — &r konvergent < o> 1.
n
n=1

Talet 1 i undre grénsen kan naturligtvis bytas mot vilket annat heltal > 1 som helst.

Bevis. For a < 0 géller 1/n® > 1 for alla n > 1, sa serien &r divergent enligt Divergenstestet
(Proposition [N.€]). For « > 0 ér Integralkriteriet (Sats[N.9)) tillimpligt med f(z) = 1/2%, sa (G.I))
i Proposition [G.10] ger pastaendet. |

Fallet o = 1/2 behandlades for 6vrigt redan i Exempel [N.B] och den intresserade kan i Ovning
se hur man faktiskt kan rikna ut summan i fallet a = 2.

For positiva serier finns direkta motsvarigheter till jimforelsekriterierna for integraler (Sats
och Foljdsats [G13). Bevisen dr ocksa i praktiken desamma, och utelimnas dérfor.

N.12. Sats (Jamfé6relsekriteriet). Om 0 < a,, < b, for alla n > 1, sa giiller

o0 o0 o0 o0
Z b, &ar konvergent —- Z an ar konvergent, och 0 < Z an < Z bn
n=1

n=1 n=1 n=1

(oo} oo
Z a, ar divergent - Z by, &r divergent.

n=1 n=1

N.13. Exempel. Den positiva serien

oo

sin’n _ sin? 1 sin?2  sin®3
+ 92 + 93

n=1

oo
1
h Z on Ar konvergent. I sjilva verket far vi uppskattningen

n=1

O§i812n i%: L

n=1 n=1

sin’n - 1
_2_n7OC

ar konvergent, ty 0 <

sa seriens summa #r hogst 1. A
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N.14. Exempel. Vi kan inte avgora konvergens for den positiva serien

oo

11 1 1
annn - 1ln1 +21n2 +3ln3 LR

n=1

genom att direkt anviinda jimforelseserierna i Proposition [N.11] eftersom exponenten a diir maste
vara konstant. Men vi kan i alla fall siga att

1 1 — 1 = 1
0< ninn < nin3 dan23, Sa nggnlnn SZgnln3’
n= n=

dér den sista serien ovan #r konvergent eftersom ov = In3 > 1. Alltsa &r >~ .1/ n"" konvergent
enligt Jamforelsekriteriet, och dérmed dr ocksd Y o 1/n"" konvergent. A

N.15. Foljdsats (Jamforelsekriteriet pa kvotform). Om
e a, >0ochb,>0dan>1;och

a . .
o L 3 Adan— o0, dir0< A< oo,

bn
o0 o0
sa ar serierna Z an och Z b, antingen bada konvergenta eller bada divergenta.
n=1 n=1

N.16. Exempel. Vi underséker om

oo

S (ViET1- vnE )

n=>5

ar konvergent, och studerar dirfér termerna:

6 1 6
n=Vnt+1l—n?—5= == :
a \/n \/n \/n2+1—|—\/n2—5 n \/1+1/n2+\/1—5/n2

. 1. .
sa med b,, = — far vi
n

an 6 6

— = — =3=A dan— .
bn  \1+1/n2+/1-5/n2 1+1

Eftersom 0 < A < oo och Y% . b, = >_.° . 1/n #r divergent &r alltsa var ursprungliga serie ocksa
divergent, enligt Jamforelsekriteriet pa kvotform. A

N.17. Exempel. Ar
> (1 ~In(1+ 1))
—\n n

konvergent? Med ¢ = 1/n far vi med Maclaurinutveckling

1 1 t2 1 1,1 1
n=——In(14+=)=t-In(l+t)=t—(t—=4+0)) =t3(=+0(@1)) = = (= +0O(=
an = —In(l+ ) n(l+t)=t—(t—5+0(t%) =*(5 + O01) = (5 +0(-)),
s& med b, = 1/n? ser vi att a, /b, — 1/2 = A dd n — oco. Eftersom 0 < A < oo och 77 | b, =
S>> 1/n? dr konvergent dr var givna serie ocksé konvergent. A
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* OVNINGAR

* N.9 T Ovning [N.6] och Ovning beriknade vi delsummorna och kunde med hjilp av dem
avgora konvergens. Avgor nu konvergens utan att berdkna delsummorna.

1 1 1
* IN.10 Vi ska héar se hur langsamt den s.k. harmoniska serien 1 + = + = 4+ — + ... divergerar.

2 3 4
(a) Visa att

1 1 1
hn<l4+-4+-+4+...+4—<1+Inn dan=1,23,...
2 3 n

(b) Ungefir hur stor dr delsumman i (a) da n = 1019 = 10000 000 000?
(Anvind att In 10 =~ 2,30.)
(c) Ungefér hur manga termer behovs for att dubblera summan i (b)?

om « > 1.

1 «
— <
5 =

o0 1 o0
* N.11 Visa att (a)1§ZF§2 (b)lﬁzn p—
n=1 n=1

* IN.12 Om man nojer sig med summan av de tio férsta termerna i serien

— 1 11 1
n=1

for att approximera seriens summa, visa att approximationsfelet &r mindre &n 1/200. Hur
manga termer ricker det att ta med for att felet ska vara mindre &n 10767

* IN.13 Avgor om foljande serier &dr konvergenta eller divergental!

(@) Scoss (b)Y sin— CHIE T Pl
n=1 n=1 n=4 n=3
CRYGAINGE DRIl i N O
n=3 n=1 n=4 n=0
(1) Z narcltann (J) n_:l (k) Z Egnggn (1) Z(Sin% — arctan %)
n=1 n=1 n=1 n=1

sinx

* N.14 Visa att /
0

’ dx &r divergent, t.ex. genom att forst visa att

/(n+1)7r

for alla heltal n > 0. (Jimfor Exempel [G.20)

sinx

de > ————
v= (n+ 1)w

T

LI D |
* N.15 (a) Lat b,, = E —. Ar E — konvergent?
() k=1 vk n=1 bn ¢

(b) Samma uppgift for b,, = Z k<, allmént .
k=1
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— 1 11 1 2
* N.16 Vi ska med elementéira metoder visa att 321 3= 1+ 2 + 2 + = +...= %
1 1 4
(a) Visa att —— + — = —5— niérhelst 0 <z < T
sin“z  sin“(w/2 —x)  sin® 2z 2

(b) Lat M vara ett positivt heltal, och dela intervallet [0, 7/2] i 2M lika delar. Lat summan
av viirdena av funktionen 1/sin? z i (de inre) delningspunkterna betecknas med Sy,
d.v.s.

2M_1

1
S f— — .
M= sin(5 - )

k=1

Anviind (a) for att ldgga ihop termerna i denna summa parvis, symmetriskt kring
mittpunkten /4, och visa dérigenom att

S1=2
Sy=2+4Sy_1, M =2,3,...,

2
3

(¢) Genom att anviinda standardolikheterna 0 < sinx < z < tanx for 0 < z < /2, visa

1
—1<—2<

och dirmed att Sy = 2(1 +4+42 +43 + . +4M " H=Z@4M 1), M=1,2,...

att for dessa r géller —; ——— Summera denna dubbelolikhet i samma
sin z x sin” x

oM _q

delningspunkter som ovan for att erhalla Sy, — (2M —1) < 5 < Su, och

B

)

(-

k=1 QIW
222 w2 1 72

visa med hjélp av detta att ,;,1 w2 — 3 da M — oo, och dérmed att E FERre

6
k=1

N.3 Absolutkonvergenta serier

Aven teorin for absolutkonvergenta serier, d.v.s. serier >0 | ap f6r vilka den positiva serien
Y02 lan| &r konvergent, #r enkel tack vare foljande sats, som ér en direkt motsvarighet till Sats
(. 18] for integraler. Aven beviset &r i princip detsamma, och utelimnas dérfor.

N.18. Sats. Absolutkonvergenta serier &#r konvergenta, och for dem géller

[eS) [eS)
YILAED SN
n=1 n=1

sinn
2

o0
N.19. Exempel. Z dr absolutkonvergent, ty
n=4

n

(oo}

>

n=4

sinn

=1
Szma

n=4

n2

och den sista serien dr konvergent; hir har vi anvint Jamforelsekriteriet. A
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N.4 Alternerande serier. Leibnizserier

En serie 220:1 an sigs vara alternerande om varannan term dr > 0 och varannan dr < 0. En
alternerande serie dar

lan| (0, dwvs. |a1] > |az| > Jas| > ... och |a,] — 0
(utldses: |a,| avtar mot noll), sidgs vara en Leibnizserie.

Observera att \, (avta mot) sdger mer #n bara — (ga
mot). I figuren intill illustreras positiva funktioner som &r
sadana att

g(x) \(0daz — o0

och

f(z) > 0daxz— oo men f(z) X 0daz— oco.

N.20. Exempel. Serien

o0 o0
(—1)ntt 1 1 1
= —=1l—=4+-—==4...
Z n Z n 2 + 3 4 +
n=1 n=1
kan ségas vara urtypen for en Leibnizserie: alla termer med udda nummer &r positiva, alla med

jdmna nummer #r negativa, och |a,| =1/n \,0 da n — oco.
For att undersoka serien ndrmare bildar vi delsummorna med jiémna respektive udda index:

- <1_1)+<1_1)+...+( ! _i>
2 3 4 2n—1 2n
s = 1))~ (-2
2 3 4 5 2n 2n+1

Vi ser att uttrycken inom parentes alltid &r positiva, sa foljden so, s4, Sg, - . . ar viixande och f6ljden
S1, 83, S5, - . . ar avtagande samtidigt som
1
Sop41 — Son = (N.2)

2n+1°
Med andra ord,

0<s3<s84<56<

o< Soy < Sopy1 <. <55 <53 <51 =1,

sa Son dr vixande och uppat begridnsad medan so,41 ag et

ar avtagande och nedat begriansad, varfor lim,, .o Son ———=as
och lim,, o0 2,11 existerar dndligt. Men enligt (N.2)) #r ay <—"
grinsvardena lika, sa i sjélva verket existerar seriens sum- as M @
ma s = lim,, . S, som ett dndligt tal, och s9, s och : — . : ;al .
Sont1 N\ S. For s géller alltsa so,, < 5 < s9,41 for alla ' T ' o
heltal m och n, vilket ger, férst med m = n, 0 52 8456 5 5553 51
0 <s—s2n < Sopt1 — Son = ! )
2n + 1
och sedan med m =n +1,
02>s—Soanp1 > S2pt2 — Sont1 = —#,
2n 4+ 2

vilket medfor att, for allmént n,
1
— sy < ——.
|5 = snl < n+1
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Om man vill berikna seriens summa med ett fel av hogst 1/100, séig, ricker det alltsa om man tar
med 99 termer,

| I (1 111 +1)<1
R 23 4 99’—100’
och direkt utrdkning ger sgg ~ 0,698.

I sjélva verket dr s = In2 (se Exempel [P.15]), men eftersom vi maste ta med manga termer for
att komma niira s fir ovanstaende serie dalig vid numerisk beréikning av detta tal. Exempel
och Ovning [P21] tar upp bittre siitt att berdikna In 2. A

Resonemanget i Exempel [N.20 kan med sma dndringar 6verforas till allménna Leibnizserier:

N.21. Sats (Leibniz kriterium). Leibnizserier Y ;- , aj dr konvergenta, och for summan s

géller
s = sn| < |an+1] (N.3)

for alla n, dar s, = a1 +as + ...+ ay.

Det dr viktigt att |a,| N\ 0; att |a,| — O récker inte, vilket Ovning [N.20] illustrerar. Det dr
ocksa viktigt att forsta att uppskattningen (NL3) bygger pa att vi har just en Leibnizserie. Se ocksa
figuren ovan (”Leibniz julgran”)!

N.22. Exempel. Serien

>

= n!(2n+1)

dr alternerande, och eftersom n!(2n + 1) oo har vi en Leibnizserie, som alltsa dr konvergent.

Hur langt ska vi summera for att fa ett fel i summan s av hogst 1073, sig? Enligt (N.3)) ser vi att
det récker med att titta pa termernas storlek, och eftersom redan

1

- = <1073
5l = 555D " 2011 S
sa Ar
srugg—y_ 1,1 1 1
T 3710 42 " 216
med fel

|s — s4] < |as| <1073,

N.23. Exempel. Vi underscker om den alternerande serien
= Inn
> (1=
n=1 \/ﬁ

ar konvergent. Den &r i alla fall inte absolutkonvergent, ty

Inn 1 3
lan| = —= > — dan >3,
n n
=1
och Z —— &r divergent. Om vi sdtter
n=3 \/ﬁ
Inz
fla)=—
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far vi limg, 00 f(2) = 0 och
2—1Inx
/ ° 2
f(x)_72x3/2 <0 dazx>e,

alltsa med sikerhet da = > 9. Sammantaget dr f positiv och (striingt) avtagande mot noll
atminstone pa [9, co|, sa
lan| = f(n) N0 da 9<n— oo

Leibniz kriterium ger att Y~ o a,, konvergerar, alltsa dven Y >~ | ay. A

+ OVNINGAR
* N.17 Approximera summan av serien i Exempel [N.22] med ett fel av hogst 10710,

* N.18 Om man nojer sig med summan av de tio férsta termerna i serien

— (-1)" 11 1 1
Z?’L3 __1+¥_§+E_§+'”
n=1

for att approximera seriens summa, visa att felet dr mindre #in 1073, Hur manga termer
riicker det att ta med for att felet i summan ska vara mindre dn 10757 (Jamfor Ovning

N12)

* N.19 Ar fsljande serier absolutkonvergenta? Om inte, éir de énda konvergenta?

@Y o e oY

n=1 n=0 n=0
d 2
( )n_l(l—l—n) () e Inn
* N.20 Lat 01
ay = o)) - n>1

Visa att Y oo, a, ir alternerande och att |a,| — 0, men att serien &r divergent. Ar detta
forenligt med Leibniz kriterium?

N.5 Nagot om seriers konvergens- och divergenshastigheter

Ibland vill man veta inte bara att en serie konvergerar eller divergerar, utan ocksa hur snabbt det
sker, inte minst nir man utvecklar numeriska metoder.Vi fick i Ovning en uppfattning om
hur langsamt serien Y - | 1/n divergerar, och vi ska nu se pa nagra ytterligare fall av bade snabbt
och langsamt beteende.

N.24. Exempel. (Exponentiellt snabb konvergens och divergens) Vi studerar den geometriska
serien

o0
Zq":1+q+q2+q3+...
n=0

For |g| < 1 dr ju serien konvergent, och en svansberikning ger

o0 N o0 g+
"= "= ; <1,
> ¢"=g¢ nE:Oq o ldl

n=N+1 q

sa svansens belopp avtar exponentiellt i N for given kvot ¢, vilket dr snabbt.
For |¢| > 1 vixer beloppet av termerna, |g|", exponentiellt i n for given kvot ¢, sa serien

divergerar snabbt.
A
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N.25. Exempel. (Langsam konvergens) I Ovning [N.I3 sag vi att den positiva serien
>

2
n:4nln n

dr konvergent, och en svansuppskattning (jamfor éversumman i Sats INEI) ger

> 1 < dx 1] 1
> w2 o swn = hal,
nzNHnln n N+1 xIn®x Inz |y, In(N +1)
sa
1 > 1
S dv.s. N < —1 1 - >
m T € @V N < —1+exp(1/9) :ngvjﬂnln% > e

Med t.ex. € = 1/100 ser vi att med firre in —1 + exp 100 &~ 10%3 termer (ett mycket stort antal
termer) for att approximera seriens summa &r felet (svansen) fortfarande stérre #n 1/100. Var
serie konvergerar alltsa mycket langsamt. A

N.26. Exempel. (Langsam divergens) I Exempel [N.10] visade vi att den positiva serien

o0

1
annn

n=4

N

ar divergent, d.v.s. — eftersom serien &r positiv — att E o — oo da N — 0o. Men hur snabbt
nlnn
n=4

sker detta? En integraluppskattning (jimfér undersumman i Sats [N.9) ger

AR N dx
3 g/ = lnlnz], =lnlnN -~ Inln3 < Inln N,
n:4nlnn 3 xzlnzx
sa
N
1
Inln N < M (d.vs. N <expexpM) = Z
— ninn

Med t.ex. M = 10 far man att med firre in expexp 10 ~ 109°%6 termer (ett niirmast ofattbart
stort tal) nar delsumman inte ens upp till 10. Var serie divergerar alltsa oerhort langsamt. A



P Potensserier

Med en potensserie menar vi en serie av typen
o0
n o__ 2 3
E Ch =cCo+cCcix+cox” +czx” + ...
n=0

dér x dr en variabel och ¢, ¢1, ca, . . . fr givna konstanter (oberoende av ), s.k. koefficienter. For
varje enskilt virde pa x far vi en numerisk serie fo:o anp = ag+ai+as+az+..., dir a, = c,x".
P.1 Konvergens av potensserier

For att hitta var en potensserie konvergerar behover vi forst ett resultat dar man jamfér numeriska
serier med geometriska serier.

P.1. Proposition (Jamfoérelse med geometrisk serie). Lat > -, a, vara en numerisk
serie. Om

Q= lim Y/|a,] (rotkriteriet)
n—00

eller
Anp41

an

Q = lim

n—roo

(kvotkriteriet)

existerar, 0 < Q < oo, sa géller:

i o Ar absolutkonvergent om @ < 1 (inklusive fallet @ = 0),
=0 " divergent om @ > 1 (inklusive fallet Q = o0).

(Kriterierna ger inte besked ifall Q = 1, se exempel nedan.)

Bevis. Vi bevisar rotkriteriet, och limnar kvotkriteriet som Ovning [P4l Antag alltsa att Q =
lim, oo V/]an| existerar, 0 < Q < oco.
Om @ < 1 kan vi vilja ett (nagot storre) tal ¢ sadant att @ < ¢ < 1, och till detta ¢ finns ett
heltal N sadant att
Vanl <q, dwvs. a,| <¢", forallan> N.

Men da &r
Z lan| < Z q" = {geometrisk serie med kvot ¢, 0 < ¢ < 1} = T—o
—q
n=N n=N

och dérmed #r den positiva serien ) |a,| konvergent enligt Jimforelsekriteriet (Sats [NI2).
Om & andra sidan @ > 1 kan vi vilja ett (nagot mindre) tal ¢ sadant att 1 < ¢ < @, och till
detta ¢ finns ett heltal IV sadant att

Vlan| >q, dwvs. Ja,| >q¢", forallan> N. (P.1)

Men eftersom ¢ > 1 gar inte |ay,|, och ddrmed inte heller a,,, mot noll (fsljden {a,}>2  &r t.o.m.
obegrinsad), sa serien ZZOZO a, dr divergent enligt Divergenstestet (Proposition [N.G]). |

23
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For numeriska serier dr kvot- och rotkriterierna synnerligen grova: om @@ < 1 gar termerna ex-
ponentiellt snabbt mot noll (vilket #r snabbt), och om ¢ > 1 blir termerna exponentiellt snabbt
obegrénsat storal.

Om @ = 1 ger dessa kriterier inget besked. Detta dr fallet bl.a. om termerna &r av typen
an = p(n)/q(n), dir p och g &r polynom skilda fran nollpolynomet; t.ex. &r ju > -, 1/n divergent
medan > 2 1/n? dr konvergent.

P.2. Exempel. For att underséka om den positiva serien

[e’e) 1 n? Y
;<1+5) 2

ar konvergent kan vi anvéinda rotkriteriet:

2

" \" 1 \" 1 In(1+1 1

14— 27" =—(1+—) = —-exp n(l+3) o &P :E>1 da n — oo,
n 2 n 2 2 2

1
n
sa serien ar divergent; termerna gar t.0.m. mot oéndligheten exponentiellt snabbt. A

Kriteriernas anvindbarhet &r framst i samband med potensserier, som vi nu ska se.

P.3. Sats (Existens av konvergensradie). Till varje potensserie

o0
n __ 2 3
E Cp = cCo+cCc1x + cox” +c3x” + ...

n=0

hor ett entydigt bestdmt R, 0 < R < oo, kallat konvergensradie, sadant att

i n .| absolutkonvergent om |z| < R,
cpa™ Ar

— " divergent om |z| > R.

n=0

Fallet da 0 < R < oo illustreras till  givergens ?  absolutkonvergens ? divergens
hoger. Notera att satsen inte ger besked t =

for |z| = R, d.v.s. for z = £R. -R 0 R v
Ifall R = 0 konvergerar potensserien precis da « = 0 (alla potensserier konvergerar i © = 0, ty
dér dr de = ¢p), medan potensserien konvergerar for alla reella x ifall R = oo.
Variabeln z skulle mycket val kunna vara komplex, ddrav namnet konvergensradie.

Bevis av Sats [P.3l Att konvergensradien R #r entydigt bestdmd &r klart, ty om Ry < Ry vore
tva olika R vore potensserien bade konvergent och divergent da Ry < |x| < Rg, vilket &r orimligt.
Vi ska forst visa specialfallet att om G = lim,,—, ¥/|cy| existerar, sa finns R med de 6nskade
egenskaperna. Fixera darfor  # 0 (om z = 0 dr potensserien som sagt trivialt konvergent), och
satt a,, = c,x™. Vi far
0, G=0,

Vlan| = Vlenz™| = |z| V]enl = 3 |2|G, 0< G < o0, da n — oo och x # 0,

00, G =00,
sa rotkriteriet ger genast konvergens om G = 0, divergens om G = oo, och for 6vriga G far vi att
i i n .. | absolutkonvergent om |z|G < 1,d.v.s. om |z| < 1/G,
ap = cnx™ Er
= " " divergent om |z|G > 1,d.v.s. om |z| > 1/G,

n=0

*Om Q = 0 (eller @ = 00) gar termernas belopp dnnu snabbare, s.k. hyperexponentiellt, mot noll (oéindligheten)



P.1 Konvergens av potensserier 25

sa R = 1/G uppfyller villkoren i satsen (med tolkningen 1/0 = oo och 1/00 = 0 just hér).

For att bevisa existensen av R i det allménna fallet konstaterar vi forst att vart resonemang
i beviset av Proposition [P kan genomftras oféréindrat om vi i (BJ)) endast kréiver att olikheten
Y/|an| > ¢ ska gilla for odndligt manga n > N (till skillnad fran alla n > N). Detta &r samma sak
som att séga att limsup,,_, o V/]an| = Q (till skillnad fran lim,_,oc ¥/|an| = @), dér lim sup, limes
superior, dvre gransvirdet, dr det storsta mojliga grénsvardet av nagon delfoljd av den aktuella
foljden. Detta grénsvérde existerar alltid, och med G' = limsup,, . T\‘/m ar R = 1/G, alltid,
vilket da bevisar existensen av R. |

Observera alltsa att satsen inte sidger nagot om konvergensen i dndpunkterna x = +R da
0 < R < co. I sjilva verket kan allt héinda, se Exempel [P.4] nedan. I tillimpningarna dr de reella
randpunkterna x = +R séllan av intresse, men om man dnda vill veta exakt for vilka reella x en
potensserie konvergerar, som i Ovning [P3] maste de tva numeriska serier man far da @ = +R
undersokas separat, med metoder fran Kapitel [Nl (I komplex analys kan ddremot det samlade
beteendet &ver hela randcirkeln vara intressant.)

For att berdkna konvergensradien anvénder man normalt rot- eller kvotkriteriet som i nedan-
staende bada exempel.

P.4. Exempel. De tre potensserierna

= n = —_ h = —_
so(x) ;x , s1(z) n;l —oc s2(x) ;n
har alla konvergensradie R = 1, vilket kan ses med rotkriteriet: med
x'n,
ap = —
noz
for a =0, 1 eller 2 far vi for fixt z # 0
n —al
f] = |lz| - n =/ = |:C|exp< a nn) =z =z|=Q dan— occ.
na

Alltsa &r serierna absolutkonvergenta for |z| < 1 och divergenta for |z| > 1. Om = = +1 intréiffar
olika saker: serie s #r divergent i bada punkterna; serie so dr (absolut)konvergent i bada; medan
serie s1 ar divergent i x = 1 men konvergent — dock ej absolutkonvergent —i x = —1. A

P.5. Exempel. For att bestdmma konvergensradien for potensserien

+ ...

i 7’),2 IBn B 12$3 N 22176 N 32179 N 42$12
— (2" 2 4! 6! 8!

kan vi anvinda kvotkriteriet med
2

_ n 3n
= )"
for fixt x # 0:
st | (n+1?@n)! 0D g 1)’ 1-2-....2n ot
an | n2Cm+ D) 2Pt \n ) 1-2-...2n (2n+ 1) (2n+2)"

il

1\2
= 1 — -_— = dO
< +n) (2n+1)(2n+2)—>0 @ dan— oo,

oavsett x #£ 0, sa potensserien konvergerar for alla x, d.v.s. R = cc. A
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Att multiplicera och/eller dividera en potensseries koefficienter med polynom paverkar inte kon-

vergensradien, vilket beror pa att lim,,—,~ {/|p(n)| = 1 for alla polynom p (utom nollpolynomet).
Vi preciserar:

P.6. Proposition. Om p och ¢ ér polynom skilda fran nollpolynomet, och ¢(n) # 0 for alla

n =0,1,2,..., s& har potensserierna > °  c 2™ och Y7 (p(n)/q(n))c,z™ samma konver-
gensradie.

Speciellt har alla potensserier av formen > (p(n)/q(n))z™ konvergensradie 1.

* OVNINGAR

* P.1 Kan rot- eller kvotkriteriet anvindas for att avgoéra om foljande serier &r konvergenta?
Om inte, avgor konvergens pa annat sétt!

WYE o TR oS @y
n=2 n=1 n=0 n==8
* P.2 Bestdm konvergensradien for foljande potensserier:
2
(a) i = (b) i n’z" (c) inuxn (d) i o (e) i 11 ! L3t
n! 2n ’ 3" + n? n
n=0 n=2 n=0 n=0 n=1
* P.3 For vilka reella x konvergerar foljande serier?
lnn = 2 2 (x4 2)" T, 1+ (=1,
() —=a" (b)Y e"a" () e (@D () ()Y
n=2 n n=0 n=1 n n=1 n n=1 n
* P.4 (a) Ge exempel pa en serie Z ap for vilken lim 3{/|a,| existerar men inte lim nt1 ]
n—o00 n—o00 (125
n=1
(b) Visa att om @ = lim ¢ existerar, 0 < @ < oo, sa dr ocksa lim V/|a,| = Q.
n—oo An n—oo

P.2 Termvis derivering och integrering av potensserier

Vi har nu kommit till det som gor potensserier riktigt anvéndbara:

P.7. Sats (Termvis derivering och integrering). Antag att

(oo}

f(x) = chxn :CO+C1$+CQ$2+03I3—|—...
n=0

har konvergensradie R > 0. Da ér f kontinuerlig och deriverbar i |- R, R[, och
f(x) = Z canx™ 1= (04 ) c1 + 2w + 3ezz® + ...
(cllor n=0)

och

x o0 2 3
Cp, c1x Cox c3T
t)dt = ntl —
/of() ;n+1x Tt Ty Tt e

bada da |x| < R. Potensserierna for derivatan och integralen har ocksa konvergensradie R.
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Notera att det inte spelar nagon roll om serien for f/(z) borjar i n =1 eller i n = 0, eftersom
termen med nummer noll, alltsa derivatan av konstanten cg, &nda &r 0.
For att visa denna centrala sats behover vi en teknisk hjélpsats.

P.8. Hjidlpsats. Om |a| <7 och |z] < r, sa giller
2" —a"| <" Mo —al, n=1,2,... (P.2)

Om dessutom x # a, sa géller ocksa

n n
- 1
=% el < Mni)r"72|x—a|, n=2.3,... (P.3)
T —a 2
Bevis. Beviset bygger pa identiteten
" —a" =z —a) ("t + 2" Fa+ 2" a4+ ..+ 2?0 P fza" T 4 a" ) (P4)

som inses genom direkt utveckling av hogerledet. Eftersom det finns precis n termer i den hogra
parentesen och alla termer dér har belopp hogst ™! far vi

ja" —a"| < |z —al(je]" ™" + |2"2lal + ..+ [2lla]" 7 + [a* ) < |2 —a] e,

och dérmed #r (P2)) bevisad.
Anvinder vi sedan (P4) da = # a och (P.2) upprepade ganger far vi

" — q"

—na" | = ‘3:”71 +a2" 204 .. +xa" 40" - nanfl‘
r—a
=@t —a" )+ ("2 —a"HNa+...+ (z—a)a" 3
<zt —a" Y 4 2" 2 — a2 |a| + ... + |z — al|a|"?
<leg—al-(n=10)r" 24|z —a|-(n—2)r"3r+ ...+ |z —a|r" 2
=z —a|((n—1)+(n—2)+...+1)r"? = {aritmetisk summa}
o n(n - 1) n—2
- |‘r CL| 2 r ’
och didrmed &r beviset av (B3) klart. [ ]
[o ] o0 c
Bevis av Sats Proposition [P.6] medfér att potensserierna Z conz™ ! och Z :133”“
n
n=1 n=0

ocksa har konvergensradie R.

Fixera a med |a] < R. Vilj sedan r sa att |a| < r < R; da ger Proposition [P.6] att serierna
S0 L lenlnr™™t och Y07, [en|n(n — 1)r™~2/2 dr konvergenta. Om |z| < r far vi enligt Hjdlpsats
P8

1f(@) = f@)] =Y enr” =Y cna”| = D eal@” —a")| < > feallz™ - a”|
n=0 n=0 n=1 n=1

oo
<l|x—d| Z |cn|m""_1,
n=1

déir den sista serien konvergerar, och dess summa ir oberoende av . Alltsa far vi att f(z) — f(a)
da x — a, sa f &ar kontinuerlig i a.
Om |z| <7 och z # a far vi ocksa, aterigen fran Hjilpsats [P.8]

o oo
" —a” n—1
E cn [ ———— —na < E |cn|
T —a
n=2

n=2

s -1
<o —al Y e M s,
n=2

= n—1

EEONE P

" —a”
— —na
r—a T—a
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dér den sista serien, som &r oberoende av x, konvergerar, sa

oo

/ s f(x)_f(a)i n—
fl(a) = lim =———= =3 "cna
n=1
Beviset for termvis integrering limnas som Ovning [P.5] |

Genom att anvinda termvis derivering upprepade ganger, och sedan sitta x = 0, far vi

P.9. Féljdsats. Om f(z) = >~ cpa™ har konvergensradie R > 0, sa har f kontinuerliga
derivator av alla ordningar i |z| < R, och

F(0)

n!

Cp = , n=20,1,2,...

Speciellt dr potensseriens koefficienter entydigt bestdmda av potensseriens summa.

P.10. Exempel. Den geometriska seriens summa beridknade vi i Proposition [N.2] pa sidan

- 1
Zx"=1+x+x2+x3+x4+...=—, |z < 1.
—x

1
n=0

Vi ska nu se vilka serier vi far nér vi dels deriverar, dels integrerar denna serie, och sedan ska vi
anvéinda dessa serier for att berdkna nagra konkreta numeriska seriers summor.
Termuis derivering ger

S d 1 1
an =1+2x+32% +42° +. == (1—x) = T |z] < 1.

Om vi nu multiplicerar denna likhet med z far vi

T

=22 lz| <1,

an”:x+2x2+3173+41?4+---:

n=1

och t.ex. far vi

Zﬁ__+3+i+i+ S O Y DA V. B
—3n 32 33 34 373 (1-1/3)2 4
Termuis integrering av den geometriska serien ger
0 n+1 ZC2 ZCS ZC4 ZCS x 1
— - - JE— —_— P —dt:_l 1_ 1'
Zn+1 R /Ol_t n(l—z), |z|<

n=0

Om vi hér later x = 1/2, t.ex. (observera att |1/2| < 1), far vi

S| (1/2)k+t 1
ZW—/BytlndeX n—k—i—l/ 1 ——1n(1—§)—1n2.

n=1

Om vi sedan, som en approximation till In2, tar de tio forsta termerna, ség, i den senaste serien
far vi

1 1
In2 ~ LT
. ann 1- 21+2-2ZJr 10 210
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— 1 1 1 1
dir felet i approximationen, svansen nzzll o = 1190 + 17 212 13- 213 ., kan uppskattas
t.ex. sa hér:
> 1 & 1 . . 1 1 1 )
:Z T Tnzllz—n = {geometrisk serie} = 20 1-1/2 = {310 < 107
Av detta inser vi att In2 ~ 0,693 med tre korrekta decimaler. (Se dven Ovning [P.211) A

+ OVNINGAR

* P.5 Bevisa den del av Sats som handlar om termvis integrering genom att anvénda resul-
tatet for termvis derivering.

x P.6 Hirled potensserien for In(1 + x) genom att integrera potensserien for dess derivata.
* P.7 Hérled potensserien fér arctan x.

x P.8 Utga fran den geometriska serien (som i Exempelm for att berdkna

SDILTIRND DECRNT) ST DU 1S) PRNSENYD) S
n=1 n=1 n=1 n=1 n=0 n=1
* P.9 Visa att potensserien
x2 $4 $6 $8
y:1+—+g+—+§+

konvergerar fo6r alla 2 och lgser differentialekvationen y”” = y med villkoren y(0) = 1,
y'(0) = 0. Anviind detta for att beridkna potensseriens summa.

* P.10 Berikna summan av foljande potensserier:  (a) Z

n=0 n=0
* P.11 Skriv potensserien
IQ I3 I4

som en integral.

P.3 Potensserielosningar till differentialekvationer

Differentialekvationer av typen

Y (@) + fr1 @)y (@) 4+ fol)y (@) + A@)Y (@) + fo(z)y(x) = h(x),

dér koefficientfunktionerna fo, ..., fn—1 och hogerledet h &r tillrackligt snéillzﬂ, kan l6sas med
potensserieansats. Det skulle leda oss for langt att visa detta, men vi ska i alla fall se hur det gar
till i nagra exempel.

P.11. Exempel. Ett sétt att hirleda potensserien for exponentialfunktionen e* &r att utnyttja
att denna funktion &r den entydiga losningen till differentialekvationen

y =y, y(0)=1

TDet ricker att de dr analytiska i en cirkelskiva runt origo (se nagon kurs i komplex analys)
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Ansitt dirfor y = Y07 ) cp2™. Innanfor (den &nnu okénda) konvergensradien R géller

oo oo
y = Z nepz™ = /Numrera om: byt n mot n + 1/ = Z(n + Depgrz™,
n=1 n=0

sa entydighet hos koefficienterna (Foljdsats [P.9) ger
y =y = (n+ ey =cp, forallan >0,

och eftersom ¢y = y(0) = 1 far vi successivt

-1 70071 76171 7627 1 7Cn,171
Co = 1, Cl—T—I, 62_3_ﬁ7 C3———12.37 ey Cp = " _E
Alltsa blir y = Z x_“ och konvergensradien R = oo, ty kvotkriteriet ger for varje fixt = £ 0
n!
n=0
n+1 |
2"/ (n 4 1)! _ || o
™ /n! n+1

da n — oco. Den termvisa deriveringen &r alltsa tillaten for alla x, och ddrmed har vi visat att

" 2 $3 I4 5
Z—'_1+x+§+—+g+ for alla .
A
P.12. Exempel. Vi ansétter en potensserielosning y = ZZOZO cpz™ till differentialekvationen
(1—a?)y" =22y’ +2y=0, y(0)=1, y'(0) =2,
och far alltsa innanfor (den dnnu okénda) konvergensradien R
y' = Z nepa™ ! och 3= Z n(n —1)ec,az™ 2,
n=1 n=2
och dérfor
(1—96) —2zy +2y = 1—:10 Z (n—1ecpa™ —2x2n0n1"71+220n:v"
n=2
= Zn(n — 1)z — Z n(n — 1)c,z™ — 2 chnx + 22 cpx™
n=2 n=2
= Z ((n+2)(n+ 1)cpta —n(n — Dey — 2ne, + 2¢,) @
n=0
= Z (n+2)(n+ L)eny2 — (n® +n—2)c,) 2"
n=0
= 0, |z|<R,

déir vi i steg * har bytt summationsindex fran n till n + 2 i den forsta serien sa att vi dven dér
far 2™; observera ocksa att summorna > - ,n(n — 1)¢,z™ och Y07 | ne,z™ lika gérna kan borja
in =0, eftersom de extra termerna dnda &r 0.

Var potensserie loser alltsa differentialekvationen da |z| < R precis da alla koefficienter &r 0,
och detta tillsammans med begynnelsevillkoren ger

(n+2)(n+1)cpra — (n*+n—2)c, =0 n=0,1,2,...,
co =y(0) =1,
C1 :yl(o) = 27
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d.v.s.
n?+n—2 (n+2)(n—1) n—1
Cpnio = Cp = Cn = Ccn, n=20,1,2,...,
2T m+2)(n+1) (n+2)(n+1) n+1

samt ¢y = 1 och ¢; = 2. Vi far saledes for jimna index

—1 1 1 3 1 1
CQZTCQZ_l, 042502:—5, 6625042—5, ey Cok = k:O,1,2,...,

och for udda index

0
03250120, diarmed c3 =c5 =cr = ... =0.

Sammantaget far vi alltsa

> 9 $4 .IG .IS > ka
n=0 k=1

For att bestdmma konvergensradien dr det ofta bra att i dessa sammanhang anvinda kvotkriteriet.
For fixt x # 0 sétter vi

- ka
ok 1
och far
2k+2
g1 T2/ (2k 4+ 1) 2 2—-1/k 5
_ _ k
ax peryroyas N by o Rl oo

sa vi har konvergens da |z[?> < 1 och divergens da |z|> > 1. Alltsa #r R = V1 = 1, sa i in-
tervallet |z| < 1 dr ovanstaende rikningar giltiga, och dirmed &r var potensserie en 1dsning till
differentialekvationen i detta intervall. A

+ OVNINGAR

* P.12 Hérled potensserien for sinz genom att anvinda att denna funktion &r den entydiga
16sningen till
y'+y=0, y(0)=0, y'(0)=1

Hérled sedan potensserien for cosz. Konvergensradier?
* P.13 Sok en potensserielosning y(x) till differentialekvationen
(1-=)y =2y, y(0)=1

Konvergensradie? Kan du berdkna seriens summa, t.ex. genom att losa ekvationen pa
annat sitt?

* P.14 Hérled potensserien for (1 + x)® genom att 16sa differentialekvationen
(I+a2)y =ay, y(0)=1.
Som alltid ska konvergensradien bestdmmas.
* P.15 Los differentialekvationen
(1-42?)y" =y, y(0)=1, y'(0)=0,
med lamplig potensserieansats. Var &r potensserien en 16sning?
* P.16 Bestdm en potensserie som loser differentialekvationen
'+ 2y +y =0, y(0)=1, 3'(0)=0.

Rékna speciellt ut koefficienterna cg, . . ., c7.
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P.4 Elementira funktioners potensserier (Maclaurinserier)

I foregaende avsnitt héirleddes nedanstaende serier i exempel eller i 6vningar. Alla dessa serier dr
helt enkelt de vanliga Maclaurinutvecklingarna utstriackta i odndlighet. Vi sammanfattar:

Om |z| < R och, fér den sista serien nedan, « ¢ {0,1,2,...}, giller foljande:
n=0
cosr = :_OO% =1 —g;—j —l—i—j —gé—f + ..., R=o0,
Sinf:i%z x —2—7 —i—?—? —i—k , R =o0,
arctanxzri%: x —%3 +%5 —%7—1—..., R=1,
1n(1+w)=g%= x—x—;+%3—%+%5—x—;+%7— , R=1,
1+4x)* = 1§J<2)x" = l+4+oax+ a((f.—21)x2+oz(a;.12)(.o;)—2)x3+”'7 R=1

Om a € N={0,1,2,...} dr (1 + x)* ett polynom och serien ovan har endast #indligt manga
termer, och tillhtrande R = oo.
Betriffande dndpunkterna @ = £1 for de tre sista utvecklingarna kan foljande ségas:

e Likheten for arctanz géller dven da 2 = +1 (jamfor Ovning [P.23).

e Likheten for In(1 + z) giiller dven da z = 1 (se Exempel [P.15]) medan serien dr divergent
for z = —1.

e Likheten for (1 + 2)* da a ¢ N ér lite svarare att analysera, men man kan visa foljande:

— Nér a > 0 giller den dven da x = +1.
— Nir —1 < a < 0 giéller den dven da = = 1 medan serien &r divergent da x = —1.

— Nér a < —1 é&r serien divergent da = = +1.

Da |z| > 1 dr de tre sista potensserierna alltid divergenta, sa dér dr likheterna bokstavligen
meningslosa dven i punkter dédr funktionerna till vinster dr definierade.

P.13. Exempel. Eftersom utvecklingen for e* konvergerar 6verallt far vi

=1 1 1 1 1
1 I _ _ _ _
e=e _Eon!_1+1+2!+3!+4!+5!+...

Om vi som en approximation till talet e ndjer oss med e ~ Zi:o 1/n! gbr vi felet Y-~ o 1/n!, och

o<§:1—1+1+1+1+ —11+1+1+ ! +
nzgn!_9! 10! 110 12! T 9l 10 10-11  10-11-12  °°

1 111 o 10 .
< ] (1+1—0+1—02+1—03+...> :{geometmskseme}:m <1072,
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P.14. Exempel. Med —22 i stillet for 2 i exponentialutvecklingen, som ju har odndlig konver-
gensradie, far vi (ddr * anger termvis integrering)

1 R 1 o (_$2)n . e 1 (_1)nx2n e (_1)nx2n+l 1
I = e " dr = de = ~ " dr= A
[t [ oS ey [ Sy Sty |,
= nl(2n+ 1)
Denna Leibnizserie studerades i Exempel [N:22] och dir sag vi att
1 1 1 1 1

17371 2" s

med fel mindre &n 1073, A

P.15. Exempel. Maclaurinserien for In(1 4+ 2) &r en Leibnizserie da 0 < x < 1, och feluppskatt-
ningen for sadana serier, (N.3)) pa sidan 20, ger dérfor

ZC2 ZCS ZC4 (_1)n+lxn wn-l—l
In(1 — -t = ——+... < 0 1, n=123,...
Il( +.’I;) (J; 2+3 4+ + n )}_TL+1, <z<l,n ) Ly Iy
Om vi hér later z — 17 for fixt n far vi med instédngningsregeln for gréansvérden och kontinuitet
att
1 1 1 (—1)ntt 1
n2—(1—-+-—-+... < =1,2,3,...
" ( 23 1T T, Soyp nELES
Later vi nu n — oo i denna senare olikhet far vi
1 1 1 (—1)ntt 2 (—1)kH? 1 1 1
In2= 1l l——F -4+ — | = —=1——-4+ - ——+4...
n ninéo< R R —" > a3 gt

k=1

och det avslutande pastaendet i Exempel [N.20 ir dérmed bevisat. (Se ocksa Ovning [P.211) A

* OVNINGAR

* P.17 Sétt formellt in ix i stéllet for « i Maclaurinserien for exponentialfunktionen och tag real-
och imaginérdelar. Kénns resultatet bekant?

x P.18 Berikna arctan(1/3) med ett fel av hogst 1072
* P.19 (a) Generalisera Exempel [P.13] till
N

1 N+2 1
D<e—S = < N=1,23,...
= nz:%n!<(N+1)-(N+1)!_N-N!’ e

(b) Vi kan nu visa att e &r irrationellt: Antag motsatsen, d.v.s. att e = p/q for positiva
heltal p och ¢, och sétt

Da ér H ett heltal, och 0 < H < 1/g — motsiigelse!

Lsina
dx
0 X

som en serie, och approximera sedan integralen med ett fel av hogst 107

* P.20 Skriv
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* P.21 (a) Skriv In2 som en positiv serie genom att vélja z lampligt i Maclaurinserien for

1+
1—a

In

(b) Uppskatta felet om vi approximerar In2 med summan av de tre forsta termerna i
serien.

* P.22 (a) Hérled Maclaurinserien for arcsin x. Konvergensradie?

(b) Anvind (a) for att uttrycka talet m som en positiv serie och berikna de forsta ter-
merna i denna serie.

(c) Hur manga termer behovs i serien i (b) for att berikna 7 med ett fel av hogst 1078?

* P.23 Anviand tekniken i Exempel [P. 19l for att visa att

. 1 n 1 1 P T
35 7 4
* P.24 Antag att >~ ¢, #r konvergent. Visa att i sa fall géller

o0 oo

lim E cn:vnzg Cp-
n=0

n=0

(Obs! Ej trivialt!)



Svar till 6vningar

G.2 (a) Divergent (b) 7/12 (c)0 (d)1 (e) Divergent (f) Divergent

(g) 4 (h)2In2—-2 (@A) 7 () In2 (k) Divergent (1) 7
G.3 (b) Den forsta integralen &r konvergent med vérde In 2 medan den andra &r divergent

G.4 Ja, den maste vara divergent (anviind Proposition [G.9])
1 . 1 .. e
G.7 0<I< % respektive 0 < I < —. Den forsta ger bést instdngning.
e e

G.8 (a) Konvergent (b) Divergent (c) Konvergent (d) Divergent
(e) Konvergent  (f) Konvergent (g) Divergent (h) Konvergent

d
g h
(i) Divergent (j) Konvergent (k) Konvergent (1) Konvergent

G.10 V2

c=2 ger /0 \/MLW <2
G.11 (b) n!

G.13 (a) Ja  (b) Nej

G.14 0

N.5 Nej, termerna gar mot 0.

. .3
Seriens summa, ar 5

N.7 s, =1In(n+ 1), sa serien &r divergent.

57
4

N.8 (a) =~ (b)4—2v2 (c) Divergent (d)
N.10 (b) ca 23,5 (c) ca 10%° = 100000 000 000 000 000 000 termer
N.12 708 termer riicker (v/500000 < 708)
N.13 (a) Divergent (b) Konvergent (c¢) Konvergent (d) Divergent

d

(e) Divergent (f) Konvergent (g) Konvergent (h) Konvergent
(i) Konvergent (j) Konvergent (k) Divergent (1) Konvergent

N.15 (a) Nej (b) Konvergent < o > 0

11
(=" 1 ~10

N.17 ~ ———— med abs(fel) < ——————— <10
s nz:;)n!@n—i—l)me as(e)712!.(2.12+1),

N.18 100 termer récker
N.19 (a) Konv., ¢j abs.konv. (b) Abs.konv. (c¢) Konv., ej abs.konv. (d) Div. (e) Konv., ej abs.konv.

N.20 Ja, ty |an| avtar inte mot noll (visa det!)

35
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P.1

P.2

P.3

P.6

P.8

P.9

P.10

P.11

P.13

P.15

P.16

pP.17

P.18

P.20

P.21

P.22

Svar till 6vningar

(a) Ja, konvergent (b) Ja, divergent (c) Nej, divergent  (d) Nej, konvergent
(@oc (B2 ()0 (V3 (e)e?
(a) -1<z<1l (b)z=0 (c)—-4<z<0 (dalaz (e -1<z<1

Se avsnitt [P.4] pa sidan

T

(a) (e da |z| < 1, divergent da |z| > 1
(b) 2 (c) divergent (=oc) (d)6 (e) 4ln§ () 361ng - 5747
y:%:coshnR:oo
(a) 7COth+COS:C, R=00 (b) l(3”6—|-2(37”C/2cos x\/§7 R =00
2 3 3 2
/ =0 g p=1
0 t
— 1
2 3 n
y=1+42x+3z" + 4z —&—...:nz:;)(n—&—l):c :m7R:1
2?2 =327 (4n—5)% , 1
-1 L n -
y +2+n2::2 o] 2™, || < 3
(=)™ 1-5-9-...-(4n—3) oy, z? 5zt b
=1 =l-—4+——-"+..,R=
4 +n§::1 (2n)! ‘ 7 T T T tE
e =cosz +isinz
arctang ~ 1.131 ~3 .133 + 5 .135 med fel hogst %37 = 15;09 <10™* (Leibnizserie)
1 1 1 1 1 1 1 .. 1 —4 R .
1.1!—3.3!+5.5!—7.7!+...~ 1.1!—3.3!—6-5.5! med fel hogst = < 10"~ (Leibnizserie)
2 2 2 2 - 2
In2 = .= -
@m2= sy m sty Z(2n+1)-3-9”
842 2 1 .
(b) In2 ~ 1915 med fel < T3 1o 179 <15-107* (jamfor uppskattningen i Exempel [P.10)
— (-3 (_1)%52”+1 - %%% 2712—71 2n+1
1 = 2 = e n R:l
(a) arcsin x nz:% " o+ 1 :c—i—nz::l W@t D) x ,
© 1.3.5 2n—1
1.3.3. 1 9 15
b)mr=3+3 2 2 2 2 — -+ — 4+ —=+...
(b)m =3+ nz::l I 2n+1) 4n T3 60 T Ties T

(c) 11 termer riicker
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